
Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction

Il y a deux problèmes fondamentaux en sciences :

1.1.1 Le problème de prédiction

La question fondamentale en théorie des systèmes dynamiques est :

Problème de prédiction : �Connaissant les lois d'évolution, prévoir le comportement
e�ectif à temps longs, prévoir des phénomènes observables�.

�loi d'évolution� signi�e une règle qui donne l'état à l'instant t+ δt connaissant l'état
à l'instant t. Cette loi peut être une loi déterministe (si l'état futur est déterminé de
façon unique à partir de l'état présent) et/ou une loi probabiliste (si l'état futur est donné
par une distribution de probabilité à partir de l'état présent). La physique a découvert que
les lois d'évolution dans la nature sont assez simples. 1

L'homme s'interroge sur cette question depuis la nuit des temps. Les premières réponses
sont venues avec le mouvement des astres dans le ciel étoilé car ce mouvement est au premier
abord assez simple et donc prévisible. Cela a marqué notre culture. Les 7 objets célestes
visibles qui bougent par rapport au ciel étoilé sont : lune (lundi), mars (mardi), mercure
(mercredi), jupiter (jeudi), venus (vendredi), saturne (samedi), soleil (dimanche, sunday).

1. Ce sont les lois de la �mécanique�. En gros chaque particule intéragit avec ses voisines de façon
précise et simple. On dit que les lois sont �locales�. En mécanique classique les lois sont déterministes. En
mécanique quantique, les lois quantique sont probabilistes et concernent l'amplitude de probabilité.
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Figure 1.1.1 � Mouvement apparent des étoiles, par rapport à la Terre. Mouvement de
Mars par rapport aux étoiles. Il a fallu du temps pour découvrir que la Terre appartient
au système solaire.

Figure 1.1.2 � La plupart des phénomènes observés semblent imprévisibles, car trop �com-
plexes�, �chaotiques�. La météo échappe à la prévision au delà de quelques jours. Les érup-
tions solaires ont un impact sur notre climat et découlent de dynamique complexe interne
au soleil. Quelle est l'origine de la complexité observée ? (chaos = confusion, désordre,
imprévisibilité)
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Illustration avec deux suites

On pourrait croire que si la loi d'évolution est simple alors il doit être simple de répondre
à la question précédente, c'est à dire de prédire le comportement à temps long. Cela n'est
pas toujours vrai. Voici deux exemples de loi simples (mathématiques) déterministes qui
illustrent ces propos. Pour la première loi la prédiction est facile. Pour la deuxième, on ne
sait toujours pas expliquer le comportement (mais on l'observe). Voir la �gure 1.1.3.

1. Exemple 1 : à l'instant t ∈ Z, l'état du système est un nombre entier x (t) ∈ N et la
loi est

x (t+ 1) =

{
1
2
x (t) si x (t) est pair

1
2

(x (t) + 1) si x (t) est impair
(1.1.1)

Par exemple, partant de x (0) = 21, la suite des valeurs est 21, 11, 6, 3, 2, 1, 1, . . ..
Cette loi est appelée la � suite géométrique �. Pour une donnée initiale x (0)
quelconque, la réponse à la question de prédiction est assez simple : à une date t
quelconque, x (t) =

[
1
2t
x (0)

]
+
([.]+ signi�e l'entier supérieur le plus proche). Ainsi

la suite décroit et pour t ≥ lnx(0)
ln 2

alors x (t) = 1.

2. Exemple 2 : à l'instant t ∈ N, l'état du système est un nombre entier x (t) ∈ N et la
loi est

x (t+ 1) =

{
1
2
x (t) si x (t) est pair

1
2

(3x (t) + 1) si x (t) est impair
(1.1.2)

Cette loi est appelée la � suite de Syracuse �. On observe que si la valeur de départ
est x (0) = 1 alors les valeurs suivantes sont périodiques 1, 2, 1, 2, 1, . . . Si la valeur de
départ x (0) = 7, les valeurs suivantes sont 7, 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 2, 1, 2, 1, . . .
La fameuse conjecture de Syracuse non démontrée à ce jour est que partant de
toute valeur x (0) ≥ 1 la suite arrive forcément au bout d'un moment T à la suite
périodique 1, 2, 1, 2, . . . Lorsque l'on trace numériquement les trajectoires, on ob-
serve des courbes qui semblent � imprévisibles, chaotiques �. Essayer la valeur de
départ x (0) = 27.

Programme python : voir Section C.1.1.

Programme c++ : voir Section C.2.1.

1.1.2 Le problème inverse ou problème de découverte des lois.
Modélisation.

La question précédente de prédiction suppose que l'on connaît à priori les lois d'évolu-
tion. La di�culté en physique est que au départ on observe des phénomènes sans connaître
les lois sous jacentes. La découverte de ces lois peut être appelée le �problème inverse� :

http://fr.wikipedia.org/wiki/Conjecture_de_Syracuse
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Figure 1.1.3 � Comportement de la suite géométrique (1.1.1) et de la suite de Syracuse
(1.1.2), en partant de di�érentes conditions initiales à t = 0.

Le problème inverse : �Connaissant des phénomènes et des comportements, deviner
les lois d'évolutions in�nitésimales (les plus simple possible) qui en sont responsables.�

C'est une question bien plus di�cile, c'est une question d'expérimentation de modéli-
sation et de validation. Plusieurs di�cultés interviennent :

� Les phénomènes sont observés avec des incertitudes.
� On ne peut observer qu'un nombre �ni de fois le phénomène (rien ne garantit en

principe que la prochaine fois il se reproduira tel quel).
De cela il découle qu'il n'y a pas forcément un modèle unique qui explique les phénomènes
observés.

Dans l'histoire des sciences on peut citer quelques grandes étapes de découverte de lois :
� Mouvement des corps célestes par la théorie des épicycles (Ptolémé, dans l'almageste,

en l'an 150)
� Loi universelle de la gravitation de Newton en 1687.
� Loi de l'électromagnétismede Maxwell en 1865.
� Relativité générale (théorie relativiste de la gravitation) de Einstein en 1915. Qui

est actuellement une � loi fondamentale � de la physique.
� Lois de la mécanique quantiqueen 1920.
� Lois dumodèle standard des particules (basée sur la théorie quantique des champs),

1930' - 1970', qui est actuellement une � loi fondamentale � de la physique.

Remarque 1.1.1. Pour illustrer le fait qu'une loi n'est pas forcément unique pour expliquer
un phénomène, donnons l'exemple de l'orbite des planètes qui avec l'incertitude d'obser-
vation au moment de l'antiquité s'explique aussi bien avec la théorie des épycliques de

https://fr.wikipedia.org/wiki/Almageste
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_universelle_de_la_gravitation
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Maxwell
https://fr.wikipedia.org/wiki/Relativit%C3%A9_g%C3%A9n%C3%A9rale
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_quantique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%A8le_standard_%28physique_des_particules%29
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_quantique_des_champs
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Ptolémé ou la théorie de Newton ou la théorie d'Einstein. Lorsque l'on augmente la préci-
sion (précision actuelle des observations), seule la théorie d'Einstein reste candidate. Mais
à un niveau de précision donnée, la théorie la plus utile sera la plus simple. Par exemple
pour expliquer le mouvement d'un pendule il est préférable d'utiliser la théorie de Newton
plutot que celle d'Einstein (ou la mécanique quantique). Ainsi le travail d'un physicien,
face à un certain type de phénomènes observés, est de modéliser ces phénomènes, c'est
à dire trouver le modèle mathématique le plus simple qui explique ces phénomènes.

Remarque 1.1.2. La physique statistique est une théorie très importante et utile en
physique : elle explique des � phénomènes émergent � ou des � théories émergentes � à partir
de lois fondamentales. Cependant on ne peut pas la classer parmi les lois fondamentales.
Il s'agit plutôt d'un problème de prédiction ou un outil. Cependant au XIXeme siècle, la
thermodynamique était une � théorie fondamentale � avant qu'elle ne soit expliquée grâce
à la physique statistique comme découlant des lois fondamentales de la mécanique.

Remarque 1.1.3. Actuellement, il y a deux théories fondamentales en physique : la rela-
tivité générale qui explique les phénomènes de gravitation à l'échelle macroscopique et
la théorie quantique des champs qui explique les autres phénomènes à l'échelle des
particules. Telles quelles, ces deux théories ne sont pas compatibles mathématiquement et
c'est un enjeu de la recherche actuelle que d'explorer cette question (cf Théorie des cordes,
théorie de l'uni�cation).

Remarque 1.1.4. Il y a cependant de nombreux phénomènes que l'on observe et que l'on
ne sait pas modéliser. Pour la plupart de ces phénomènes on suppose cependant qu'ils sont
engendrés par les lois fondamentales que l'on connaît. Par exemple :

� Le chaos en météorologie, la turbulence dans les �uides. Des simulations numériques
suggèrent que l'on peut reproduire ces phénomènes à l'aide des lois fondamentales
des �uides mais on ne sait pas le démontrer. Une question ouverte fondamentale est
de montrer que les équations de Navier Stokes sont correctement posées, et qu'il n'y
a pas de phénomène de divergence des solutions. Voir cette video de Terrence Tao.

� La matière est décrite d'après la physique des particules comme un assemblage
de quarks, gluons et autres particules en interaction. Les équations sont connues
(QCD), mais ce sont des équations � non linéaires de champs quantiques � et on ne
sait pas les résoudre pour montrer e�ectivement qu'elles expliquent l'existence du
neutron et du proton que l'on observe comme étant les constituants de base de la
matière qui nous entoure. C'est une question ouverte importante à l'heure actuelle.

� Les phénomènes complexes dans le système vivant : � comportements intelligents �
des organismes vivants. Consulter ce livrece livre concernant la recherche de ce
qu'est la � conscience � et ses mécanismes. Voir cette video. Les modèles de réseaux
de neurones et deep learning sembles prometteurs en intelligence arti�cielle.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_des_cordes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_du_tout
https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DDgmuGqeRTto
https://fr.wikipedia.org/wiki/Chromodynamique_quantique
https://books.google.fr/books%3Fid%3Dnca4BAAAQBAJ%26lpg%3DPP1%26dq%3Dcode%20de%20la%20conscience%26hl%3Dfr%26pg%3DPP1#v%3Donepage%26q%3Dcode%20de%20la%20conscience%26f%3Dfalse
https://www.youtube.com/watch%3Fv%3Dqaj1ItpfElE
https://books.google.fr/books%3Fid%3DNp9SDQAAQBAJ%26lpg%3DPP1%26dq%3Ddeep%20learning%26hl%3Dfr%26pg%3DPP1#v%3Donepage%26q%3Ddeep%20learning%26f%3Dfalse
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� En cosmologie, problème de la � matière noire � et de � l'énergie sombre � : par
rapports aux lois connues, on observe des anomalies dans l'observation des rotations
des galaxies et l'expansion de l'univers. Il semble nécessaire de modi�er le contenu
de l'univers en matière-énergie ou de changer les lois fondamentales connues.

1.1.3 Hasard et déterminisme

Un objectif de ce cours est de montrer que hasard et lois déterministes sont intimement
liées :

� des lois déterministes induisant du chaos donnent des comportements aléa-
toires régis par les lois du hasard. (C'est la théorie du �chaos déterministe�).

� Les lois du hasard donnent des comportement émergeant déterministes
lorsqu'ils sont e�ectués par un grand nombre d'échantillons : c'est l'objet d'étude
de la physique statistique. (Par exemple des grains de sables qui tombent par un
tuyau sur le sol : le mouvement de chaque grain est imprévisible mais il est prévisible
que le tas de sable formera un cône à 30 degrés).

Par exemple à petite échelle les lois de la mécanique quantique (microscopique) présente
beaucoup de hasard et d'aléatoire. Du fait d'un grand nombre de particules qui inter-
agissent, les lois de la mécanique classique (macroscopiques) sont parfois très régulières et
prévisibles (la thermodynamique, la mécanique du point). Mais les lois de la mécanique
classique sont parfois sensibles aux conditions initiales (i.e. chaotique) et cela engendre à
nouveau du hasard (ce peut être le �hasard quantique� qui émerge au niveau macrosco-
pique ?). Par exemple le comportement d'une fourmi dans une fourmilière semble impré-
visible, hasardeux, chaotique. Ce hasard est à nouveau traité par des lois probabilistes
déterministes. Par exemple certains comportements collectifs de la fourmilière peuvent
être prévisibles. Ainsi en physique, lois et hasard apparaissent et disparaissent à di�érentes
échelles. Cela est un sujet de recherche très actuel. On conseille vivement la lecture du livre
(non technique )[D.Ruelle, Hasard et chaos 1990] [34].

En mathématiques, en théorie des nombres, les phénomènes aléatoires semblent émerger
des structures précises de l'aritmétique. Par exemple on observe des statistiques de lois
aléatoires parmi les nombres premiers. Lire Terence Tao qui parle de � hasard et structure
� en theorie des nombres. Voir Simons Lecture Series : Structure and randomness �the
dichotomy between structure and randomness� Terence Tao-What's new - 2007_ Open
questions, expository articles, and lecture series from a mathematical blog.

1.1.4 Plan du cours

Dans ce chapitre d'introduction 1 :

Dans cette introduction on illustre cette première �question fondamentale de prédiction�
ci-dessus avec quatre séries d'exemples issus de la physique.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Mati%C3%A8re_noire
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_sombre
https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DPtsrAw1LR3E
https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DPtsrAw1LR3E
https://terrytao.wordpress.com/2007/04/05/simons-lecture-i-structure-and-randomness-in-fourier-analysis-and-number-theory/
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1. Le pendule amorti et ses variantes. (Modèle de base en physique). On introduit
la section de Poincaré qui est une application de dimension 1 monotone donc
régulière.

2. L'application logistique (qui est une application de dimension 1 mais non mo-
notone donc présentant du chaos), et l'ensemble fractal de Mandelbrot qui est
son diagramme de phase.

3. Le billard rectangulaire qui a une dynamique très simple et le billard de Si-
naï qui a une dynamique très chaotique. On observe que le hasard émerge de lois
déterministes.

4. La réaction chimique de Belousov-Zhabotinsky qui montre une �dynamique
spatio-temporelle� avec �morphogénèse� (la dynamique converge vers un cycle limite,
mais il semble y avoir du �chaos spatial�).

Dans cette introduction, chacun de ces modèle sera bien dé�ni mathématiquement et on
présentera le(s) système(s) physique(s) qu'il modèlise. A l'aide de simulation numérique
(les programmes sont fournis a�n que les étudiants puissent les modi�er et les exploiter),
on observera les phénomènes et on les commentera en mettant en valeur les questions
importantes.

Cependant la plupart des phénomènes observés ne seront pas expliqués dans cette
introduction. On donnera parfois une explication �intuitive�. C'est le but de la �théorie
des systèmes dynamiques� que de trouver une explication rigoureuse à ces phénomènes et
certaines explications seront données dans la suite de ce cours.

Chapitre ?? : applications et champs de vecteur

Dans ce chapitre on considère une dynamique déterministe sur un espace de phase
di�érentiable (une variété di�érentiable). On parle de � dynamique di�érentiable �. La
dynamique est à temps discret (application) ou continu (champ de vecteur et �ot).

On discute aussi de phénomènes liés à une famille de modèles dépendant de paramètres
externes, appelée � théorie des bifurcation � ou � théorie des catastrophes �.

Chapitre 3 : dynamique Hamiltonienne

Dans ce chapitre on considère un cas particulier de � dynamique di�érentiable � lorsque
l'espace des phases est celui de la mécanique Hamiltonienne (variété symplectique) et que
la dynamique préserve cette structure (transformations Hamiltoniennes ou canoniques ou
Symplectiques). Ce cas particulier est très important en physique car les lois physiques
fondamentales sont Hamiltoniennes (la raison est que la dynamique Hamiltonienne émerge
de la dynamique ondulatoire dans le régime des petites longueurs d'ondes, et d'après la
mécanique quantique, les phénomènes physiques sont ondulatoires).
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Chapitre : Dynamique de champs et morphogénèse

Dans ce chapitre on considère la dynamique de fonctions ou � champs �. L'espace des
phases est de dimension in�nie. On considère des équations locales, comme des EDP (équa-
tions aux dérivées partielles) non linéaires. Ces théories sont importantes pour la morpho-
génèse (� théorie de la naissance des formes et des structures �), la mécanique des �uides,
la turbulence, etc.

Chapitre : Dynamique probabiliste de Markov

Dans ce chapitre on considère des modèles très simples de dynamique probabiliste (non
déterministe) où l'espace des états est une ensemble �ni. Cela s'appelle une � dynamique
de Markov �.

Chapitre 5 : Dynamique expansive déterministe et théorie ergodique

Dans ce chapitre on considère un modèle simple de dynamique déterministe avec sensibi-
lité aux conditions initiales. On explique pourquoi les trajectoires paraissent � chaotiques �
et pourquoi il faut utiliser une approche probabiliste pour expliquer les phénomènes obser-
vés.

Chapitre 6 : Dynamique hyperbolique déterministe et théorie ergodique

On généralise le chapitre précédent aux dynamiques uniformément hyperboliques. Cela
permet de considérer des modèles physiques plus concrets, mais plus compliqués.

Chapitre 7 : Le moulin de Lorenz et son attracteur étrange

Le modèle de Lorenz a une importance historique mais aussi c'est un modèle de dyna-
mique chaotique très important et plus compliqué, moins bien compris que les dynamiques
uniformément hyperboliques.
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Figure 1.2.1 � Pendule

1.2 Modèle du pendule

On considère une masse ponctuelle m attachée à une tige rigide de longueur �xe l
dans un plan vertical (x, z). La masse est soumise à son poids P = mg et à une force de
frottement ~F = −γ~v opposée à la vitesse ~v, avec γ ≥ 0 qui est le coe�cient de frottement.
Voir �gure 1.2.1.

1.2.1 Equation de mouvement de Newton (1687)

On note α (t) l'angle entre la tige et la verticale à l'instant t. La position curviligne du
pendule est lα (t). La loi de Newton (

∑
forces = m · acceleration) écrite en coordonnée

curviligne donne l'équation :

−mg sinα− γldα
dt

= ml
d2α

dt2
(1.2.1)

Remarque 1.2.1. (1.2.1) est une équation non linéaire (à cause du terme sinα) et du
deuxième ordre en temps.

On verra qu'il est préférable d'avoir des équations du premier ordre en temps. Pour
cela, posons

β (t) :=
dα

dt
ainsi

dβ

dt
=
d2α

dt2

et l'équation de Newton (1.2.1) s'écrit :{
dα
dt

= β
dβ
dt

= −g
l

sinα− γ
m
β

(1.2.2)
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On a obtenu :

Posons
x (t) := (α (t) , β (t)) ∈ R2

qui est un point dans le plan (α, β) appelé espace de phase. L'équation de Newton du
pendule s'écrit simplement

dx

dt
= V (x) (1.2.3)

avec une fonction V = (V1,V2) ayant deux composantes :

V1 (α, β) = β, V2 (α, β) = −g
l

sinα− γ

m
β

Eq. (1.2.3) est appelée �équation di�érentielle ordinaire� (E.D.O.) sur R2.

On va voir qu'une telle EDO est une formulation standard pour une loi détermi-
niste à temps continu. On considère ici V comme une fonction x ∈ R2 → V (x) ∈
R2. Le �ot au temps t est l'application φt qui fait évoluer un point par la dynamique sur

le temps t :
φt : x ∈ R2 → φt (x) ∈ R2

telle que x (t) = φt (x) est solution de l'EDO (1.2.3), c'est à dire dφt

dt
(x) = V (φt (x)) pour

tout t et tout x.

Rappelons la question nous intéresse : �étant donné les conditions initiales du pendule
x (0) = (α (0) , β (0)) ( : position et vitesses angulaires initiales) et la connaisse de la loi
déterministe, prédire x (t) = φt (x (0)) à un instant quelconque t ∈ R ?�. En d'autres termes,
connaissant la fonction V , on veut trouver le �ot φt pour tout t.

1.2.2 Résolution numérique de l'EDO (1.2.3) par la méthode de
Euler (1768)

L'équation (1.2.3) s'écrit {
dα
dt

= V1 (α, β)
dβ
dt

= V2 (α, β)

Prenons un intervalle de temps très petit δt :

0 < δt� 1
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On dé�nit une suite d'instants tn = n.δt avec n = 0, 1, 2 . . .. Notons αn := α (tn) et
βn := β (tn). D'après la formule de Taylor 2 à l'ordre 1 :

αn+1 = αn +

(
dα

dt

)
(tn) .δt+O (|α̈|∞) .δt2

= αn + V1 (αn, βn) .δt+O (|α̈|∞) .δt2

Etant donné l'état initial (α0, β0) ∈ R2 et en oubliant le reste dans la formule de Taylor
on a une formule itérative appelée méthode de Euler. On a montré le résultat suivant,
en supposant V di�érentiable (de classe C1) :

Proposition 1.2.2. �Méthode de Euler�. On pose
(
α̃0, β̃0

)
:= (α0, β0) et par récur-

rence on dé�nit α̃n+1 = α̃n + V1

(
α̃n, β̃n

)
.δt

β̃n+1 = β̃n + V2

(
α̃n, β̃n

)
.δt

Alors la di�érence entre les valeurs
(
α̃n, β̃n

)
et la vraie solution (αn, βn) au temps tn est

majorée par
|α̃n − αn| ≤ O (|α̈|∞) .δt2.n = (O (|α̈|∞) .tn) .δt

Ainsi pour une date ultérieure t �xée cette erreur est de l'ordre de δt qui peut être choisit
arbitrairement petit. Le calcul de α̃n, β̃n nécessite n = t/δt itérations.

Voir �gure 1.2.2.

Conclusion : la méthode de Euler fournit une méthode pour résoudre numériquement
une EDO dans Rd qui est sous la forme ẋ = V (x), mais elle montre aussi que celle ci a
une solution unique. En terme physique, on dit que l'EDO modélise une loi d'évolution
déterministe car l'état présent x (0) et la loi ẋ = V (x) déterminent de façon unique les
états passés et futurs x (t). C'est un exemple important de �système dynamique�.

Remarque 1.2.3. en prenant plus de termes dans la formule de Taylor on peut avoir une
erreur de la forme (δt)k, avec k arbitraire, donc une erreur plus petite. C'est ce que fait la
méthode de �Runge Kutta d'ordre 4� qui a une erreur pour |α̃n − αn| de l'ordre de δt4,
au lieu de δt pour la méthode de Euler. Pour avoir un programme performant, on utilisera
donc la méthode de �Runge-Kutta� ou une méthode d'Euler améliorée.

Remarque 1.2.4. Il est intéressant de pouvoir résoudre de façon approchée une ODE dans
Rd de façon numérique. Cela permet de faire des expériences numériques. En pratique il
faut cependant que la dimension d ne soit pas trop grande. Il serait interessant de pouvoir la

2. La formule de Taylor à l'ordre 1 est α (tn + δt) = α (tn) + δt.
(
dα
dt

)
(tn) + δt2O (|α̈|∞) où O (|α̈|∞)

signi�e un reste qui en valeur absolue est plus petit que C. |α̈|∞ où C > 0 est une constante et
|α̈|∞ :=max(α̈ (t) , t ∈ R) est le max des dérivées secondes. Comme α̇ = V1 (x), on déduit la majoration
|α̈|∞ ≤ |DV.α̇|∞ ≤ |DV.V|∞.

https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thodes_de_Runge-Kutta
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Figure 1.2.2 � Méthode de Euler donnant la trajectoire approchée
(
α̃n, β̃n

)
qui devient

proche de la solution exacte (αn, βn) lorsque δt→ 0.

�résoudre analytiquement� c'est à dire de trouver l'expression exacte de x (t). Cependant on
verra dans ce cours qu'une �solution analytique� n'existe pas �génériquement� dans l'espace
Rd si d ≥ 3. Cela n'est possible que dans R2 (et dans R).

Voir �gure 1.2.3 (et vidéo) qui montre une trajectoire dans l'espace de phase.

Exercice 1.2.5. Ecrire un programme qui trace α̃ (t) pour t �xé, en fonction de δt → 0
a�n d'observer que l'erreur |α̃ (t)− α (t)|décroit bien comme δt.

Exercice 1.2.6. Montrer que une ODE ẋ = V (x) dans R (c'est à dire en dimension d = 1)
avec V ∈ C∞ (R), se ramène toujours localement (après un certain changement de variable
x→ y) aux formes simples 3 suivantes que l'on résoudra analytiquement :

ẏ = 1 si V (x) 6= 0

ẏ = λ.y si V (x) = λx+O
(
x2
)
a un zéro non dégénéré.

ẏ = yk si V (x) = c.xk +O
(
xk+1

)
a un zéro à l'ordre k ≥ 2

Exercice 1.2.7. Ecrire les �équations de Hamilton� de la �mécanique analytique� et re-
trouver les équations du pendule (1.2.2) directement.

3. La forme la plus simple que l'on peut obtenir pour une équation donnée, en e�ectuant des change-
ments de variables, s'appelle une forme normale.
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Figure 1.2.3 � Solution numérique par la méthode de Euler donnant la trajectoire appro-
chée du pendule. Les paramètres sont g = 1, l = 1, γ = 0.2,m = 1.

Exercice 1.2.8. Ecrire les équations de mouvement (1.2.2) avec des variables sans di-
mension et établir le nombre de paramètres di�érents nécessaires pour le modèle (et les
exprimer en fonction des paramètres physiques). Trouver la forme normale de l'équation,
c'est à dire simpli�er au maximum l'équation en e�ectuant des changements de variable.

Variante : le pendule forcé

Il est facile d'imaginer des lois di�érentes de (1.2.1) et de les tester numériquement. Par
exemple pour éviter que le pendule devienne immobile, on remplace la force de frottement
par une force qui fournit de l'énergie à petites vitesses, mais prend de l'énergie à grandes
vitesses pour éviter que le pendule ne s'emballe. Par exemple on choisit de remplacer le

terme de frottement − γ
m
β dans (1.2.2) par γ

m

(
β − β3

c2

)
qui est positif si 0 < β < c et

négatif si β > c en �xant la valeur de c. Ainsi la fonction V (x) devient

V1 (α, β) = β, V2 (α, β) = −g
l

sinα +
γ

m

(
β − β3

c2

)
(1.2.4)

Graphe de la fonction β →
(
β − β3

c2

)
:



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Figure 1.2.4 � (Fig. 1) : Trajectoire partant de la condition initiale α0 = 0, β0 = 0.1.
L'amplitude augmente et la trajectoire converge vers un cycle limite. (Fig. 2) : la trajectoire
part de la condition initiale α0 = 0, β0 = 2 et converge vers le même cycle limite. Les
paramètres sont g = 1, l = 1, γ = 0.2,m = 1, c = 1.

Voir �gure 1.2.4. Voir video Animation_pendule_entretenu.gif.

On observe maintenant que le pendule converge vers un mouvement périodique. On dit
qu'il y a un �cycle limite attractif� ou une �orbite périodique attractive�. (on verra
plus loin une dé�nition générale d'attracteur pour un système dynamique).

Remarque 1.2.9. On verra en Section 2.2.1 l'interprétation géométrique d'une ODE : c'est
un champ de vecteur. Voir Section 2.2.4 qui présente le théorème fondamentale de Cauchy-
Lipchitz et ses discussions. Ce théorème garantit une solution unique aux ODE assez ré-
gulières (et sur un certain intervalle de temps).

Exercice 1.2.10. Calculer la divergence div (V) = ∂V1
∂α

+ ∂V2
∂β

du champ de vecteur V et
étudier son signe. Interprétation ?

Remarque 1.2.11. Par exemple, la voix, (vibration des cordes vocales) est un exemple
d'oscillateur entretenu par le débit d'air.

1.2.3 Section de Poincaré (1892)

Dans le modèle précédent, Eq.(1.2.2), ou (1.2.4), on observe que toute trajectoire dans
l'espace de phase intersecte la demi droite {α = 0, β ≥ 0} en une suite de points :

β1, β2, β3 . . .

D'après l'unicité et l'existence du �ot, étant donnée une valeur βn, on considère le
point (α = 0, βn) et la trajectoire passant par ce point. La prochaine intersection de cette
trajectoire avec la demi droite est un certain point (0, βn+1) qui dé�nit la valeur βn+1 ≥ 0.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Corde_vocale
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Figure 1.2.5 � Section de Poincaré du �ot (1.2.4) et application de Poincaré β → P (β).

Dé�nition 1.2.12. La demi droite {α = 0, β ≥ 0} s'appelle la section de Poincaré du
�ot, et l'application :

P :

{
R+ → R+

βn → βn+1 = P (βn)

s'appelle l'application de Poincaré associée à la dynamique du pendule et relative au
choix de la section de Poincaré.

Remarque 1.2.13. Dans le cas présent, il est clair que la fonction P (β) existe et est C∞ bien
que son expression ne soit pas simple à obtenir. On devine qualitativement son allure, voir
�gure 1.2.5. On peut aussi tracer numériquement cette fonction en utilisant le programme
d'intégration d'Euler (ou Runge kutta) sur une période.

Remarque 1.2.14. Intérêt de l'application de Poincaré : son étude est plus simple que celle
du �ot. Par exemple le point �xe c = P (c) est un point attractif. Cette propriété est
équivalente à l'existence d'un cycle limite attractif pour le �ot.

Remarque 1.2.15. L'application de Poincaré est ici une application sur R+ (espace de
dimension 1). Si l'équation EDO est sur Rd, on aurait une application de Poincaré sur
Rd−1.

Remarque 1.2.16. Dans l'exemple présent la fonction P : R+ → R+ est forcément crois-
sante, car si β′ < β alors P (β′) < P (β), voir �gure ci-dessous.
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L'étude générale d'une dynamique unidimensionnelle de la forme :

βn → βn+1 = P (βn)

avec P fonction croissante est assez simple. (Voir Section ). Il n'y a que des points attrac-
tifs et/ou répulsifs. Par contre, on verra avec l'application logistique� en Section 1.3 qu'un
système dynamique dé�ni avec une fonction P non croissante peut être �chaotique�.

Exercice 1.2.17. Si P (β) = λ.β avec λ ∈ R, calculer βn = P ◦ P . . . ◦ P︸ ︷︷ ︸
n

(β0) en fonction

de β0 et n.
Solution : βn = λnβ0.

Exercice 1.2.18. Un modèle simple de dynamique des population est appelé �équation
de Lotka-Volterra� (1925). On considère une population de �proies� (ex : des lapins) et
on note x (t) leur nombre à la date t. Ils cohabitent avec une population de �prédateurs�
(ex des renards) et on note y (t) leur nombre. L'équation d'évolution est :{

ẋ = αx− βxy
ẏ = δxy − γy

, α > 1, β > 0, δ > 0, γ > 0.

1. Interpréter en termes écologiques les paramètres α, β, γ, δ. Résoudre l'équation dans
le cas particulier β = 0,δ = 0.

2. Trouver le point �xe de cette dynamique, i.e. tel que ẋ = 0, ẏ = 0.

3. Avec un programme, tracer les trajectoires (�ot).

4. Suggérer une section de Poincaré pour ce problème et tracer l'allure de l'application
de Poincaré. Trouver le(s) cycles limites et commenter l'évolution de ces populations.

1.2.4 Systèmes physiques reliés au modèle du pendule

Le modèle du pendule considéré dans cette Section est un modèle issu de la mécanique.
Le �ot est ici sur un espace de dimension 2 (l'espace de phase α, β) et pour cela la dyna-
mique est forcément régulière (non chaotique), d'après le théorème de Poincaré Bendixon,
voir Section .

Comme autres mouvements mécaniques réguliers de dimension (e�ective) 2 dans la
nature on peut citer

� La rotation des planètes autour du soleil (en première approximation c'est un mouve-
ment régulier résolu par Kepler, Newton). L'observation du mouvement des planètes
a joué un rôle très important dans l'histoire des sciences.

� Une balle qui rebondit verticalement sur un plan.
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Comme mouvement mécanique en dimension plus grande (chaotiques, dimension ≥ 3) on
peut citer :

� Le double pendule.
� Le �ot de Lorenz. Voir chapitre 7.
� etc

1.3 L'application logistique (1838,1985)

Ce modèle est utile pour modéliser simplement une dynamique de population en
biologie. (Pierre-François Verhulst 1838). Ce modèle a ensuite été étudié pour ses aspects
chaotiques. En particulier son diagramme de phase appelé �ensemble de Mandelbrot�, 1985,
présenté au grand public comme � l'objet mathématique le plus complexe jamais découvert
�, a permis de découvrir les �fractales�.

1.3.1 Dé�nition

Dé�nition 1.3.1. Soit µ > 0 un paramètre �xé. L'application logistique est

φ :

{
R → R
x → µx (1− x)

Le système dynamique associé est : partant d'une condition initiale x0 ∈ R, on pose

x1 = φ (x0) , x2 = φ (x1) , . . . xn+1 = φ (xn) , . . .

Remarque 1.3.2. On dit que c'est un système dynamique de dimension 1 car l'état
est une variable x ∈ R, et �à temps discret� car les points évoluent par étapes (et non
continumement comme avec une ODE). La loi du mouvement est simplement xn+1 =
φ (xn). C'est une loi déterministe car la valeur de xn à l'instant n et la fonction φ
déterminent la valeur xn+1 à l'instant suivant n+ 1 .

La question est toujours la même : �prévoir la trajectoire (xn)n pour n→∞ ?

Intérêts de ce modèle :
� Les modèles dynamiques de la forme xn+1 = φ (xn) en dimension 1 sont les plus

simples que l'on puisse imaginer. Leur étude est donc importante. Le cas φ (x) =
ax + b (1er degré) est simple à résoudre, c'est à dire il est facile d'exprimer xn à
partir de x0 et n (voir exercice 1.3.3). Le cas suivant φ (x) = ax2 + bx+ c du second
degré est le cas suivant à considérer et apparait dans de nombreux domaines. Par
contre ce modèle dynamique du second degré n'est pas facile du tout à étudier.

� En biologie des populations, si xn ≥ 0 désigne le nombre d'individus (en unité de
million d'individus) le jour n, on suppose que le jour suivant il y a xn+1 = αxn
individus avec α ≥ 0. Donc xn = αnx0. Si 0 ≤ α < 1 alors la population décroit. Si
α > 1 alors la population croit. Pour être plus �réaliste�, on suppose que le facteur

https://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre_Fran%C3%A7ois_Verhulst
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_de_Mandelbrot
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fractale
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de reproduction α dépend du nombre d'individus et décroit avec x. Par exemple
α (x) = µ (1− x). Schema :

Cela représente le fait que la présence d'un trop grand nombre x d'individus
implique un manque de ressources et donc une baisse du facteur de reproduction
α (x). La loi obtenue est l'application logistique :

xn+1 = α (xn) · xn = µxn (1− xn) = φ (xn)

Exercice 1.3.3. �Suite xn+1 = axn + b�.
Pour a, b ∈ R �xés. On considère la fonction φ (x) = ax + b et le système dynamique

xn+1 = φ (xn).

1. Etant donné une valeur initiale x0 ∈ R et n, tracer l'allure de la trajectoire (xn)n.

2. Exprimer xn en fonction de x0 et n.

3. Discuter la limite de xn pour n→∞ en fonction de a, b.

1.3.2 Observations

Allure de la fonction φ (x) = µx (1− x)

Le point �xe a dé�nit par a = φ (a) est donné par

a = φ (a)⇔ a = µa (1− a)⇔ 1− a =
1

µ
ou a = 0

a = 1− 1

µ
ou a = 0

On a φ′ (x) = µ (1− 2x) donc φ′ (a) = µ (1− 2a) = µ
(

1− 2 + 2
µ

)
= 2− µ.



1.3. L'APPLICATION LOGISTIQUE (1838,1985) 27

Ainsi si le paramètre est 1 < µ < 3 alors |φ′ (a)| < 1 donc le point �xe x = a est
attractif pour la dynamique de φ et φ′ (0) = µ > 1 donc le point �xe x = 0 est répulsif
pour la dynamique de φ.

(On donne la dé�nition précise d� 'ensemble attracteur� et �ensemble répulseur� ci-
dessous).

Trajectoires et ensemble attracteur de φ

On observe que pour le paramètre 1 < µ < 3, les trajectoires partant de tout point
0 < x0 < 1 convergent vers le point x = a. On dit que c'est un point attracteur. Schéma
de la trajectoire pour µ = 2 :

Pour µ = 3.5, c'est plus compliqué, les trajectoires convergent vers un cycle périodique
de 2 points. On dit que ces deux points forment un ensemble attracteur. Voir �gure 1.3.1.
Plus généralement,
Dé�nition 1.3.4. L'ensemble attracteur A pour l'application φ est l'adhérence a des
trajectoires (xn)n, partant de toute condition initiale x0. L'ensemble répulsif de φ est
l'ensemble attracteur pour l'application inverse φ−1.

a. En mathématique, l'adhérence d'une suite xn sont les points x près duquel s'accumulent une in�nité
de termes de la suite.

� Voir images et animations qui montrent les trajectoires (xn)n et l'ensemble attrac-
teur de φ en fonction du paramètre µ ∈ [0, 4]. Cet ensemble attractif est parfois ap-
pelé �diagramme de phase�. Les vidéos Animation_mu_0_4.gif et Animation_mu_3_4.gif
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Figure 1.3.1 � Dessin d'une trajectoire partant de x0 = 0.1, pour di�érentes valeurs de
µ. On observe que pour µ = 2, la trajectoire converge vers le point x = a = 1 − 1

µ
= 1

2
,

pour µ = 3.3, la trajectoire converge vers une séquence de 2 points et pour µ = 3.54, vers
une séquence de 4 points. Cet attracteur ne dépend pas du point initial. Pour µ = 4, la
trajectoire a un comportement �chaotique� sur tout l'intervalle [0, 1].

Figure 1.3.2 � Dessin de l'ensemble attracteur de φ en fonction de µ. (L'image de droite
détaille l'intervalle µ ∈ [3, 4]).
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montrent l'évolution des trajectoires en fonction de µ = 0→ 4 puis µ = 3→ 4 (in-
tervalle intéressant).

Remarque 1.3.5. En µ = 1 il y a une �bifurcation�, de même en µ = 3, etc..

Remarque 1.3.6. Pour montrer que pour 3 < µ < 3.4 les trajectoires sont attirées par une
orbite périodique de période 2, il su�t de considérer l'application φ2 = φ ◦φ et de montrer
qu'elle a un point �xe attractif. (Etc pour les périodes plus élevées). (Cette étude a été
faite dans les années 70). Voir TD.
Proposition 1.3.7. Le point x = ∞ est toujours un point attractif pour la dynamique de
φ (si µ 6= 0).

Démonstration. En e�et si |xn| est assez grand de sorte que |µ| |xn − 1| > 2 alors

|φ (xn)| = |xn| |µ| |1− xn| ≥ 2 |xn|

et par récurrence |φ (xn)| → ∞
n→∞

.

Remarque 1.3.8. Ainsi pour µ ∈ [0, 4] l'ensemble attractif de φ sur R est {∞} ∪ A où
A ⊂ R est non vide. Par contre pour µ > 4, on montre que l'ensemble attractif de φ est
l'unique point {∞}.

Dans la section suivante on étudie plus précisément l'ensemble attractif et répulsif en
fonction de µ, et on établie un �diagramme des phases�, appelé ensemble de Mandelbrot
pour ce modèle spéci�que.

1.3.3 Ensemble de Mandelbrot (1980)

Comme φ (x) = µx (1− x) est un polynome, on peut étendre le modèle aux valeurs
complexes :

µ ∈ C, x ∈ C

On a vu que l'ensemble attractif de φ est A ∪ {∞} avec A ⊂ C éventuellement vide.
Dé�nition 1.3.9. L'ensemble de Mandelbrot est l'ensemble des paramètres µ pour
lesquels l'ensemble attractif A de φ est non vide.

D'après la remarque ci-dessus,M contient l'intervalle µ ∈ [0, 4]. En termes de physique,
l'ensemble de Mandelbrot est un diagramme de phase qui montre pour quels paramètres µ
du modèle on a un ensemble attractif limite A. Voici une propriété pratique pour caracté-
riser l'ensemble de MandelbrotM :

Proposition 1.3.10. µ /∈M si et seulement si φn
(

1
2

)
→∞
n→∞

.
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Figure 1.3.3 � Ensemble de MandelbrotM pour l'application logistique (en noir à gauche
et rouge à droite). Sur la �gure de droite, les couleurs sont log τ (µ) où τ (µ) est le �temps
d'échappement� (1.3.1).

Autrement dit le point x = 1
2
est attiré par l'ensemble A sauf si celui ci est vide et alors

x = 1
2
est attiré par ∞. (noter que x = 1

2
est l'unique point véri�ant φ′ (x) = 0).

Démonstration. [11].

Remarque 1.3.11. La propriété 1.3.10 permet de dessiner numériquement l'ensemble de
Mandelbrot. Voir �gure 1.3.3. Il est habituel de mettre une couleur pour les paramètres µ
hors de l'ensembleM selon la valeur de log τ (µ) avec

τ (µ) := max

{
n, t.q.

∣∣∣∣φnµ(1

2

)∣∣∣∣ < 103

}
: "temps d'échappement" (1.3.1)

(où 103 est arbitraire mais grand).

� Avec le logiciel libre xaos (ou autre) on peut explorer le bord de l'ensemble de
Mandelbrot qui est remarquable.

Exercice 1.3.12. Il est habituel de tracer l'ensemble de Mandelbrot non pas pour l'appli-
cation logistique mais pour l'application quadratique

Q (z) = z2 + c

Montrer que l'application logistique et quadratiques sont équivalentes par le changement
de variable

x = − 1

µ
z +

1

2
, c =

µ

2

(
1− 1

2
µ

)

https://fr.wikipedia.org/wiki/XaoS
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Solution Avec ce changement de variables,

x′ = φ (x) = µx (1− x)

⇔− 1

µ
z′ +

1

2
= µ

(
− 1

µ
z +

1

2

)(
1

µ
z +

1

2

)
= µ

(
1

4
− z2

µ2

)
=
µ

4
− z2

µ

⇔z′ = z2 − µ2

4
+
µ

2
= z2 + c.

1.3.4 L'ensemble de Julia (1918)

Pour étudier la dynamique de φ, il est naturel de s'interesser aussi à l'ensemble ré-
pulsif, c'est à dire à l'ensemble attractif de l'application inverse φ−1. Attention que l'ap-
plication φ−1 est bi-valuée. En e�et,

y = φ (x) = µx (1− x)

donne deux pre-images :

x± =
1

2

(
1±

(
1− 4y

µ

)1/2
)
.

Remarque 1.3.13. si 1− 4y
µ
< 0⇔ y < µ

4
alors x± /∈ R. Cela est possible si µ < 4.

Remarque 1.3.14. Ce qui suit se généralise à φ (x) un polynome de degré deg (φ) ≥ 2. Voir
Devaney p.269 [11].

Dé�nition 1.3.15. l'ensemble de Julia J (1918) est l'attracteur de l'application biva-
luée φ−1

µ : C→ C. Autrement dit, c'est le répulseur de l'application φ.

Remarque 1.3.16. On peut donc facilement écrire un programme qui dessine J en partant
d'un point z0 générique.

Remarque 1.3.17. En général l'ensemble de Julia J est une fractale : c'est un ensemble
de Cantor si µ /∈M et c'est une courbe Hölder continue qui contient l'ensemble A si
µ ∈ M. Voir �gure 1.3.4 qui montre l'ensemble de Julia (ens. répulsif de φ) et l'ensemble
attracteurA. On dit parfois que l'ensemble de Julia est un �attracteur étrange� 4. Voir les
videos qui montrent l'évolution de ces ensembles pour µ = 1.5→ 5 puis µ = 1.5+ i→ 5+ i
.

Remarque 1.3.18. x =∞ est un point attractif pour la dynamique de φ.

Dé�nition 1.3.19. L'ensemble de Julia plein estK = {z ∈ C, φn (z) 9∞}.[11, p.311].
Proposition 1.3.20. J est le bord de K.

4. Le terme attracteur étrange est apparu la première fois en 1968 dans l'article de Ruelle et Takens
qui contredisait la théorie de Landau pour la turbulence. Ce terme voulait quali�er un attracteur qui est
fractal, comme l'ensemble de Julia ou l'attracteur de Lorenz.
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Figure 1.3.4 � En bleu : ensemble de Julia (ens. répulsif de φ) dans le plan complexe et en
vert est l'ensemble attrateur A de φ pour di�érentes valeurs de µ. L'ensemble attracteur a
déjà été observé dans la �gure 1.3.1.

1.4 Billard de Sinaï (1970)

Le modèle de dynamique appelé �billard� représente une particule �libre� dans l'espace
Euclidien qui rebondit de façon parfaite sur des parois. Plus précisément c'est un point dans
le plan R2 (ou dans l'espace Euclidien Rd) qui avance en ligne droite à vitesse constante
et qui rebondit sur les parois selon la loi que angle de ré�exion = angle d'incidence. Selon
la géométrie des parois, il est simple ou compliqué de prévoir la dynamique du point pour
les temps longs.

Si il n'y a pas de paroi, la position à la date t est simplement x (t) = x (0) + vt ∈ Rd

avec v ∈ Rd vitesse constante. Dans la suite on présente le problème simple du billard
rectangulaire et le problème plus complexe du billard dispersif de Sinaï.

1.4.1 Le billard rectangulaire

Considérons un point de position q0 ∈ R2 et de vitesse initiale v0 ∈ R2 qui évolue dans
un billard rectangulaire. La loi du mouvement est la ligne droite (vitesse constante) et le
rebond est parfait sur les parois (c'est à dire angle de ré�exion = angle d'incidence). On
observe que la trajectoire dessine une �gure très régulière. Voir �gure 1.4.1.

Question : étant donnés la position initiale q0 et la vitesse initiale v0, prédire la position
q (t) et la vitesse v (t) au temps t > 0 quelconque ?

Réponse : Par la �méthode des images� qui est spéci�que à cette géométrie rectan-
gulaire, le problème devient simple et soluble. Voir �gures 1.4.2 et 1.4.3.

Voici l'algoritme pour obtenir des formules précises :

1. On �déplie� le rectangle initial R de taille X1, X2 selon les deux directions x, y
pour obtenir un domaine 4 fois plus grand noté T . Ce domaine T a des conditions
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Figure 1.4.1 � Billard rectangulaire

Figure 1.4.2 � La méthode des images revient à �plier� et �déplier� une surface plate : On
utilisera cette remarque plus loin.

Figure 1.4.3 � Méthode des images.
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périodiques au bord, c'est donc un tore de taille 2X1, 2X2.

2. Partant du point x = (x1, x2), avec une vitesse v = (v1, v2) on obtient que x (t) =
(x1 + v1t, x2 + v2t)modulo (2X1, 2X2).

3. On ramène le point x (t) dans le rectangle initial R.

1.4.2 Billard dispersif de Sinaï (1970)

Le billard de Sinaï est un carré avec conditions périodiques au bord (c'est donc un
tore T2) et contenant des disques. Une bille évolue en ligne droite à vitesse constante et
rebondit parfaitement sur le bord des disques. Elle a donc un comportement déterministe.
Voir vidéo.

Mais on observe que le comportement est imprévisible, �chaotique�. Pourquoi ?

1

3

4

5

6
7

8

9

2

1 trajectoire, temps court 1 trajectoire temps long Le mouvement sur le plan semble etre une marche aleatoire.

L'explication heuristique est que les bords du billard sont convexes ce qui implique une
�dispersion des trajectoires� après chaque rebond (on caractérisera cela par la sensibilité
aux conditions initiales� ou �hyperbolicité� en Section 6).

Après quelques rebonds seulement, les deux trajectoires initialement très proches peuvent
avoir des évolutions très di�érentes (décorrélées). Sur la �gure suivante, on observe une
bille avec une incertitude initiale ∆y = 10−4. Cette incertitude croit exponentiellement et
le comportement peut di�érer après un temps très court.
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tiny cloud of particules
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2
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6

La dynamique déterministe engendre donc du hasard. Cela est à l'origine du �chaos
déterministe� et de la complexité dans les systèmes dynamiques, et plus généralement de
la complexité en physique et dans la nature. Référence : Ruelle �Hasard et chaos� 1990.

Voir video 1_Animation_1_bille.gif

Question : Est-il possible de faire des prédictions sur l'évolution malgré ce hasard
apparent ? de comprendre les lois de ce hasard ?

Approche probabiliste

Il est nécessaire d'adopter une approche probabiliste. Voici l'idée.
Observons N = 104 billes indépendantes avec des conditions initiales très proches

∆y = 10−4. La distribution des billes peut s'interpréter comme une distribution de proba-
bilité d'une bille initiale. Cette distribution converge vers l'équilibre et di�use sur le réseau
(sur le plan). Pour cette distribution, on observe un comportement prédictible mais ir-
réversible. Il y a donc une �évolution e�ective� prédictible 5 pour la distribution de
probabilité. On introduira la notion d'entropie pour caractériser cette perte d'informa-
tion sur la position de la particule au cours du temps.

t=0 t=1.8 t=2.4 t=5 Diffusion in the lattice

5. Le travail va donc porter à trouver les lois d'évolution pour cette distribution de probabilité. C'est
un sujet actuel de recherche.
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Voir video 2_Animation_10e4_billes_Sinai.gif 3_Animation_10e4_billes_diffusion.gif

En Section @@, on montrera comment expliquer cette convergence vers l'équilibre,
décrire les �uctuations autour de cet équilibre, expliquer la di�usion Gaussienne sur le
plan et calculer le coe�cient de di�usion.

Remarque 1.4.1. (*) La dynamique en ligne droite dans un billard aux bords convexe peut
être considéré comme des trajectoires géodésiques sur une surface à courbure négative.

A la �n du XIXe siècle, Hadamard a initié la théorie du chaos avec l'étude des géodé-
siques sur les surfaces à courbure négative constante (surfaces hyperboliques).

1.4.3 Systèmes physiques reliés au modèle du billard dispersif

� Le �ot géodésique sur les surfaces (ou espace) à courbure négative.
� De façon conjecturale : le �hasard� dans la répartition des nombres premiers (�ot

sur la surface modulaire)
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1.5 Dynamique spatio-temporelle

Dans les modèles précédent, la variable qui évolue au cours du temps était un point
dans un espace de dimension �nie : x (t) = (α (t) , β (t)) ∈ R2 pour le pendule, xn ∈ R pour
l'application logistique, (q (t) , v (t)) ∈ R2 × R2 pour le billard.

Il est de nombreux problèmes de physique où la variable qui évolue est une fonction sur
l'espace (une �onde� ou un �champ�), qui peut représenter en chimie la concentration d'un
composé, en mécanique des �uide ce peut être le champ des vitesses, etc.

Une fonction est un objet mathématique appartenant à un espace de dimension in�nie
(d =∞ ou d très grand) et la dynamique des fonctions est considérablement plus compliqué
que celle des points dans Rd (avec d petit).

En général on parle de dynamique �spatio-temporelle� pour désigner ces études. (En
mathématique on parle de �Equations aux Dérivées Partielles non linéaires� ou �dynamiques
sur réseau couplées�).

On présente ici un modèle de dynamique spatio temporelle intéressant d'un point de
vue historique et scienti�que.

1.5.1 Modèle de Belousov-Zhabotinsky (1950)

Voir aussi, la page web sur Wikipedia. On présente ici une version discrétisée de ce
modèle qui se prête bien aux simulations numériques. A l'origine cela modélisait l'évolution
de composés chimiques. L'espace est bidimensionnel, discrétisé et périodique.

A un instant n ∈ Z (le temps est discret) ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) est une fonction à trois
composantes sur le réseau N ×N périodisé.

Soit N ∈ N∗ qui est le nombre de points selon x et y. On considère le réseau 6

L := (Z/ (NZ))2

A un instant n ∈ Z (le temps est discret) on considère une fonction ϕ sur le réseau L
à valeur dans R3 :

ϕ : L→ R3

Autrement dit, ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) avec des composantes ϕ1 (i, j) , ϕ2 (i, j) , ϕ3 (i, j) ∈ R au
point (i, j) ∈ L. Au total ϕ ∈ (R3)

L

6. rappel : Z = {. . .− 1, 0, 1, 2, . . .} est l'ensemble des entiers relatifs. (NZ) = {−N, 0, N, 2N, 3N, . . .}
sont les multiples de N et Z/ (NZ) désigne l'ensemble Z quotienté par (NZ) ce qui signi�e que l'on identi�e
n et n+N , autrement dit c'est l'ensemble à N éléments {1, 2, . . . N} avec l'opération N +1 ≡ 1, etc... . On
peut aussi dire que Z/ (NZ) est l'ensemble {1, 2, . . . N,N + 1} avec la condition de périodicité N + 1 ≡ 1.

Ainsi L := (Z/ (NZ))
2
est un carré discrétisé avec ces même conditions de périodicité (un tore discrétisé).

https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9action_de_Belooussov-Jabotinski
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Pour dé�nir ϕ(n+1) (à l'instant n+ 1) à partir de ϕ(n) = ϕ on considère deux opérations
successives :

1. �Moyennisation spatiale� ou �di�usion� : c'est l'opération

M :

{
(R3)

L → (R3)
L

ϕ →Mϕ

dé�ni par : si x ∈ L,

(Mϕ) (x) :=
1

5

∑
y∈L,y∼x

ϕ (y) (1.5.1)

où
∑

y∼x signi�e que la somme porte sur le point x et ses 4 voisins proches.

2. �Dynamique ponctuelle� ou �réaction� sur R3 : en chaque point x ∈ L du
réseau, la fonction ϕ (x) = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ R3 est modi�ée par l'application :

R :


R3 → R3 ϕ1

ϕ2

ϕ3

 →

 ϕ′1 = ϕ1 (1 + ϕ2 − ϕ3)

ϕ′2 = ϕ2 (1 + ϕ3 − ϕ1)

ϕ′3 = ϕ3 (1 + ϕ1 − ϕ2)

 (1.5.2)

et ensuite on restreint 7 chaque valeur ϕ′j à l'intervalle [0, 1]. Cela dé�nit un opérateur
non linéaire

R :

{
(R3)

L → (R3)
L

ϕ → Rϕ

dé�nit par (Rϕ) (x) = R (ϕ (x))

7. Si ϕ′j < 0 alors ϕ′j = 0 et si ϕ′j > 1 alors ϕ′j = 1 .
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Figure 1.5.1 � Image numérique de la première composante ϕ1 (x) , x ∈ L sur un réseau
L de taille N ×N avec N = 400. Initialisé au départ au hasard (à t = 0). Après une durée
de transition t ≥ 100, l'évolution converge vers un cycle périodique en temps qui a une
structure spatiale avec des spirales.

La dynamique est la suite de ces opérations de di�usion et réaction :

L := RM

La question est de décrite Lnϕ pour des temps n quelconques, partant d'un champ initial
ϕ.

Voir animations Animation_BZ_2.gif et Animation_BZ_2.gif qui montrent l'évolu-
tion périodique des fronts et de spirales. On obtient un comportement périodique en temps
à partir de t & 100.

1.5.2 Interprétation du modèle en chimie

ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ [0, 1] représentent les concentrations de 3 composés. On suppose qu'il y a
les 3 réactions chimiques schématisée par les relations

(1) ϕ1 + ϕ2 → 2ϕ1

(2) ϕ2 + ϕ3 → 2ϕ2

(3) ϕ3 + ϕ1 → 2ϕ3

Dans la réaction (1) on dit que ϕ2 est un catalyseur pour la création du composé ϕ1., etc.
Cela implique que à chaque étape, la variation de concentration est donnée par

∆ϕ1 = ϕ1ϕ2︸ ︷︷ ︸
(1)

−ϕ1ϕ3︸ ︷︷ ︸
(3)

= ϕ1 (ϕ2 − ϕ3)

∆ϕ2 = ϕ3ϕ2︸ ︷︷ ︸
(2)

−ϕ1ϕ2︸ ︷︷ ︸
(1)

= ϕ2 (ϕ3 − ϕ1)

∆ϕ3 = ϕ1ϕ3︸ ︷︷ ︸
(3)

−ϕ2ϕ3︸ ︷︷ ︸
(2)

= ϕ1 (ϕ2 − ϕ3)
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Figure 1.5.2 � Une évolution de bactéries Dictyostelium discoideum qui est analogue à la
�réaction de Belousov-Zhabotinsky� (voir video de Florian Siegert, livre de Cross. [9])

donnant la loi de transformation (1.5.2). Il y a aussi di�usion spatiale des réactifs modélisée
par la formule de moyennisation spatiale (1.5.1).

Voir vidéos sur Youtube.


