Chapitre 6

Dynamique déterministe hyperbolique
et théorie ergodique

6.1 Introduction

Dans cette section on s’intéresse a un type de dynamique déterministe ayant la pro-
priété de « sensibilité aux conditions initiales ». Nous verrons que cela implique un
comportement apparent imprévisible des trajectoires, ce que I’on appelle « le chaos détermi-
niste ». Le terme technique pour cette hypothése de « sensibilité aux conditions initiales »
est appelée « Anosov » ou « uniformément hyperbolique ».

La découverte de telles dynamiques chaotiques a commencé au XIXéme siécle avec
Hadamard et Poincaré, puis leur étude a progressé au XXéme siécle avec Birkhoff, Anosov,
Smale, Lorenz, Bowen, Ruelle etc.. et fait toujours 'objet de recherches en physique et en
mathématiques.

L’hypothése d’hyperbolicité uniforme que nous allons considérer est trés forte. Elle
garantit un comportement trés chaotique que 'on peut étudier, c’est & dire que l'on peut
montrer relativement facilement des propriétés de « chaos » comme le « mélange », « ’ergo-
dicité », la « diffusion » (conséquence du Theoréme Central Limite). Cependant la plupart
des systémes physiques réalistes ne sont pas totalement hyperboliques, mais le sont seule-
ment dans certaines zones de I'espace des phases (ex : le flot de Lorenz). Cela peut suffir
pour qu’ils possédent des propriétés chaotiques manifestes, mais il est souvent difficile de
le montrer (souvent on ne sais pas le faire).

Commengons par un exemple simple a expliquer (mais un peu difficile a étudier) que
sont les billards dispersifs. Nous verrons ensuite qu’en régularisant les rebonds sur les bords
on obtient un modéle mieux compris, mais plus abstrait, qui est le flot géodésique sur une
variété a courbure négative. Pour montrer les techniques qui permettent de démontrer les
propriétés de chaos, nous étudierons finalement I’ « application du chat d’Arnold » ou « cat
map » qui est un modéle jouet particulier mais ol les propriétés de chaos sont vraiment
simples a démontrer.
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1 trajectoire, temps court 1 trajectoire temps long Le mouvement sur le plan semble etre une marche aleatoire.

FIGURE 6.1.1 - (a) Premiers rebonds d’une trajectoire dans le billard de Sinai. (b) Une
trajectoire avec de nombreux rebonds. (¢) Cette méme trajectoire représentée sur le plan R?
qui est le recouvrement de T? (i.e. conditions de périodicité enlevées). On observe comme
une « marche aléatoire » ou « mouvement Brownien ».

6.1.1 Billard dispersif de Sinai et instabilité hyperbolique

Le billard de Sinal est un carré avec conditions périodiques au bord (c’est donc un
tore T?) et contenant des disques. Une bille évolue en ligne droite a vitesse constante et
rebondit parfaitement sur le bord des disques. Voir figure 6.1.1. Elle a donc un compor-
tement déterministe. Mais on observe que le comportement est imprévisible, “chaotique”.

Pourquoi ?

L’explication heuristique est que les bords du billard sont convexes ce qui implique une
« dispersion des trajectoires » aprés chaque rebond (on caractérisera cela par la sensibilité
aux conditions initiales d’Anosov). Voir figure 6.1.2(a).

Aprés quelques rebonds seulement, les deux trajectoires initialement trés proches peuvent
avoir des évolutions trés différentes (décorrélées). Sur la figure 6.1.2(b), on observe une
bille (ou un nuage de billes indépendantes) avec une incertitude initiale en position de
Ay = 107, Cette incertitude croit exponentiellement et le comportement peut différer
notablement aprés un temps trés court (ici 6 rebonds).

La dynamique déterministe engendre donc du hasard. Cela est a l'origine du « chaos
déterministe » et de la complexité dans les systémes dynamiques, et plus généralement de
la complexité en physique et dans la nature. Références : Ruelle “Hasard et chaos” [34][35].
Les vidéos de E. Ghys et al. sur le chaos [20].

Question (trés actuelle) :  Est-il possible de faire des prédictions sur I’évolution du
systéme malgré ce hasard ? de comprendre les lois de ce hasard ?
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FIGURE 6.1.2 — (a) Billard dispersif. (b) nuage de billes indépendantes avec une incertitude
initiale en position de Ay = 10~*. Dans cet exemple, les différentes trajectoires deviennent
« totalement décorrélées » aprés le 6éme rebond.

Approche probabiliste

Pour répondre a la question ci-dessus, il est nécessaire d’adopter une approche probabi-
liste. Voici I'idée. Sur la figure 6.1.3 observons N = 10* billes indépendantes avec des condi-
tions initiales trés proches Ay = 107*. La distribution des billes peut s’interpréter comme
une distribution de probabilité d’une bille initiale. Cette distribution converge vers I’équi-
libre (distribution uniforme) et diffuse sur le plan (contenant le billard périodique). Pour
cette distribution, on observe un comportement prédictible mais irréversible, puisque
il y a un seul état final qui est « I’état d’équilibre ». Il y a donc une “évolution effective
« prédictible » ! pour la distribution de probabilité. On introduit la notion d’entropie pour
caractériser cette perte d’information sur la position de la particule au cours du temps.

Remarque 6.1.1. Plus généralement, un billard dispersif est un ensemble d’obstacles
lisses et convexes sur le tore T¢ plat de dimension d, placés de sorte que il existe une
longueur L > 0 telle que toute trajectoire heurte transversalement un obstacle avant cette
longueur L > 0.

6.1.2 Flot géodésique sur une surface & courbure négative

La dynamique en ligne droite dans un billard dispersif peut étre considéré comme des
trajectoires géodésiques sur une surface a courbure négative (cela signifie que les courbures
principales sont opposées). Voir figure 6.1.4.

1. Le travail va donc porter a trouver les lois d’évolution pour cette distribution de probabilité. C’est
un sujet actuel de recherche.
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=5 Diffusion in the latti

FIGURE 6.1.3 — Evolution d’un ensemble trés localisé de conditions initiales (Ay = 107%).
La distribution s’équidistribue sur le billard, converge vers « I'état d’équilibre ». Dans le
réseau, elle diffuse (converge vers une distribution Gaussienne dont le rayon croit comme

r(t) ~ D.\/t avec D appelé coefficient de diffusion). Cela explique I'aspect de marche
aléatoire de la figure 6.1.1.

€
/zone with
negative

geodesic curvature

limit case € — 0 :
view from top  dispersive billard

FIGURE 6.1.4 — Le flot dans un billard dispersif est un cas limite de flot sur une surface a
courbure négative concentrée sur la ligne de rebond.
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6.2 Instabilité hyperbolique d’Anosov

6.2.1 Espace des phases et couche d’énergie

Cas du flot géodésique sur une surface lisse : Nous avons vu dans la définition
?? que le flot géodésique sur une surface S est un flot Hamiltonien. L’espace des phases
est (z,8) € T*S, c’est a dire qu’a chaque point z € S il faut aussi considérer la variable
impulsion £ € T3S = R On a dim7T*S = 4. L’¢nergie H (z,§) = 3 I€]|? est conservée. Par
conséquent la particule évolue dans une sous variété (selon son énergie de départ E > 0)
qui est

zem{woers.  B-lere)

appelée couche d’énergie. X' est une variété compacte si S est compacte et dimX'g = 3.

Cas d’un billard dispersif : Le domaine spatial sera aussi noté S C T?. L’énergie de
dx

la particule libre est E = H (z,§) = % ]5\2 est indépendant de 2. On déduit que v = 5 =
%—Ig =¢et = % ]v|2, en particulier la norme de la vitesse est conservée. Un point de la
couche d’énergie Y est donc caractérisé par z € S et la direction de la vitesse v . La
difficulté cependant dans un billard dispersif est que la variété X g et le flot ¢; sur Y g ne
sont pas C'*° partout. Sur une sous variété de X g correspondant aux « rebonds rasants » ils
sont continus mais non différentiables et cela rend leur étude mathématique plus difficile|7].

(On observe en effet des singularités dans la figure 6.1.3 a t = 2.4).

6.2.2 Définition de Flot Hyperbolique ou sensibilité aux conditions
initiales.

La définition suivante due & Anosov caractérise précisément la propriété de « sensibilité
aux conditions initiales ». Cette définition est trés utile car on peut en tirer des conséquences
qui démontre la « manifestation de chaos » appelé « mélange » (voir Section 6.3.1) et
d’autre part cette définition se vérifie dans certains modéles comme le flot géodésique sur
une variété compacte a courbure strictement négative ou les billards dispersifs (& ceci prés
que le flot du billard n’est pas lisse).

Pour appliquer la définition suivante au cas du flot géodésique discuté plus haut, penser
que M = X est la couche d’énergie de dimension 3 et que x = (z, §).
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Figure 6.2.1 — Flot d’Anosov prés d’une trajectoire quelconque (trait noir). Une trajectoire
voisine (tirets) s’en écarte dans le passé et/ou dans le futur. Une distribution de points
(nuage gris) est étirée dans la direction transverse E,, contractée dans la direction Ej et
pas déformée dans la direction neutre du flot Ej.

Définition 6.2.1. Un flot ¢;,t € R généré par un champ de vecteurs v sur une variété
différentiable compacte M est un flot uniformément hyperbolique (ou d’Anosov)
si en tout point x € M, 'espace tangent se décompose en

TM = Ey (x) ® B, (x) ® Es (x) (6.2.1)

qui est une décomposition continue en x et invariante par le flot, avec Ej (x) := Ro (x)
(i.e. espace engendré par v (x)), et il existe une métrique ||.|| sur T M, un « coefficient
d’instabilité de Lyapounov » A\ > 1, C' > 0, t.q.

Vw € B, (x),¥ >0, [|(Dé)w| = CN |w| (6.2.2)

Vw e B, (x),¥ >0, ||(Dd)w| < CA|Jw|

Autrement dit, Fy est la direction du flot appelée « direction neutre », F, est la
direction vers des trajectoires voisines qui divergent dans le futur, appelée « direction
instable » et E est la direction vers des trajectoires voisines qui convergent dans le futur
(donc divergent dans le passé), « direction stable ». Voir figure 6.2.1. Eq. (6.2.2) signifie
en gros que un petit écart a une trajectoire de référence sera amplifié exponentiellement
avec le temps ¢ comme

Ax (1) > MAx (0) = /" Ax (0) (6.2.3)

avec le temps caractéristique 7 = 1/log A > 0.
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Théoréme 6.2.2. (Anosov 1967) Le flot géodésique sur la couche d’énergie g, E > 0,
d’une variété a courbure sectionnelle <0 est hyperbolique (ou Anosov).

Mécanisme de P’instabilité d’Anosov pour un billard dispersif

Il n’est pas évident a priori de relier 'image 6.1.4 (flot représenté en x) et 'image 6.2.1
(flot représenté en x = (z,¢)). Nous allons expliquer cette relation et donner une idée de
la preuve (ou plutét du mécanisme) du Théoréme 6.2.2 en discutant le cas d’un billard
dispersif (bien que le flot de celui-ci ne soit pas lisse). Remarquons que la dynamique dans
un billard plan est une succession de propagations en ligne droite et de réflexions sur des
obstacles. Concernant la propagation, voir figure 6.2.2(a), on considére une trajectoire de
référence (c’est 'axe z) et on note = 1’axe orthogonal, qui sert de « section de Poincaré » :
une trajectoire voisine coupe cet axe a la position x et avec un angle i. Aprés une longueur
parcourue L donnée, et au premier ordre en x,i < 1, les nouvelles valeurs (z’,7’) sont

(1)-(11)(;) ot

On considére maintenant la réflexion avec un angle d’incidence o sur une paroi ayant un
rayon de courbure R au point de réflexion, voir figure 6.2.2(b). Avec les méme défini-
tions de (x,7) que précédemment, au point de réflexion, au premier ordre, on trouve que

! 1 0 ..
( f, > = < A1 ) ( f ) avec A := —2—_ Par composition des deux résultats, pour une
propagation de longueur L suivie d’une réflexion (comme sur la figure 6.1.2), on déduit que

la matrice de passage est le produit

1 0 1 L 1 L
MR"’“L':(A 1)(0 1>:<A LA+1> (6.2.4)

Lors de I’évolution on a un produit de telles matrices mais avec des paramétres R, «, L qui
changent : on a des intervalles de variations possibles Ly < L < Lipax, Ruin < R < Rpax,
o € [-%,2] donc Ay, = ij < A< Apax = 00. On a detMpo = 1, TtMp o =
24 LA > 2+ LyinAmin > 2. Par conséquent 2, Mg o1, a deux valeurs propres réelles [, [-!
avec [ > 1 appelé coeflicient d’instabilité de Lyapounov. On dit que Mg, 1 est une

matrice hyperbolique.

Pour un vecteur f ) € RR?, notons sa pente p = % €eR = P (R?) qui représente
sa direction et notons p' = [Mpar](p) = %ﬁfl)p laction de Mg, sur les direc-

tions. L’observation importante est que l'intervalle p € [0, +00] est envoyé sur l'intervalle

a b
c d
sont Ay = 3 (T + VT? — 4) vérifiant 0 < A_ = A\;' <1 < A4

2. 51 M = < est une matrice avec T' = Tr (M) > 2 et Det (M) = 1 alors ses valeurs propres
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FIGURE 6.2.2 — (a) Section de Poincaré pour une propagation et (b) pour un rebond sur une
paroi de rayon R. Une trajectoire voisine est repérée par la position = transverse et 'angle
i. (¢) dynamique hyperbolique de p’ = [Mg, 1] (p) sur les directions p = i/z € P (R?).

/ d[MR,aA,L](p) o 1
P € [Amin, +00] et = = GFip

contracté, voir figure 6.2.2(c).

Considérons maintenant une suite de points x, = (xy,yr,0k) € M,k € Z, sur une
méme trajectoire, telle que xx11 = ¢, (xx) soit une propagation suivit d’une réflexion
comme précédemment. Alors la direction instable E, (xo) C Ty, M au point xq est donnée
par I'opération suivante. Tout d’abord E, (x¢) est orthogonale a la direction de propagation
Ey (x0), et en confondant E,, (xo) avec la pente p dans le plan (z,4) précédent, en utilisant
la trajectoire dans le passé, on a

By (x0) = lim (Mpar)(x-1) - (Mrar) (x-2). .. (Mpa,r) (x-n) Do (6.2.5)

> < 1, autrement dit cet intervalle est strictement

ou po € (0,400) est une direction initiale quelconque. Du fait de la contraction stricte, la
convergence est exponentielle. De méme, en utilisant les points x; futurs on obtient

By () = lim (Mgh,) Ga0) - (Mghp) () (Mzh 1) Gex) po (6.2.6)

partant d’une direction initiale py € (—00,0) quelconque. De plus on a l'estimation A\ >
4 1 LII]aX
%lmin Z 1 + %LminAmin soit A Z (]- + %LminAmin) / > 1.
On a ainsi indentifié les directions stables et instables F,, E qui entrent dans la dé-
composition (6.2.1).

Remarque 6.2.3.
— On apercoit la difficulté dans le cas du billard dispersif qui est que pour a@ = 7/2
(rebond rasant), on a A = A, = 00.
— Dans le cas du flot géodésique sur une variété lisse a courbure négative, il n’y a pas
cette singularité (Apax < 00) et des expressions (6.2.5) et (6.2.6) on peut déduire que
X0 — By s (x0) sont des fonctions Holder continues (mais pas C? en aucun point),
tout comme la fonction de Weiertrass |14, chap.11].
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Principe d’incertitude quantique et instabilités

Si x est la position et & I'impulsion, le principe d’incertitude en mécanique quantique
exprime le produit des largeurs *

AxAE = h. (6.2.7)

Interprétation physique : ainsi diminuer Az augmente A¢ et réciproquement. Rappelons
que dans le cas d’une particule libre (3.4.1) on a & = mv = mfl—f qui est la vitesse.
Eq.(6.2.7) donne AxAv = h/m qui s’appelle le principe d’incertitude. Par exemple
pour un électron, m = 9.1073'kg donc Ai/m = 10%cm?/s est assez important et les effets
ondulatoires sont perceptibles a ’échelle humaine sauf que la « décohérence » perturbe cela
(pour la lune m = 7.10??kg donnant A/m = 107°°m? /s qui est imperceptible).

Considérons un « objet quantique » dans un billard dispersif (e.g. une boule de loto qui
rebondit dans la machine). Si m ~ 10g. alors AzAv = h/m ~ 107%°m? /s est trés petit. Un
compromis pour minimiser chaque terme du produit est Az ~ 107%¥m et Av ~ 10~ %¥m/s.
Pour simplifier la discussion, supposons une amplification exponentielle des incertitudes
avec le temps, comme (6.2.3), par le facteur Az (t) ~ 10" Ax (0) avec un temps caracté-
ristique 7 ~ 1s. Alors la taille de I'incertitude quantique devient Ax (t) ~ 1m aprés t ~ 18s
seulement ! Cela montre que pour les phénoménes chaotiques, le « hasard quantique » bien

que d’origine miscroscopique, a une influence a notre échelle macroscopique *.

6.3 Ergodicité et mélange

6.3.1 Un flot géodésique hyperbolique est mélangeant (et ergo-
dique)

On a vu linstabilité des trajectoires qui s’exprime par des matrices hyperboliques
comme (6.2.4). Il faut aussi noter que la couche d’énergie Xy est compacte. La dyna-
mique a donc pour effet d’« étirer » et « replier » les données initiales. Cette succession de
processus est le plus efficace pour mélanger les données initiales comme le ferait un bou-
langer pour mélanger le beurre dans une pate feuilletée. Avec ce mélange, tout ensemble de
données initiales (suffisamment lisse) va s’équidistribuer et converger (au sens des distribu-
tions) vers une mesure d’équilibre. C’est cette propriété appelée « mélange » qui exprime
le mieux les propriétés chaotiques de la dynamique comme le montre le théoréme suivant
et la figure 6.3.1.

3. 1l est plus naturel d’écrire AzA (§/h) = 1 puisque w = £/ est la fréquence spatiale.
4. Cependant 'onde quantique n’apparait pas & notre échelle, car la décohérence (processus de mesure
avec lenvironnement) intervient bien avant.
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v
"observable"
Figure 6.3.1 — Fonction de corrélation C, ,, f v (uo ¢_y)dr et mélange: C,,, (t) —

t——+o0
W fM vdzx. fM udzx.

Théoréme 6.3.1. « Anosov » Un flot géodésique Anosov est mélangeant : Yu,v €
C>® (M), pourt — oo on a

/M (uogy)dr V()ll(M) (/Mvdx>.(/Mudx)‘—>O (6.3.1)

Cela implique la propriété d’ergodicité : Yu,v € C™ (M),

Tlgrolo%/; </MU (woéy) dx) it = wl(M) (/M vdx) | (/Mudx) (6.3.2)

La preuve du mélange est ancienne (Anosov 1967 [2]). Sinal I’a montré pour les billards
dispersifs. La preuve du mélange a taux exponentielle est récente |12, 29, 11|. En prenant la
moyenne temporelle de la propriété de mélange (6.3.1) on déduit 'ergodicité (6.3.2) (avec
le théoréme de Cesaro).

Remarque 6.3.2. :
— Le terme

Cyu (t) == /MU. (uo¢_y)dr = <v,£*tu>L2(M)

dans (6.3.1) s’appelle fonction de corrélation. C’est simplement un « élément
de matrice » de Dopérateur d’évolution £* qui correspond a la fonction u évoluée
par le flot : £*u = u o ¢_; et testée sur une autre fonction (observable) v. (Dans
certains ouvrages cependant, on appelle fonction de corrélation toute I'expression

Joy v (wo oy vadm.fudx.)
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— La propriété de « mélange » (6.3.1) signifie « perte d’information » car t — 0o, uo¢_;

normalisé par le facteur W ( J uda:) converge (au sens des distributions) vers la

mesure dz. L’ergodicité signifie que « la moyenne temporelle » de u i.e % fOT uo@_dt
normalisée par W ([ udz) converge (au sens des distributions) vers la mesure
dx. On dit que dz est la mesure d’équilibre ou mesure de SRB (Sinai-Ruelle-

Bowen).

(*) Remarques

La propriété suivante est en fait une définition plus standard d’« ergodique ».

Proposition 6.3.3. Le flot ¢, préservant la mesure dx est ergodique si et seulement si
toute fonction L? stationnaire est constante (i.e. w € L? (M) ,u = L*u,Vt= u = cste). De
fagon équivalente ssi tout ensemble mesurable A C M tel que L (A) = A (i.e. invariant)

vérifie Vol (A) = 0 ou Vol (A) = Vol (M).

Démonstration. Considérons le sous espace des fonctions L? stationnaires :
Inv:= {u € L* (M), L% =u,Vt € R} C L* (M)

Von Neumann (1932) a montré que|3, p.10] :

1 [T
P = lim —/ L*dt
0

T—o0

convergence fortement et que la limite P est le projecteur orthogonal sur Inv (c’est aussi
le projecteur spectral de £* sur la valeur propre 1, pour tout ¢t € R). Ainsi

Flot ergodique (@) P={(,1)(1,.) & Inv = {u = cste} .
6.3.2

]

6.3.2 Modéle simple du « cat map » qui est mélangeant (et ergo-
dique)

Le modéle simplifié suivant consiste a étudier la dynamique définie par une unique
matrice hyperbolique et agissant sur le tore (qui est compact) afin d’avoir les processus
« étirement » et « repliement » évoqués plus haut. Considérons la matrice

M:(? 1) (6.3.3)
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FIGURE 6.3.2 — (a) Trajectoire du point initial (—0.3,0.6) sous 'application f du « cat
map », sur R? (la trajectoire est sur une hyperbole). (b) Aprés la restriction modulo 1
sur T2, presque toute trajectoire semble imprévisible, « chaotique ». (c) Les pentes des
directions stables E et instables F, sont irrationnelles et par conséquent ces droites sont
denses sur T2

qui est « hyperbolique » car ses valeurs propres sont de module différent de 1 :

3+v5
2

A=)\, = ~26>1, A=X'<l.

Les directions propres associées sont E,, E; introduites en (6.2.1).
La matrice M définit une dynamique sur R? par # — Mux. Elle définit® aussi une
dynamique sur le tore T? = (R/Z)? :

x — Mz mod Z2
Voir figure 6.3.2.

Le théoréme suivant que 'on va démontrer montre que la dynamique du « cat map »
(6.3.1) est trés chaotique :

Théoréme 6.3.4. Le « cat map » f : T? — T? est mélangeant & taur super-
exponentielle : Yo > 0,Yu,v € C* (M), 3C > 0, pour n — 400,

/TQU. (uof‘")da:—/vdx/udx

5. Du fait que la matrice M est & coefficient entiers, I'application f est bien défini : car si n € Z2,
x € R? alors

< Ce o (6.3.5)

M (z+n) = Mz + Mn = Mz mod Z>
%
De plus le fait que det (M), cela implique que f est inversible sur T? et f~! (z) = M ~'x avec M1 €
SLs (7).
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04 - 04 - 04 - 0.4 -

FIGURE 6.3.3 — « Mélange, chaos » dans le modéle du cat map classique : une distribution
de points initialement concentrée prés du point fixe instable (0,0) se disperse selon la
direction instable F, et converge vers la « distribution d’équilibre ».

Démonstration. Soit a > 0 et k,l € Z2. Soit ¢y, (7) := exp (i27k.z) un mode de Fourier.
Alors

/ @1 (pro f)de = /exp (i2m (k.M ™"z — l.z)) dx (6.3.6)
T2

= /exp (i27r (tM_”k: — l) x) dr = Ot pp—np—y
Sik # 0 alors ['M~"k| — oo lorsque n — 400 car M est hyperbolique. Done (6.3.6) devient

nul pour n assez grand. Finalement une fonction lisse u € C* (T?) a des coefficients de
Fourier (uy), qui décroissent trés vite : si u = >, uppy alors VN, 3ONVE, |ug| < —CX

(IkI+D)N”
De méme pour v € C* (T?). En utilisant (6.3.6) on a

/ v. (uo ) dx = Zv_zukcstjvrnk:z
M

k

Or ["'M~"k| > CA™ croit exponentiellement donc avec [ =' M ™"k et k fixé on a |y| <

(\l\i—q)N < ,\CnlN = Cle "WIed) pour tout N. On déduit (6.3.5). Le terme constant [ vdz [udx =

voug provient des composantes k = [ = 0 qui ne fuient pas a l'infini. O]

Remarque 6.3.5. la preuve ci-dessus (son idée) s’adapte bien au cas des flots Anosov mais
en utilisant une décomposition de Fourier locale sur la variété. Pour cela on utilise 'analyse
semi-classique [19, 20, 12].

6.4 Théoréme central limite et diffusion

On discute maintenant I'observation sur la figure 6.1.1 qu’une distribution de points
initialement trés proches diffusent sur le plan R? avec un certain coefficient de diffusion D
que l'on cherche. Cela expliquerait ’apparence de mouvement brownien de la figure 6.1.1.

On note ¢; la premiére coordonnée d’une particule dans le billard et ¢ (t) sa position
a un instant ultérieur ¢ > 0. On souhaite montrer que pour toute distribution initiale lisse
de points, ¢ (t) se distribue selon une Gaussienne de largeur ~ Dv/t.
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Notons = = (q,p) = (q1,¢2,p1,p2) € X un point de la couche d’énergie du billard et
x (t) = ¢ (x) son évolution par le flot. Observons que p; = dditl est la vitesse et donc

/@ds—ql B - (2)

Ainsi

(Sip) () := / P (6° (2)) do

qui est la somme temporelle de la fonction p; le long de la trajectoire, aussi appelée somme
de Birkhoff. On souhaite donc montrer que pour une distribution initiale lisse et quel-
conque de points x, et pour un temps t assez long, la distribution des valeurs de - (Stpl) (x)
est une Gaussienne de largeur D.

C’est ce que donne le théoréme suivant si on prend la fonction v (x) = py (2).

Théoréme ([Chernov 90’ and others| Théoréme central limite pour les flots hy-
perboliques). Si v € C® (M) avec (v),, := [v(x)dz =0 (moyenne nuelle), et

(Sw) (z) = / v (& () ds

sa moyenne de Birkhoff, alors Vx € C§° (R),

t—o0

/MX (% (Sw) (« )) dr — C. /R (X)e 35dX, O >0, (6.4.1)

avec D = (v?),; + 2 [;° (vv o ¢y),, dt appelé coefficient de diffusion, avec (a),, =
[y a(x) dz pour la moyenne spatiale d’une fonction a € C* (M).

— Dans la formule (6.4.1) il faut considérer x comme une « fonction test » au sens
des distributions. Eq.(6.4.1) signifie donc que \/%Stv (x) se distribue selon une Gaus-
sienne de largeur D, si x est distribué selon la mesure initiale dz. Penser par exemple
le cas ot y est (ou approche) la fonction caractéristique d’un intervalle [a, b].

Démonstration. a veunir... O]



