
Annexe A

Formulaire

A.1 Algèbre linéaire

Références : [40], Serre, �Matrices, Theory and applications�. Plus avancé :[22]

A.1.1 Forme normale de Jordan et diagonalisation

On note L (Cm) l'ensemble des matrices carrée m × m à coe�cients complexes (i.e.
application linéaire sur Cm). On note GL (Cm) l'ensemble des matrices carrée m × m à
coe�cients complexes et inversibles (i.e. de déterminant non nul).
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Théorème A.1.1. [39]Si M ∈ L (Cm) est une matrice carrée m × m à coe�cients
complexes, on peut écrire

M = ANA−1 (A.1.1)

avec A ∈ GL (Cm) une matrice inversible et N ∈ L (Cm) une matrice sous forme de blocs :

N =


(J1) 0

(J2)
. . .

0 (Jd)


Chaque bloc Jj, j = 1 . . . d, a une certaine taille dj × dj (avec dj ≥ 1 et

∑d
j=1 dj = m) et

a précisément la forme suivante : le nombre λj ∈ C appelée valeur propre est répété sur
la diagonale et il y a 1 sur la diagonale supérieure :

Jj =


λj 1 0

. . . . . .
1

0 λj

 , j = 1 . . . d

On peut ordonner les blocs de sorte que : |λ1| ≥ |λ2| . . . ≥ |λd|. L'ensemble des valeurs
propres {λ1, . . . λd} ⊂ C s'appelle le spectre de M . La matrice N est appelée forme
normale de Jordan contenant des �blocs de Jordan� (Jj)j.

Remarque A.1.2.

� Si les blocs de Jordan sont tous de taille dj = 1 alors la matrice M est dite �diago-
nalisable� (ce n'est pas toujours possible). La matrice N est sous la forme :

N =


λ1 0

λ2

. . .
0 λm

 , λj ∈ C.

� Si la matrice M est réelle alors les valeurs propres sont réelles ou apparaissent par
paires λj, λj ∈ C.

Puissances d'une matrice

L'interprétation de l'écriture (A.1.1) est que avec un changement de base donné par la
matrice A, la matrice M est transformée en la matrice N qui a la forme la plus simple
possible, appelée �forme normale de M �. Un intérêt de l'écriture (A.1.1) est que l'on peut
calculer Mn pour n ∈ Z quelconque :

Mn =
(
ANA−1

)
. . .
(
ANA−1

)
= ANnA−1
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Il su�t alors de calculer

Nn =


(Jn1 ) 0

(Jn2 )
. . .

0 (Jnd )


Si N est diagonale c'est immédiat :

Nn =


λn1 0

λn2
. . .

0 λnm


Sinon il faut calculer la puissance d'un bloc de Jordan Jnj . Pour cela, on écrit Jj =

(λjId +R) avec R =

 0 1 0
. . . 1

0 0

. On observe que Rdj = 0, donc

Jnj = (λjId +R)n =

min(n,dj−1)∑
k=0

Ck
nλ

n−k
j Rk (A.1.2)

= λnj Id + nλn−1
j R + . . .

Décomposition spectrale d'une matrice

Pour une valeur propre λj donnée, on associe le projecteur spectral Πj qui s'écrit

Πj = AπjA
−1, πj =


0 0

Iddj×dj
. . .

0 0


Il véri�e : ∀j, k, Π2

j = Πj, ΠjΠk = δj=kΠj, et Id =
∑

j Πj et [M,Πj] = 0. Ce même
projecteur spectrale s'obtient par une intégrale de Cauchy dans le plan complexe spectrale
[37, chap.6] :

Πj =
1

2πi

z

Γλj

(λ−M)−1 dλ

où Γλj ⊂ C est un chemin fermé autour de λj dans le sens direct et RM (λ) := (λ−M)−1

est appelée la résolvente de M .
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Si on écrit la matrice A comme une liste de vecteurs en colonne :

A =


| | |
| | |
| | . . . |
| | |


(U1, U2, . . . , Um)

alors les dj vecteurs successifs de cette liste forment une base de l'image de ce projecteur :
Im (Πj) = Span

(
Uk, . . . Uk−1+dj

)
(k est l'indice de début du bloc j). Si on écrit la matrice

A−1 comme une liste de vecteurs en ligne :

A−1 =


− − − −
− − − −

...
− − − −

 =


V1

V2
...
Vm


alors on peut écrire en notation de Dirac 1 :

Πj =

k−1+dj∑
l=k

|Ul〉〈Vl|

Noter que
〈Vk|Ul〉 =

(
A−1A

)
k,l

= δk,l

Tout cela est plus simple si la matrice est diagonalisable car dj = 1. En utilisant les
projecteurs spectraux, la matrice Mn peut s'écrire :

Mn =
∑
j

ΠjM
n

et dans le cas où dj = 1 alors ΠjM
n = λnj Πj. Donc si la matrice est diagonalisable,Mn =∑

j λ
n
j Πj, sinon on peut cependant calculer explicitement ΠjM

n = ΠjAJ
n
j A
−1 d'après

(A.1.2).

A.1.2 Rayon spectral d'une matrice

Dé�nition A.1.3. Le rayon spectral de la matrice M est le maximum du module des
valeurs propres :

rspec (M) := max
|λj |
|λj|

Proposition A.1.4. Si ‖M‖ désigne une norme sur les matrices alors

rspec (M) = lim
n→∞

‖Mn‖1/n (A.1.3)

de plus rspec (M) ≤ ‖Mn‖1/n ,∀n.
1. En notation de Dirac |U〉 := U est un vecteur et 〈V | := 〈V |.〉 est une forme linéaire représentée

par le dual métrique d'un vecteur V . Ainsi l'application linéaire U〈V |.〉 : u→ U〈V |u〉 est notée |U〉〈V |.
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A.1.3 Diagonalisation d'une matrice 2× 2

Formule générale : On considère la matrice

M =

(
a b
c d

)
Notons

D := det (M) = ad− bc, T := Tr (M) = a+ d,

∆ := T 2 − 4D.

Lemme A.1.5. Si ∆ 6= 0 alors la matrice M est diagonalisable, avec deux valeurs propres

λ± =
T ±
√

∆

2
, (A.1.4)

Si ∆ 6= 0 on a λ+ 6= λ− et les vecteurs propres associés sont 2 :

U± =

(
T ±
√

∆− 2d
2c

)
.

On peut écrire :

M = ANA−1, A =

(
T +
√

∆− 2d T −
√

∆− 2d
2c 2c

)
= (U+, U−) , N =

(
λ+ 0
0 λ−

)
.

(A.1.5)

Démonstration. Le polynome caractéristique est

P (λ) := det (λId− A) = det

(
λ− a −b
−c λ− d

)
= (λ− a) (λ− b)− bc = λ2 − Tλ+D

L'équation P (λ) = 0 est du second degré. Ses solutions sont

λ± =
T ±
√

∆

2
,

avec
∆ := T 2 − 4D.

On cherche un vecteur propre V± ∈ R2 sous la forme V± =

(
v±
2c

)
avec v± ∈ R donnant

(deuxième ligne de l'équation AV± = λ±V±),

cv± + 2dc = λ±2c⇔ v± = 2 (λ± − d) = T ±
√

∆− 2d.

Les deux vecteurs V± forment une base si et seulement si v+ 6= v−, c'est à dire si ∆ 6= 0.

2. Avec le logiciel gratuit xcas de calcul formel (pour l'obtenir, taper xcas dans google). Et dans
xcas, écrire : M:=[[a,b],[c,d]]; N:=egvl(M); A:=egv(M); On véri�ra que simplify(A*N*inv(A));

redonne bien la matrice M .
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Cas particulier : Si

M =

(
0 b

b 0

)
, A =

(
|b| − |b|
b b

)
, N =

(
|b| 0
0 − |b|

)


