Chapitre 4

Dynamique probabiliste de Markov

On introduit dans ce chapitre des concepts de dynamique probabiliste sur les graphes
a nombre N fini de sommets. L’espace vectoriel est donc de dimension finie N. Dans un
chapitre ultérieur, cela nous servira pour introduire une approche probabiliste au “chaos
déterministe”. Une difficulté technique sera que l’espace fonctionnel sera de dimension
infinie.

4.1 Définitions et propriétés générales

4.1.1 Loi d’évolution sur un graphe

On considére £ = (L;;)
nuls.
A chaque instant t € Z (le temps est discret), un vecteur

o e R¥*N une matrice a coefficients réels positifs ou
7i=1...N ’

w(t) = (u; (8)),_y €RY
ou chaque composante u; (t) représente (par exemple) une quantité ou probabilité de pré-

sence au sommet ¢, a I'instant ¢.
La loi d’évolution (dynamique) de ce vecteur est :

N
Vie {l..N},VteZ, u(t+1)= Liu(t).
i=1
On peut écrire

u(t+1)=Lul(t).

A la matrice £ on associe un graphe dont les sommets sont ¢ € {1,... N} et pour
chaque élément £, ; # 0 il y a une aréte orientée ¢ — j.

95



96 CHAPITRE 4. DYNAMIQUE PROBABILISTE DE MARKOV

4.1.2 Exemples et quelques questions

Exemple 4.1.1. La matrice

E:

S = O

01
00
10
correspond au graphe & N = 3 sommet suivant (avec potentiel V; ; = 0) :

®—> @
R @L/
qui modélise 3 états notés ¢ = 1,2, 3 et la loi d’évolution déterministe :

1—2

2—3

3—1

Exemple 4.1.2. La matrice

E:

_ O O
OO =

O N[O

correspond au graphe a N = 3 sommet suivant :

%\—-ﬁ/@
@ /4

qui modélise 3 états notés ¢ = 1,2, 3 et la loi d’évolution probabiliste
1 — 1 ou 2 avec méme probabilité 1/2,
2—=3
3—1

Sur les deux exemples précédents on se pose les questions suivantes.

Question 4.1.3. Partant du site i a Uinstant t = 0, quelle est la probabilité p;_,; (t) pour
que le systéme soit sur le site j a Uinstant t, calculer py_o (5) ¢
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1
5 01
2 ,
Solution 4.1.4. Pour l'exemple 2, L= | 5 0 0 |, on calcule'
010
13 5 9
. 28 16
L= 5 5 1
I
6 1 8
1
Siuw(0) = | 0 | décrit une distribution initiale sur le site 1, alors u (t) = L'u (0) est
0
0
la distribution de probabilité évoluée au temps t. Siv = | 1 | décrit 'observable sur le
0

site 2 et donc

P (5) = (ofu (5)) = (£7),, = 3% ~0.28

Plus généralement

pisj (t) = (Et)jﬂ-

Question 4.1.5. Partant du site i@ = 1 a 'instant t = 0 combien y a t-il de chemins
différents Ni_,; (t) qui meénent en j =2 a Uinstant t =5 ¢

Solution 4.1.6. Pour 'exemple 2, on considére la matrice d’adjacence définit comme suit :

Définition 4.1.7. La matrice d’adjacence L du graphe a les éléments de matrice

L;; =1 si la transition i — j est permise et £,; = 0 sinon. (4.1.1)

Ici:
101
L=|100
010
On calcule :
111 2 11 31 2 4 23
L2=1101 |, =111, £t=211]|, £5=|312
1 00 101 111 2 1 1

La réponse vient de la proposition suivante :

1. par exemple avec xcas


https://www.xcasenligne.fr/giac_online/demoGiacPhp.php
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Proposition 4.1.8. Dans un graphe dont L est la matrice d’adjacence, le nombre de
chemins différents Ni_,; (t) qui ménent de ¢ & j au temps t est donné par :

]71

Démonstration. En effet d’aprés la formule de produit de matrices on a :

(‘Ct)j,z‘ = Z ﬁ]}ktfl "th—lykt—2 <. £k1,i

ki,ka...kt—1

et un terme de la somme est Ly, Lk, 1k ---Lii = 1 (respect. 0) si et seulement le
chemin ¢ — k; — ko — ... — ky_1 — j est possible sur le graphe (respect. pas possible).

Donc cette formule donne bien N;_,; (). O]

En particulier ici
Nio1(5) = (£°),, = 3 chemins

Question 4.1.9. Aprés “longtemps” sur quel site i se trouve le systéme ? avec quelle
probabilité ? est-ce dépendant de l’état initial ? et si il y a une formule estimer la précision ¢

1
5 01
2
Pour I'exemple 2, la matrice £ = % 0 0 | est diagonalisable?. Voir appendice
010
A.1.1 pour la diagonalisation de Matrice que I'on utilise ici.
A1
L=ADA™, D = A2
Az
avec les valeurs propres
1 7
AM=1, dps=—— iz’i, Mol = 0.707 < 1
El 4 4 kl
‘>\L ‘ .
\l’k =4
/!
.>‘3 /'l
\\—//

2. utiliser le logiciel xcas par exemple.


https://www.xcasenligne.fr/giac_online/demoGiacPhp.php
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et les vecteurs propres (& droite) qui sont les vecteurs colonnes de A :

A: (U17U2aU3)a Ul —

[ s [0 [ =

normalisé de sorte que ), (U;), = 1. Les vecteurs lignes de A~ sont aussi importants
(appelés vecteurs propres a gauche de la matrice £) et notés :

Vi
A_l - ‘/2 ) ‘/1 = (17 17 1)
Vs
normalisés de sorte que
Vi (Uk) = 0j
Le projecteur spectral II; sur la valeur propre simple \; est alors (en notation de Dirac)
II; = [U;)(Vj]

On a donc

L= U)W+ O (JAa]')

Si au départ le systéme est dans I’état ¢ = 1, on décrit cela par la distribution de probabilité

u(0) =1 0 |. Alors la distribution de probabilité au temps ¢ est

u(t) = L' (0)
= U (Vilu (0)) + O (|Ae]")
= Ui + O (|\])

La réponse est donc que aprés “longtemps” le systéme est décrit par la distribution de
probabilité Uy, appelée état d’équilibre. L’erreur décroit O (|/\2|t) ~ (0.7)" donc expo-
nentiellement vite. Et cette “convergence vers ’équilibre” est indépendante de I’état initial.
0 01
Pour le graphe de 'exemple 1, L= | 1 0 0 |, le spectre est :
010

A2

y‘/ o
v
) 9
\\ .
¥
>
]
AN

Il n’y a pas convergence vers un état d’équilibre.
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4.1.3 Matrices positives, ergodiques, mélangeantes

Définition 4.1.10. Une matrice £, de taille m x m est positive si chaque élément
L;; >0, Vij. (4.1.2)

On notera £ > 0. De méme on notera £ > 0 (strictement positive) si £;; > 0, Vi, j.

On peut représenter la matrice £ par un graphe avec m sommets et si £;; > 0 on met
une aréte ¢ — j avec le poids L;; .

Remarque 4.1.11. En mathématique (en théorie spectrale) il y a une autre définition dif-
férente pour dire qu’une matrice £ est « positive » et que nous ne considérons pas ici : si
Re ((u|Lu)) > 0,Vu. Cela implique que le spectre de L est sur le domaine Re (z) > 0. Les
deux définitions n’ont rien & voir entre elles.

Définition 4.1.12. Une matrice £ positive est ergodique (ou irréductible) si
Vi, g, Jt>1, (L )jﬂ. >0

Cela signifie que dans le graphe il y a un chemin allant de 7 & j (au temps t).

Exemple 4.1.13. La matrice d’adjacence du graphe (voir définition (4.1.1)),

D —> O
N ¢
@

est
0 0 1
L= 1 00
010

Elle est ergodique.

Exemple 4.1.14. Au contraire, pour le graphe :

O—©>G
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la matrice d’adjacence est :

000
L=]1100
010

et n’est pas ergodique.

Définition 4.1.15. Une matrice £ positive est mélangeante (ou primitive) si
.. t
It >1, Vi, j, (L )M >0

Cela signifie qu’il existe un temps ¢t pour lequel tout couple de points ¢, j est relié par un
chemin de longueur .

Remarque 4.1.16. On a les propriétés immédiates :
— L mélangeante =L ergodique.
— L mélangeante avec L' > 0 = L™ > 0 pour tout m > 0.

Exemple 4.1.17. Voici des exemples simples :

00 1
— L= 1 0 0 | n’est pas mélangeante car (L"), , = 0 pour tout ¢ multiple de 3 .
010 ’
1 01 3 1 2
— L= 1 0 0 | est mélangeante car L*=| 2 1 1 | >0
010 111

Le théoréme suivant est le résultat principal de ce chapitre. Nous conseillons de lire la
section A.1.1 sur la diagonalisation de matrice avant. On note ()\j)j les valeurs propres,
ordonnées de sorte que [A1| > |Ag] . ...

Théoréme 4.1.18. de Perron Frobenius ». Si L est une matrice positive et ergo-
dique, alors L a une valeur propre réelle positive \y > 0 simple (i.e. non dégénérée) qui
est dominante au sens ou les autres valeurs propres \; vérifient |\;| < A, Vj > 2. Le
vecteur propre Uy associé a A a ses composantes strictement positives et est appelé état
d’équalibre :

£U1 == /\1U1, U1 == (UZ)

St de plus L est mélangeante alors A\ est strictement dominante c’est o dire que
|Aj| < A1 pour j > 2. Done

€8 = AIn | = O ([ref)

ou ||.|| est une norme (arbitraire) sur les matrices et 11y = |Uy)(Vi| est le projecteur
spectral pour la valeur propre A\ sur [’état d’équilibre.
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Démonstration. (*) (ref : Brin |6, p.78|, Davies |10, p.355]).

1. Soit

S = {UGR’”, Zuj =1let Vj,y ZO}

j=1
qui est le « simplex des mesures de probabilités ». Soit

St — SF
f:{l 1 »

f laisse S invariant donc d’aprés le théoréme de Brouwer f admet un point fixe :
Jue S, flu)=u
Cela implique qu’il existe A\; > 0 tel que
Lu= Mu

Si L est mélangeante alors u € Int (Sf) donc u; > 0,Vj.
2. Soit

L := < (Diag (u)) " o £ o Diag (u)

1
A
alors

£1=1
donc £* préserve S;". D’aprés le théoréme de Brouwer
Jwe S, w;>0,Y, taq. Lw=w
Soit
D:= (Sf —w) C S,

On a
L* (D) c D
donc le spectre de /jj s, st contenu dans le disque unité. Si de plus L est mélangeante

alors il existe t > 1 tel que

(Z*)t (D) C Int (D)

~\t
donc (E*) est contractante donc son spectre est strictement inclu dans le disque
0

unité.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_du_point_fixe_de_Brouwer
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Application du Théoréme de Perron Frobenius

Exercice 4.1.19. « Entropie topologique d’un graphe ».

(Cf TD 1).
Si I' est un graphe fini orienté avec m sommets, et £ est sa matrice d’adjacence,

1. Montrer que le nombre de chemins reliant les sommets ¢ & j au temps £ > 0 est
donné par

N (0 = (£),,

2. Supposons le graphe I ergodique. (i.e. £ matrice ergodique). On définit I’entropie
topologique par

|
hiop (T) = lim —log Nz (1

c’est a dire le taux de croissance exponentiel de la compléxité des chemins. Re-
marque : on peut écrire :
# {chemins} = ethtertolt)
Montrer que
htop (F) = log A\

oll \; est la valeur propre dominante de la matrice d’adjacence. Calculer \; dans
les deux exemples donnés.

oxln‘”
1- .>\I

NI

‘o

Exercice 4.1.20. “Matrice d’adjacence d’un graphe et entropie”

Si " est un graphe fini orienté avec m sommets, sa matrice d’adjacence L est définie
par L;; = 1sii— j (i.e. une aréte relie i vers j), et £;; = 0 sinon.
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1. Montrer que le nombre de chemins reliant les sommets ¢ a j au temps ¢ € N est
donné par?
£ { chemins i — j au temps t} = (Lt)ji
s @2
@ > @ @ ﬁ@

N ¢ N/
Exemples de graphes : ® ®

2. Supposons la matrice £ mélangeante. On définit 'entropie topologique du
graphe par

1
hiop (') == tliglo i log #{ chemins ¢ — j au temps t}

c’est a dire le taux de croissance exponentiel de la compléxité des chemins, car on
peut écrire : f {chemins} = et er o) Montrer que

htop (F) = 1Og A

ot A est la valeur propre dominante de la matrice d’adjacence. Calculer hy,p, (I')
pour 'exemple précédent.

Exercice 4.1.21. “Matrice d’adjacence d’un graphe et entropie”
Si " est un graphe fini orienté avec m sommets, sa matrice d’adjacence L est définie
par L£;; =1sii— j (i.e. une aréte relie i vers j), et £;; = 0 sinon.
DO
N _V
1. Ecrire lamatrice d’ajacence £ pour les exemples suivants de graphes. ®
2. Pour un graphe quelconque I', montrer que le nombre de chemins reliant les sommets
i & j au temps ¢t € N, noté? N,; (¢) := £{ chemins i — j au temps ¢} est donné
par

Nisy (1) = (L) (4.13)

j7i
Déduire une formule pour

N (t) := {chemins périodiques de période t} .

3. Supposons la matrice £ mélangeante. On définit ’entropie topologique du
graphe par
1
hiop (') == tlim . log #{ chemins ¢ — j au temps t}
—00

c’est a dire le taux de croissance exponentiel de la compléxité des chemins, car on
peut écrire : f {chemins} = e*Mero®) Montrer que

hiop (I') = log A

ot A est la valeur propre dominante de la matrice d’adjacence. Calculer hy,p, (I')
pour 'exemple précédent.

3. Le signe f veut dire “cardinal” c’est & dire “nombre de ..”
4. Le signe f veut dire “cardinal” c’est & dire “nombre de ..”
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4.1.4 Matrices stochastiques

On présente une classe particuliére de matrices positives qui sont utiles pour décrire
I’évolution de distributions de probabilité.

Définition 4.1.22. Une matrice £ est stochastique (ou matrice de Markov) si
— L est positive (i.e. £;; > 0,Yi, j)
— Vi, on a Zj L;; =1 :la somme sur chaque colonne est 1.

Voici la signification :

Proposition 4.1.23. L est une matrice stochastique si et seulement si elle préserve
les mesures de probabilité, c’est a dire que si u = (uq,...up), avec Zj u; =1, u; >0,
alors u' = Lu vérifie aussi Zj u; =1, u; > 0. On appelle L;; : « probabilité de transition
dei— j ».

Remarque : en termes mathématiques, cela signifie que la matrice £ est positive et
préserve la norme ! :

Ieully = llalls . lull =3 (4.1.4)
J

Démonstration. Sens = : on a u; =, L;,u; donc u; > 0, et

J i 7 -

i

1
Sens <« : on prend u = (0 1 0) alors uy = L;; > 0. Et . L= u;=1. U
i
1
Voici une autre caractérisation utile. On note £ la matrice transposée et 1 = :
1

le vecteur de 1.
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Proposition 4.1.24. Une matrice L est stochastique si et seulement si

Lf1=1eL>0 (4.1.5)

Démonstration. On écrit :

I = (‘CTl)i = Z ('CT)i,j - Z[’jvi

J J

Voici ce que dit le théoréme de Perron Frobenius pour les matrices stochastiques :

Proposition 4.1.25. Si L est une matrice stochastique et ergodique alors la valeur
propre dominante est \y = 1, on a

LU, =U,

avec les composantes de Uy qui sont uj; > 0,Vj, et Zj u; = 1. On appelle u U’état d’équi-
libre. Le projecteur spectral associé est

I, = [U1)(1]
Si de plus la matrice est mélangeante alors

Remarque : en terme de dynamique, u; > 0 s’interpréte comme la fraction de temps
passé par le systéme sur ’état ;.

Démonstration. D’aprés (4.1.5) on sait que 1 est valeur propre de £7 donc de L. D’apreés
(4.1.4) on a que

=t

[ Ll

max =
||U||11

£
et d’apres (A.1.3),
rapec (L) < [I£] =1

donc \; = 1 est bien la valeur propre dominante. D’aprés LU; = U; et L1 = 1 on déduit
que Iy = |U;)(1]. On a V] = 1. O
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Exercice 4.1.26. « Internet Google rank »

ref : Brin [6]p.104, Page rank sur Wikipedia. L’algorithme de Brin et Page a été breveté
pour Google en 1997 et a pris fin en 2011.

On considére le graphe G ot les sommets ¢ sont les pages webs qui existent sur le réseau
internet, 1 = 1 — N, et avec une aréte ¢ — j si la page ¢ posséde un lien html vers la page
j. On note L (7) > 0 le nombre de liens de la page i vers d’autres pages.

Le graphe modifié G est le graphe G auquel on rajoute un sommet noté {0} et des arétes
0—i,i—0,¥i=1...N.Soit 0 < p <1 un paramétre appelé damping (amortissement).

On définit la matrice £ = (Livj)i,j:UAN par : Loo =0 et pour ¢,j # 0,

E‘O:i Lo, = 1 siL(i)=0
N ! l—p siL(i)>1
Lo ﬁp siit— 7
- 0 sinon
A-pP A
L 4/” >. & 4 ’
A
. T ¢

. ’ é A/)\/

1. Montrer que la matrice £ est stochastique et mélangeante. Que déduit t-on sur
le spectre de L7

2. Lorsqu'un internaute fait une requéte de recherche a “google search” avec des mots
clefs, le classement envoyé par google des pages web (“Rankpage”) est donné par
I'ordre décroissant des composantes (u;), de I'état d’équilibre de la matrice £ (et
aprés application d’un filtre relatif aux mots clefs demandés). Pourquoi cette ordre
est pertinent ?

3. Trouver une majoration de |A\s| (la deuxiéme plus grande valeur propre de L).

4. Google calcule les composantes de ’état d’équilibre u; réguliérement (tous les quelques
jours). Quel algorithme efficace proposez vous pour faire ce calcul ?

Exercice 4.1.27. « Dynamique de Bernouilli »

Il s’agit d’'un cas particulier simple de matrice stochastique. On considére m sommets
¢t = 1,...,m. La probabilité de transition p;,; = p; est supposée indépendante de I'état
initial 7. (On a Y 7", p; = 1).

Ecrire la matrice stochastique associée et montrer que 1’état d’équilibre est

u=(p1,-- -Pm)


https://fr.wikipedia.org/wiki/PageRank
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Solution : La matrice stochastique pour un processus de Bernouilli est donc

P N

p2 ... D2
L= ,

Pm - DPm

et siu = (p1,...pm)

(Lu); = Zﬁj,ipi = ijpi =pj =u;

donc Lu = u, donc w est bien ’état d’équilibre.
La propriété suivante montre comment une matrice positive ergodique peut étre « nor-
malisée » pour donner une matrice stochastique.

Proposition 4.1.28. Soit £ > 0 une matrice positive ergodique. On note X > 0 la valeur
propre dominante et u l’état d’équilibre avec composantes u; > 0,Vj :

Lu = \u

Soit Diag (u) la matrice diagonale avec les composantes u; sur la diagonale. Soit

~ 1
L= XDiag (u)~' LDiag (u)

Alors £7 est une matrice stochastique.

Remarquer que AL est semblable a £. Cela peut étre utile pour étudier

L' = N'Diag (u) £'Diag (u) ™"

Démonstration. 11 faut montrer que £1 = 1. On a en effet Diag (u) 1 = u donc

~ 1
L1 = XDiag (u)™' Lu = Diag (u) 'u=1

Interprétation géométrique d’une matrice stochastique £

Soit ¢ € R, et

S, = {u e R™, Zuj = c}
j=1
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qui est un hyper-espace affine de R™. Soit

S = {uERm, Zuj =1etVj,uy 20}

j=1

qui est le « simplex des mesures de probabilités ».
On a vu que £ est stochastique < L préserve S
Et £ préserve S, pour tout ¢ € R si et seulement si £71 = 1.

(en effet Y-, u; = (u) = (LT1|u) = (1|Lu) = 3, (Lu),).

Utilisation de graphe et matrices stochastique en génétique

Référence : livre de Allman [QQ]
(paragraphe trés incomplet)

109

— La molécule ADN est un “mot” constitué de 4 lettres possibles appelées A, T,C,G. Les
mutations induisent des changement de ces lettres. Pour modéliser les mutations,
le modéle de Jukes-Cantor est que chaque année, une lettre peut se transformer
en une des 3 autres lettres de fagon équiprobable avec la probabilité /3. On estime
que pour’ ADN humain, a ~ 10~? mutation/an, alors que pour le virus de la grippe
A, a ~ 107? mutation/an. Autrement dit ce modeéle est décrit par une matrice

stochastique (concernant chaque lettre de ’ADN) :

l—a «a/3 «a/3 «f3
a/3 1—a «o/3 «af3
a/3  a/3 1—-a «af3
a/3  af3 /3 1-«

B%

)

K_,

E:

—
|
2
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— La phylogénétique consiste a construire “I’arbre de I’évolution des espéces”. On utilise
aussi des modéles probabilistes et ’observation des données génétiques actuelles. On
cherche a définir et évaluer la “distance génétique” entre espéces.

— La méthode de décomposition en composantes principales, consiste a construire la
matrice de covariance pour des données génétiques (c’est une matrice symétrique),
et trouver les 2 (ou n) axes principaux (i.e. les vecteurs propres correspondant aux
valeurs propres les plus grandes). On représente les données dans ce plan. Voir la
carte “gene map of europe”.

4.1.5 Matrices réversibles ou principe de la balance détaillée

En générale il n’est pas évident de trouver I’état d’équilibre d’une matrice stochastique.
Le plus simple est de laisser la dynamique évoluer vers cet état, selon (4.1.6). Mais il y a un
cas particulier de matrices stochastiques qui apparaissent souvent en physique statistique
pour lequel I’état d’équilibre est connu a priori (si on connait la matrice) :

Définition 4.1.29. (et propriété) Soit u = (uj)j un vecteur de composantes u; > 0,Vj.
Une matrice stochastique L est réversible pour u (ou « vérifie le principe de ba-
lance détaillée ») si

\V/i,j, Ei,juj == Ejﬂ‘ui

Alors
Lu=1u

c’est a dire que u est ’état d’équilibre.

Démonstration. On a Vi,

(Lw)y = Liguy= | D Ly | wi=u
j J

——
1

Remarque 4.1.30.

— L réversible n’est pas forcément ergodique.
— Ce qui est particulier est que I’on connait & priori I’état d’équilibre u, cela contraint
la matrice stochastique.
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Exemple 4.1.31. En « physique statistique a ’équilibre », il apparait la distribution de
Gibbs ou distribution de Boltzmann :

uy = exp(~BE ()

ou E (j) est une fonction « énergie » de I'état j, f = ]%LT

Z > 0 un facteur de normalization de sorte que Zj uj = 1, donc

7= Zexp (—BE (5))

avec T' la température (fixée) et

Voir exercice suivant.

Exercice 4.1.32. « Algorithme de MonteCarlo pour le modéle d’Ising »

On considére un réseau N x N périodique dont les sites sont notés X = (z,y) et dont
les variables sont fx = %1 et modélisent des spins (up/down). Si deux sites sont voisins
on note X ~ Y. Une configuration des spins est un champ donné : f = (fx),. Son énergie

ferromagnétique est :
E(f):=), >,  (=fxfv)

X v tq xX~Y

1. Combien y a t-il de sites 7 Combien de configurations possibles 7 Quelles configura-
tion donnent ’énergie minimale 7 et maximale ?

2. L’algorithme d’évolution suivant est appelé algorithme de montecarlo. S > 0 est
un paramétre fixé qui est U'inverse de la température : g =1/ (k7).
(a) A l'instant n = 0, on part d’'une configuration f choisie au hasard.

(b) On choisit un site X au hasard, et on note f’ la configuration identique a f sauf
au site X ou le spin est opposé : fi = —fx (spin opposé).
(¢) A linstant n + 1,

i. Si E(f") < E(f) on choisit la configuration f’

ii. Si E(f") > E(f) on choisit la configuration f” avec la probabilité
Pip=exp(—B.(E(f) — E(f))) (et on reste donc avec f avec la probabi-
lité complémentaire).

(d) On revient en (b) pour poursuivre I’évolution du champ de spins.

Montrer que cet algorithme correspond a une matrice 2 X 2 concernant seulement
les 2 états f, f/, qui est stochastique et réversible pour la mesure de Boltzmann :

1
u(f) = 5 esp (B (f))
3. Dans cette description de toutes les configurations en terme de graphe, quels sont
les sommets du graphes ? il a combien de sommets ? et quelles sont les arétes et leur
probabilité ?
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p=0.315 p=0.432
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FI1GURE 4.1.1 — Resultat de I'algorithme de Monte-Carlo pour le modéle d’Ising, aux tem-
pératures 5 = 0.3 (désordre), 0.4 (transition de phase) et 0.5 (ordre magnétique).

4 2
4 /5 - HEC))

J
¢ 8

La propriété suivante montre que les matrices réversibles sont cependant des matrices
stochastiques trés particuliéres.

Proposition 4.1.33. Si L est une matrice réverstble pour l’état u, alors son spectre est
réel :

Spec (L) C [-1,1]
plus précisément, la matrice

B = Diag (ul/Q)_l o £ o Diag (u'/?)

est symétrique : BT = B, et vérifie B1 = 1.

Démonstration. On a
o —1/2 /2 —1/2 -1/2 _ -1/2 —-1/2
Bj,i == uj ,Cjﬂ-ui == U’j ,Cjﬂ-uiui == Uj LZ"]'U/]‘UZ-

2 B,

7 1,5 %5
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4.2 Processus a temps continu

Dans les exemples précédents, 'évolution d’un vecteur initial u (0) = u est donnée par
u(t)=L%(0), teN

On dit que c’est une évolution & « temps discret ». L’opérateur d’évolution au temps ¢ est
Lt

Définition 4.2.1. Une évolution 4 temps continu est défini par une matrice m x m
A appelée générateur et définissant I'évolution du vecteur u (t) € C™ pour ¢t € R par

du
— = Au(t Vit

appelée équation d’évolution. De facon équivalente
u (t) = eu (0)
L’opérateur d’évolution au temps t est

L(t):=e"

La propriété suivante montre la condition sur le générateur A pour que 'opérateur
d’évolution L (t) soit positif (au sens de (4.1.2) ).

Proposition 4.2.2. L’opérateur L (t) est positif pour tout t € R si et seulement si les
éléments hors diagonaux de A sont positifs :

V’Lj, Ai,j 2 07

Démonstration. Sens = :
Ay =lim | (&), 5,
2y t*)O t 2,7 1,7
Sens <= : soit ¢ = min; A4;; et

donc B > 0 et

e
ore“>0ete? =37 L (tB)" >0donc L(t) > 0. O



114 CHAPITRE 4. DYNAMIQUE PROBABILISTE DE MARKOV

Proposition 4.2.3. La matrice d’évolution L (t) = exp (tA) est stochastique si el seule-
ment si les colonnes du générateur A sont de somme nulle :

Vi, Z Aj,i =0
J

Remarque : alors A;; = — Zj# A | <0.
~

>0

Démonstration. On a

Vt, L (t) stochastique < Vi, (etA)T 1=1eAT1=0
= Z Ajﬂ' - 0
J

O

Probléme 4.2.4. « Mouvement aléatoire a temps continu sur un réseau. Equa-
tion de la chaleur »

Dans ce probléme on étudie le mouvement aléatoire d’une particule (ou ensemble de
particules indépendantes) sur le réseau discret & N sites et périodique Z/ (NZ). Grace
a l'invariance par translation, le probléme est soluble par transformée de Fourier et
donne I’équation de la chaleur dans la limite du continu. On montre qu’une distribution
de probabilité converge exponentiellement vite vers I’équilibre. Avec un ordinateur, on
pourrait simuler I’évolution pour une géométrie quelconque.

@@ schéma Q@

Probléme 4.2.5. Soit un entier N > 1. On note A = (A4;;,)
générateur d'une dynamique stochastique sur le réseau Z/ (NZ).

ij—0_n_1 1a matrice du

1. Pouri # j on choisit que A;; = 1si j = ¢£1 mod N et A;; = 0 sinon. Déduire A, ; et
écrire la matrice A. Ecrire I’équation d’évolution ‘fl—? = Au pour chaque composante

d’un vecteur u = (u;), qui est une distribution de probabilité.

2. Cette question établie des résultats utiles pour la suite. Si (ug,...uy_1) € CV est
un vecteur & N composantes on dit que sa transformée de Fourier discréte® est
le vecteur (vo,...vx_1) € CV obtenu par

1 o
v = (Fu), = — Z eilzmk/Nuj

5. La F.F.T (Fast Fourier Transform) est un algorithme qui permet de calculer les composantes vy, si
N = 2P en un temps O (N log N).
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Montrer la formule d’inversion de Fourier

_ <]_-—1 ) _LNz:l i2mik/N
= Uj_\/_k_ e Vg,

et la relation de Parseval®
N-1 N-1
* _ *
E Vi, = E w;u;
k=0 7=0

Aide : remarquer que

1 NZ P sij # 0 mod N
N — 1 sinon

. On note D lopérateur dérivée discréte défini par (Du); = u;1 — u;. Ecrire la
matrice de D et montrer que A = —D*D. Déduire que le spectre de A est réel et
négatif. On appelle D*D le Laplacien discret.

. Montrer que
(FDu), = (ei”k/N — 1) (Fu),

autrement dit, FD = MyF ou M, est I'opérateur multiplication par la fonction
d = (dy),, d. = €™/~ — 1. Déduire que

FA=MF

ot M, est 'opérateur multiplication par la fonction a = (ax),,, ax = —4sin® (1k/N).
Tracer la fonction a. Noter que a; sont les valeurs propres de A.

. Soit u (t) = et4u I'évolution d’une distribution de probabilité u au temps ¢t. Montrer
que u (t) converge exponentiellement vite vers 1’équilibre uniforme :

(u(t); = (u) + O (e7/7)

avec (u) := + (3, w) la moyenne spatiale de u et 7 = N7

far] N> 477
. 81 N> 1, poser z; = j/N pour j € {0,... N — 1} et montrer que % = Au devient
’équation de la chaleur pour u (t,z;) := (u(t));,

ou 0?
8t/ (AU) (t, x) s A= @

a condition de changer I'échelle de temps par t' = t/N2.

6. On note z* = Z le complexe conjugué de z € C.
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Marche aléatoire a temps discret : Pour 0 < € < 1, on considére la matrice

l—e 2 0 1e
1 .
55
1
. 56
1o 0 ¢ 1-—¢

2 2
1. Montrer que L est une matrice stochastique, réversible pour la distribution u =
(1,...1) et mélangeante. Interpréter £ comme une dynamique aléatoire & temps

discret sur un réseau périodique.

2. Montrer que FL = M,F ot M, est 'opérateur multiplication par la fonction
p= (px),, Pr = 1 — 2esin® (1k/N). Tracer p. Aide : montrer que £ = Id + SA.

3. Soit u (n) = L"u I’évolution d’une distribution de probabilité v au temps n > 1.
Montrer que u (n) converge exponentiellement vite vers I’équilibre uniforme :

(u(n)); = (u) + O (r")

avec (u) == + (3, w) 132u moyenne spatiale de u et r = max (py, |1 —2¢|) < 1. On a
noo n/T _ N°
Py, € avee T = o
4. Dans la limite ¢ < 1, montrer que I’évolution a temps discret ressemble a celle a
temps continu :

En ~ etA

avec t = $n. L’erreur de cette approximation est négligeable sur quel intervalle de
temps ?



