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Dans ce probléme on étudie le mouvement aléatoire d’une particule (ou ensemble de parti-
cules indépendantes) sur le réseau unidimensionel discret & N sites et périodique Z/ (NZ). Grace
a l'invariance par translation, le probléme est soluble par transformée de Fourier et donne
I’équation de la chaleur dans la limite du continu. On montre qu’une distribution de proba-
bilité converge exponentiellement vite vers 1’équilibre. Avec un ordinateur, on pourrait simuler
I’évolution pour une géométrie quelconque et dimension quelconque.

1 Mouvement aléatoire a temps continu sur un réseau. Equa-
tion de la chaleur et diffusion.

Soit un entier N > 1. On note A = (4, ;)
stochastique sur le réseau Z/ (NZ).

. . ) :
i =0 N1 la matrice du générateur d’une dynamique

1. Pour ¢ # j on choisit que A;; = 1sij =i+ 1mod N et A;; = 0 sinon. Déduire A4, ; et

écrire la matrice A. Ecrire I’équation d’évolution % = Au pour chaque composante d’un

vecteur u = (u;),; qui est une distribution de probabilité.

2. Cette question établie des résultats utiles pour la suite. Si (ug,...uy_1) € CV est un
vecteur & N composantes on dit que sa transformée de Fourier discréteEI est le vecteur
(vo,...vn—_1) € CN obtenu par

| Nl
v = (Fu), = —— e~ 12mIk/Ny,
k N j
j=0
Montrer la formule d’inversion de Fourier
1 Nl
uj = (fflv)j _ E 6227rjk/N,Uk

\/N k=0

et la relation de ParsevalE
N-1 N-1
* _ *,
E VLU = g uju;
k=0 =0

Aide : remarquer que

1 ]Vil giznik/N _ JO sij# 0mod N
N P 1 sinon

3. On note D I'opérateur dérivée discréte défini par (Du); = u;+1 —u;. Ecrire la matrice de
D et montrer que A = —D*D. Déduire que le spectre de A est réel et négatif. On appelle
D*D le Laplacien discret.

1. La F.F.T (Fast Fourier Transform) est un algorithme qui permet de calculer les composantes vy si N = 2P
en un temps O (N log N).
2. On note z* = Z le complexe conjugué de z € C.


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/systemes_dynamiques

4. Montrer que
(FDu), = (2N —1) (Fu),.,  (FD'w), = (72N ~1) (Fu),

autrement dit, D = F*MyF ot M, = Diag(d) est la matrice diagonale (ou “opérateur
multiplication”) avec d = (dy,),, di, = e"™*/N — 1. Déduire que

A=F"'"MF

avec M, = Diag(a) , a = (ay),, ax = —4sin® (rk/N) qui sont les valeurs propres de A.
Tracer la fonction a.

5. Soit u (t) = e*u I'évolution d’une distribution de probabilité u au temps ¢. Montrer que
u (t) converge exponentiellement vite vers 1’équilibre uniforme :

(u(t)), = (u) + O (e_t/T)

1 ; _ 1 N?
avec (u) := 5 (D°, w) la moyenne spatiale de u et 7 = Tor] Np 17 -

6. Si N > 1, poser z; = j/N pour j € {0,...N — 1} et montrer que ‘é—? = Au devient

I’équation de la chaleur pour u (t,z;) := (u(t));,

ou 0?
a condition de changer ’échelle de temps par t' = ¢/N2.
2 Marche aléatoire & temps discret
Pour 0 < € < 1, on considére la matrice
1—e¢ %s 0 %s
1 .
56
P=1 0 0
1
1 ' 1 2¢
5€ 0 3¢ 1-¢

1. Montrer que P est une matrice stochastique, réversible pour la distribution v = (1,...1)
et primitive. Interpréter P comme une dynamique aléatoire & temps discret sur un réseau
périodique.

2. Montrer que FP = M,F ot M, est 'opérateur multiplication par la fonction p = (px).,
pr = 1 — 2esin® (rk/N). Tracer p. Aide : montrer que P =1Id + £A.

3. Soit u (n) = P™u 'évolution d’une distribution de probabilité « au temps n > 1. Montrer
que u (n) converge exponentiellement vite vers ’équilibre uniforme :

(u(n)); = {w) + O (")

avec (u) := % (3, w) la moyenne spatiale de u et r = max (py, |1 — 2¢|) < 1. On a p} ot
>

2
e avec T = 2.
ET

4. Dans la limite ¢ < 1, montrer que ’évolution & temps discret ressemble a celle & temps
continu :
P~ et

avec t = 5n. L’erreur de cette approximation est négligeable sur quel intervalle de temps ?
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