Examen de systémes dynamiques, chaos et
applications
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Durée 3h00. Documents interdits. Calculatrice autorisée. 1 feuille manuscrite autorisée.
Rédiger séparément la partie 1 qui est notée sur 10 et la partie 2 qui est aussi
notée sur 10.

Partie 2 « Chaos »

1 « Dynamique de Markov », population d’animaux

On étudie une population d’une espéce d’animaux qui accomplit son cycle de vie en
deux années. La premiére année le jeune animal se développe et grandit. La deuxiéme
année, il se reproduit et a partir de la troisiéme année il est trop vieux pour survivre, mais
arrive la nouvelle génération.

A une date n (entier comptée en année) supposons une population avec Nj (n) animaux
qui sont dans leur 1ére année et Ny (n) animaux qui sont dans leur 2éme année. On suppose
que aprés chaque hiver, 70% des animaux de 1ére année survivent en 2éme année et qu’en
moyenne 100 animaux de 2éme année donneront 140 nouveaux animaux de 1ére année.

(1) Dessiner le graphe qui modélise les populations Ny (n), Ny (n) et écrire la matrice
d’évolution £ correspondante. Déterminer Ny (n) et Ny (n) en fonction de Nj (0)
, N3 (0), selon n > 1.

(2) (*) On considére maintenant une autre espéce d’animaux qui vit trois années et
on note Ny (n), Ny (n), N3 (n) le nombre d’animaux de chaque année, a la date n.
Aprés chaque hiver, 70% des animaux de 1ére année survivent en 2éme année et 50%
des animaux de 2éme année survivent en 3éme année. Kkn moyenne 100 animaux de
2éme année donneront 140 nouveaux animaux de lére année et 100 animaux de
3éme année donneront 50 nouveaux animaux de lére année. Dessiner le graphe qui
modélise les populations Ny (n), Na(n), N3 (n) et écrire la matrice d’évolution £
correspondante.



(3) Déterminer Ny (n), Ny (n), N3 (n) en fonction de £, n > 0 et Ny (0), N2 (0), N3 (0).
Que pouvez vous dire sur la croissance de la population pour n — oo ? Prédire
pour n grand, les pourcentages pi,ps, p3 d’animaux de chaque année 1,2,3 parmi
la population. Aide : voici, pour différentes matrices, la décomposition £ = ADA™!
avec D = diag (dy, ds, d3) contenant les valeurs propres di, ds, d3 sur la diagonale.

0 07 05 0 14 05
c 14 0 0 07 0 0
0 05 0 0 05 0
dy,dz, ds (1.13,—0.68, —0.45) (1.07, —0.88, —0.18)
—0.59 037 —0.83 —0.74 —06 —0.33 —081 —0.79 —0.11 —0.57 —0.87 —0.26
A AL —0.73 —0.76 259 |, -29 —144 —215 —~0.53  0.63 042 |, —0.71 090  0.40
—0.32 055 —28 0.65 —0.21 —0.72 -0.24 —035 —1.15 0.34 —0.09 —0.93

2 « Dynamique de billard », billard angulaire.

Sur un plan horizontal, on considére une bille glissant parfaitement, considérée comme ponc-
tuelle, venant de infini et arrivant dans un angle formé par des parois écartées d’un angle a.
(0 < a < ). On note #; 'angle d’incidence de la bille avec le mur lors du premier rebond, 62 au

deuxiéme rebond, etc. Voir figure [2.1]
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FIGURE 2.1 —

(1) Exprimer 0 & partir de 0; et a. Aide : on peut utiliser la “méthode des images”, c’est
a dire que & chaque rebond au lieu d’étudier la trajectoire qui est réfléchie, il faut
considérer la trajectoire (en pointillées sur la figure ) qui traverserait le mur en ligne
droite. Etc. Plus généralement 6,,.1 a partir de 6,, et a.

(2) Déduire le nombre total N de rebonds que fait la bille en fonction de ; et . Application
numérique : si o = 30°, 8, = 10°, trouver N.




3 « Dynamique chaotique parmi les nombres »

Pour un nombre y > 0, on notera [y] € N sa partie entiére et {y} € [0, 1] sa partie
fractionnaire (i.e. les chiffres aprés la virgule). Remarquer que tout nombre y s’écrit y =
ly] + {y}. Par exemple 3.14 = 3 4 0.14. On considére la dynamique a temps discret
définit par z,.1 = G (z,) ,n € N définie par 'application de Gauss

. {}0,1[ —[0,1]

1
L - {2}

Par exemple G (%) = {2} = {1.5} = 0.5. Noter que G (0) = oo n’est pas défini. Partant

d’un nombre xy, sa trajectoire par I’application de Gauss est la suite xg, z1, 2, ... définie

par x,.1 = G (x,),n € N et qui peut s’arréter si x,, = 0.

(1) Calculer la trajectoire (), partant de zo = 2. Calculer la trajectoire (z,,), partant
de Ty = \/§ — 1.

(2) (*) Tracer I'allure du graphe de la fonction y = G (x). Aide : tracer d’abord le graphe
de y = % et superposer les lignes horizontales et verticales aux valeurs entiéres de
x,y. Observer que la fonction G comporte plusieurs « branches » Gy, (z), k > 1, dont

on donnera la formule explicite.

(3) (*) Trouver les points fixes de la dynamique. (Aide : trouver les d’abord graphi-

@ s’appelle le nombre

quement). Sont ils stables ou instables? (Rem : ¢ =
d’or)

(4) (*) Montrer qu’une trajectoire partant de xy €]0, 1] s’arrétera aprés un certain temps
si et seulement si o € Q est un nombre rationnel.

(5) (*) Montrer que la dynamique x,.; = G (z,) est expansive, i.e. « sensible aux
conditions initiales ».

(6) (*) Pour une trajectoire x,11 = G (z,), on note i, := [%} € N. Exprimer z,

a partir de i, et x,,1. Déduire une formule qui exprime zy a partir de la suite
des entiers 1g, 1, 12,.... Cette écriture s’appelle la fraction continue de zy. En
particulier écrire la fraction continue de zy = % et celle de £ = V2 — 1.
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