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1 Instabilité un modèle spatio-temporel

Ce modèle à une dimension concerne une fonction u (x, t) ∈ C sur le domaine x ∈ R et
le temps t ∈ R. On connait les valeurs u (x, t = 0) pour tout x et son évolution est régie
par l'équation suivante :

(∂tu) (x, t) = au (x, t) +
∂2u

∂x2
(x, t) + ib

∂u

∂x
(x, t)− |u (x, t)|2 u (x, t) (1)

avec des paramètres a, b ∈ R.

1.1 Recherche d'une solution homogène stationnaire

On cherche une solution homogène stationnaire u (x, t) = p avec p ∈ C �xé. L'équation
(1) donne

0 = ap− |p|2 p
⇔ 0 = p

(
a− |p|2

)
⇔ p = 0 ou |p| = ±

√
a si a ≥ 0.

1.2 Linéarisation du système près de la solution homogène et sta-

tionnaire

On va étudier la stabilité de la solution p = 0 vis à vis des petites perturbations v.
Supposons donc

u (x, t) = p+ v (x, t) = v (x, t)

avec une petite perturbation |v (x, t)| � 1. On a donc

v3 � v2 � v � 1

c'est à dire que l'on peut négliger les termes de degré supérieurs à 1. L'équation (1), en
négligeant le terme v3, donne :

∂tv = av +
∂2v

∂x2
+ ib

∂v

∂x
(2)
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1.3 Résolution du système linéarisé

Mathématiquement (2) est une équation di�érentielle aux dérivées partielles linéaire à
coe�cients constants. Il est donc possible de la résoudre par l'analyse de Fourier. Pour
cela, on pose :

ṽ (ξ, ω) :=
1(√
2π
)2 ∫ e−iξx−iωtv (x, t) dxdt ∈ C : transformée de Fourier

avec la fréquence spatiale ξ ∈ R (ou vecteur d'onde réel) et fréquence temporelle ω ∈ C
(possiblement complexe). Inversement

v (x, t) =
1(√
2π
)2 ∫ eiξx+iωtṽ (ξ, ω) dξdω ∈ C : transformée de Fourier inverse (3)

qui exprime v (x, t) comme superposition de modes de Fourier (ou ondes planes) eiξx+iωt

avec des amplitudes ṽ (ξ, ω) ∈ C. Le théorème de Fourier dit que toute fonction v
peut s'écrire sous cette forme et de façon unique. L'intérêt de cette décomposition est que
les opérateurs de dérivées agissent de façon très simple (car les variables x, t sont dans
l'exponentielle) :

∂tv =
1(√
2π
)2 ∫ eiξx+iωt (iω) ṽ (ξ, ω) dξdω, ∂xv =

1(√
2π
)2 ∫ eiξx+iωt (iξ) ṽ (ξ, ω) dξdω.

Ainsi (2) s'écrit :

1(√
2π
)2 ∫ eiξx+iωt (iωṽ (ξ, ω)) dξdω =

1(√
2π
)2 ∫ eiξx+iωt

(
a+ (iξ)2 + ib (iξ)

)
ṽ (ξ, ω) dξdω

⇔ 1(√
2π
)2 ∫ eiξx+iωt

(
iω − a+ ξ2 + bξ

)
ṽ (ξ, ω) dξdω = 0

et d'après l'unicité de la décomposition de Fourier cela est équivalent à(
iω − a+ ξ2 + bξ

)
ṽ (ξ, ω) = 0, ∀ξ ∈ R.

Posons σ = iω ∈ C. Alors si ṽ (ξ, ω) 6= 0, c'est équivalent à

σ (ξ) := iω = a− ξ2 − bξ =

(
a+

b2

4

)
−
(
ξ +

b

2

)2

Cette relation entre ω et ξ s'appelle une relation de dispersion. En reprenant (3) on a
obtenu que l'onde v (x, t) évolue selon

v (x, t) =
1(√
2π
) ∫ eσ(ξ)teiξxṽ (ξ) dξ (4)

avec v (x, t = 0) supposé connu qui détermine les composantes ṽ (ξ) = 1

(
√
2π)

∫
e−iξxv (x, t = 0) dx.

(Rem : la contrainte (??) qui relie ω à ξ a fait disparaitre l'intégrale sur ω).
2



1.4 Stabilité

On discute maintenant le comportement à temps long dans l'expression (4). D'après
(??), pour chaque terme ξ, on a σ (ξ) ∈ R (réel) et

eσ(ξ)t →
t→+∞

+∞ si σ (ξ) > 0 : instabilité

→
t→+∞

0 si σ (ξ) < 0 : stabilité

Par conséquent le mode ξ ∈ R est stable si et seulement si σ (ξ) < 0. Utilisant (??) on
trace la courbe σ ∈ R en fonction ξ ∈ R, pour di�érents paramètres r ∈ R.

σ(ξ)

r = 0
r < 0

ξc
ξ

r > 0
−b/2

a+ b2/4

Il apparait que :
� Pour a+ b2

4
< 0 tous les modes ξ ∈ R sont stables (car σ (ξ) < 0).

� Pour a + b2

4
= 0, il apparait un mode instable ξ = − b

2
. C'est le seuil d'insta-

bilité. Sa longueur d'onde est

λ =
2π

|ξ|
=

4π

b
.

� Pour 0 < a+ b2

4
, les modes modes instables ξ sont dans l'intervalle de fréquences

ξ ∈]− b

2
− 1

2

√
∆,− b

2
+

1

2

√
∆[, ∆ = b2 + 4a.

2 Chaos déterministe

Choisir une (ou plusieurs) réponse(s) parmi les réponses proposées et commenter rapi-
dement votre choix.

1. Un système dynamique est déterministe si l'état présent détermine l'état futur et
passé. Par exemple c'est le cas d'une équation d~x

dt
= ~F (~x) où ~F représente un champ

de vecteur donné qui admet une unique solution ~x (t) à ~x (0) donné. Un système
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dynamique est dit �chaotique� ou plus précisement �Hyperbolique� ou �Anosov� si il
véri�e la sensibilité aux conditions initiales (voir dé�nition précise d'Anosov). Cela
entraine une imprévisibilité pratique de la trajectoire ~x (t) pour des temps longs.
Un exemple est le billard de Sinai, où une bille rebondit sur des obstacles convexes.

2. Un système dynamique à temps continu dé�ni sous la forme d~x
dt

= ~F (~x), dé�nissant
un �ot noté φt (x) = ~x (t) est dit conservatif si

(a) div ~F (~x) = 0 en tout point ~x.

(b) det (Dφt (~x)) = 1 en tout point ~x.

3. Les géodésiques sur une surface S ⊂ R3,

(a) sont les courbes qui rendent extrémales la longueur.

(b) sont sensibles aux conditions initiales si la courbure est négative. Le �ot est
chaotique.

4. Parmi les matrices M suivantes, lesquelles dé�nissent une dynamique

(
qt+1

pt+1

)
=

M

(
qt
pt

)
sur le tore

(
q
p

)
∈ T2 ? réponse : si les coefs sont entiers.

M1 =

(
0 1
−1 0

)
, M2 =

(
5 3
3 2

)
, M3 =

(
2 1
1 2

)
,

Lesquelles conservent l'aire ? réponse : si detM = 1, soit

M1 =

(
0 1
−1 0

)
, M2 =

(
5 3
3 2

)
, M4 =

(
2 0
0 1

2

)
.

Lesquelles génèrent une dynamique chaotique sur le tore ? réponse : si coef entiers
et si il y a sensibilité aux conditions initiales cad une valeur propre au moins est de
module strictement plus grand que 1.

M2 =

(
5 3
3 2

)
, M3 =

(
2 1
1 2

)
.

5. Dans un système chaotique déterministe,

(a) une condition initiale détermine t-elle l'état futur ? réponse : oui.

(b) l'état passé ? réponse : oui.

(c) Pourquoi utiliser des probabilités ? réponse car à cause de la sensibilité aux
conditions initiales si on connait l'état initiale avec une incertitude ε alors cette
incertitude croit avec le temps comme ε (t) = eλtε et devient grande rapidement,
où λ est le coef d'instabilité de Lyapounov. Pratiquement on ne peut pas prédire
le devenir d'un état initial donné. On peut par contre prédire des évolution de
distributions de probabilités.
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(d) Quel est l'expression du temps de prédictibilité ? réponse : il faut que le temps t
véri�e ε (t) = eλtε� 1 soit

t� 1

λ
log

(
1

ε

)
.
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