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Examen de systèmes dynamiques, janvier 2014.

Durée 3h00. Documents interdits. Calculatrice autorisée. 1 feuille manuscrite autorisée. Le

signe (?) signi�e que le problème peut être traité à cet endroit sans avoir nécessairement résolu les

questions qui précèdent. Encadrer les résultats demandés. Rédiger séparément le problème 1

qui est noté sur 10 des problèmes (2,3,4) qui sont aussi notés sur 10.

1 Modèle d'une épidémie

Dans un travail précurseur, Kermack et Mckendrick (1927) ont proposé un modèle très
simpli�é du démarrage et l'évolution d'une épidémie. Ce modèle a été ramené au devant de
la scène dans les années '90 après des décennies de négligence et constitue actuellement le
fondement de toute modélisation d'évolution des pandémies modernes comme la grippe H1N1
(2009) ou l'épidémie SARS (2003).

On considérera que la population peut être divisée en trois catégories : x(t) le nombre de
personnes saines, y(t) le nombre de personnes malades et z(t) le nombre de personnes mortes
suite à cette maladie. On considérera aussi que la population totale a une taille constante,
évidement à l'exception des morts dû à l'épidémie (c.à.d. que l'épidémie évolue très vite par
rapport l'évolution, plus lente, de la société à cause des naissances, autres morts, migration
etc.). Le modèle sera alors :

ẋ = −kxy
ẏ = kxy − ly
ż = ly

Ici, k et l sont des constantes positives. Au départ, t = 0, on note x0 = x (t = 0) ≥ 0,
y0 = y (t = 0) ≥ 0 et suppose z0 = z (t = 0) = 0. Les équations précédentes se basent sur deux
hypothèses :

i) Le gens sains deviennent malades à un taux proportionnel au produit x et y. Ceci est vrai
si les gens sains et malades se rencontrent à un taux proportionnel avec leurs nombres et s'il y
a une probabilité constante que chaque rencontre conduira à la transmission de la maladie.

ii) Les malades meurent à un taux constant.

1. Montrer que x+ y + z = N , où N est une constante.

2. (*) En utilisant les équations ẋ et ż montrer que x(t) = x0 exp (−kz(t)/l ).
3. (*) Montrer que z véri�e l'équation de 1ère ordre : ż = l [N − z − x0 exp (−kz(t)/l )]
4. (*) Mettre l'équation précédente sous la forme :du

dτ
= a− bu− exp(−u) . Dé�nir u, a, b, τ .

Montrer que a > 1 et b > 0.

5. (*) Montrer que pour u > 0, il n'y a qu'un seul point �xe u∗ et qu'il est stable.

6. Montrer que ż(t) et y(t) ont leur maximum au même moment que u̇(t). A ce moment, le
nombre de malades est maximum et le taux de mortalité est le plus grand.

7. (*) Montrer que si b < 1 alors ce maximum est pour un certain tmax > 0 (que l'on ne
cherchera pas). Montrer que ensuite y(t) décroît vers 0.

8. (*) Par contre si b > 1 montrer que tmax = 0 , donc il n'y a pas d'épidémie dans ce cas
(par dé�nition il y a épidémie si le nombre de malades augmente : dy/dt > 0).

9. La condition b = 1 est le seuil de démarrage d'une épidémie. Pourriez-vous donner une
interprétation biologique de cette condition ?
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2 Évolution d'une plante bisannuelle

Une plante bisannuelle est une plante qui accomplit son cycle de vie en deux années. La
première année la graine se développe et la plante grandit. La deuxième année, des �eurs, fruits
et graines sont produits puis la plante meurt. La troisième année arrive la nouvelle génération.
En horticulture, elles sont appréciées pour leur capacité à �eurir tôt en saison (ex : pensées,
pâquerettes, primevères, etc.). Dans le cas de plantes potagères il y a par exemple le persil.

A une date n (entier comptée en année) supposons une population de primevères avec
N1 (n) plantes qui sont dans leur 1ère année et N2 (n) plantes qui sont dans leur 2ème année.
On suppose que après chaque hiver, 70% des plantes de 1ère année survivent en 2ème année et
qu'en moyenne 100 plantes de 2ème année donneront par leurs graines 140 nouvelles plantes de
1ère année.

1. Déterminer N1 (n) et N2 (n) en fonction de N1 (0) ,N2 (0), n ≥ 1.

2. (?) On suppose toujours le processus ci-dessus avec les même valeurs mais de plus, le
jardinier prélève des graines des plantes de 2ème année qu'il stocke dans G (n) pendant
un an avant de les replanter l'année suivante. Par cette � nouvelle �lière �, en moyenne 100
plantes de 2ème année donneront par leurs graines (stockées 1 an) 20 nouvelles plantes.

Autrement dit on a les transitions N2 (n)
100%→ G (n)

20%→ N1 (n). Dessiner le graphe qui
modélise les populations N1 (n), N2 (n) et G (n) et écrire la matrice de transition P
correspondante.

3. (?)Déterminer formellementN1 (n) , N2 (n) , G (n) en fonction de P , n ≥ 0 etN1 (0) , N2 (0) , G (0).
Que pouvez vous dire sur N1 (n) , N2 (n) , G (n) pour n→∞ ?

3 Trajectoires périodiques dans un graphe et fonction zêta

On considère un graphe à N sommets avec des arêtes orientées. La matrice d'adjacence P
correspondante est la matrice N ×N avec Pj,i = 1 si i→ j est une arête et Pj,i = 0 sinon. On
appelle Nn le nombre de chemins fermés de longueur n sur le graphe (cad chemin partant d'un
sommet i et retournant au même sommet i après n déplacements).

Par exemple :
1 2

, la matrice est P =

(
1 1
1 0

)
et N1 = 1, N2 = 3 etc.

1. Trouver N3 dans l'exemple. Dans le cas général, exprimer simplement Nn à partir de la
matrice P (aide : rappeler la formule du nombre de chemins i → .. → j au temps n, et
utiliser la fonction Trace(.)).

2. On dé�nit la fonction zêta du graphe par ζ (z) := exp
(∑

n≥1
1
n
Nnzn

)
, z ∈ C. Exprimer 1

ζ (z) à partir de (Id− zP ). Calculer ζ (z) et ζ′

ζ
dans l'exemple ci-dessus.

4 Sensibilité aux conditions initiales dans un billard dis-
persif

Le but du problème est de montrer de façon rigoureuse que la dynamique d'une particule
dans un billard à obstacles convexes (par exemple des disques, �gure 4.1) su�samment denses
est � complètement chaotique � au sens précis : � sensibilité aux conditions initiales � ou plus
précisément � uniformément hyperbolique �. Un tel billard est appelé � billard dispersif �.

1. Aide : on a ln (1− x) = −
∑

n≥1
1
nx

n et pour une matrice M quelconque on a eTrM = det
(
eM
)
.
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Figure 4.1 � Billard dispersif.
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Figure 4.2 � (a) Section de Poincaré pour une propagation et (b) pour un rebond sur une
paroi de rayon R. Une trajectoire voisine est repérée par la position x transverse et l'angle i.

Pour montrer cela on remarque que la dynamique dans un billard plan est une succession
de propagations en ligne droite et de ré�exions sur des obstacles.

1. Traitons d'abord la propagation, voir �gure 4.2(a). On considère une trajectoire de réfé-
rence (c'est l'axe z) et on note x l'axe orthogonal, qui sert de section de Poincaré : une
trajectoire voisine coupe l'axe x à la position x et avec un angle i. On supposera x, i� 1.
Après une longueur L donnée, exprimer les nouvelles valeurs (x′, i′) en fonction de (x, i)
sous forme matricielle (cad au premier ordre).

2. On considère maintenant la ré�exion avec un angle d'incidence α sur une paroi ayant un
rayon de courbure R au point de ré�exion, voir �gure 4.2(b). Avec les même dé�nitions
de (x, i) que précédemment, on admettra qu'au point de ré�exion, au premier ordre,

on a

(
x′

i′

)
=

(
1 0
2

R cosα
1

)(
x
i

)
. Pour une propagation de longueur L suivie d'une

ré�exion (comme sur la �gure 4.1), déduire la matrice qui transforme (x, i) en (x′, i′) en
fonction de L,R, cosα. Trouver les valeurs propres 2 de cette matrice et déduire qu'il y a
une instabilité uniforme de la dynamique dans un billard dispersif.

2. Aide : si M =

(
a b
c d

)
est une matrice avec T = Tr (M) > 2 et Det (M) = 1 alors ses valeurs propres

sont λ± = 1
2

(
T ±
√
T 2 − 4

)
.
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