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Avertissement

Ces notes sont encore provisoires. Certains passages n’ont pas encore été relus correc-
tement.

Les marques @@ signifie qu’il faut compléter ou revoir le passage.

Le signe (*), signifie que le passage peut étre sauté en premiére lecture, et sera proba-
blement sauté lors de I'exposé.

Merci de me communiquer toute remarque ou correction (d’orthographe, d’expression,
ou sur le contenu physique ou mathématique). Les remarques d’ordre pédagogique seront
particulierement les bienvenues : commentaires sur la progression pédagogique, sur les
passages plus ou moins faciles & assimiler, et plus ou moins appréciés.

Ces notes ont été rédigées en utilisant le logiciel libre et gratuit LyX sous Linux.
Pour les graphiques, nous avons utilisé xfig ou inskcape. Pour les calculs numériques,
nous avons utilisé entre autres la librairie graphique C-++ root. Pour certains calculs
symboliques, nous avons utilisé xcas (logiciel libre et gratuit).

0.0.1 Introduction
0.0.1.1 But et objets de la mécanique quantique :

Le r6le de la théorie quantique est de décrire le comportement et donner les lois d’évo-
lution des constituants microscopiques de la matiére. Plus précisement, les phénoménes
quantiques (que sont essentiellement des “phénoménes d’interférences” présentés plus loin)
se manifestent pour des objets de petite taille Ax et/ou de petites impulsions Ap telles
que

AxAp ~h

avec la constante de Planck :[]

|h = 6.626 10734 J.s

on utilise aussi la constante appelée “h barre” :

h

" or

h

La théorie quantique est donc essentielle en physique des particules, nucléaire, physique
atomique, moléculaire et physique du solide. Par ailleurs, comme les phénoménes macrosco-
piques résultent du comportement collectifs des objets microscopiques, la théorie quantique
a des conséquences indirectes mais essentielles a 1’échelle macroscopique.

Ordres de grandeurs (tiré du cours de I’X sur le Web) :

1. Remarque sur les dimensions : d’aprés les relations, p = mffi—f et £ = %, onapdr=..=2FEdtet
on déduit que [z] [p] et [E][t] ont les méme dimensions.


http://www.lyx.org
http://root.cern.ch
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac.html
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Systéme ‘ Masse (kg) ‘ Vitesse (m/s) ‘ Ouverture a (m) ‘ p.a/h ‘
Homme passant une porte 70 1 1 1034
Globule rouge dans capillaire 1016 1071 10~ 10t
Electron a travers une fente 910731 700 1076 1

0.0.1.2 Différences et relations entre mécanique classique et mécanique quan-
tique

o Le changement radical entre la mécanique quantique et la mécanique classique est
essentiellement que en mécanique classique une particule est un objet ponctuel
décrit par un point (Z,p) dans l'espace des phases (position - vitesse), alors que
en mécanique quantique, une particule est un objet étendu, décrit par une fonc-
tion d’onde ¥(Z). Une conséquence est la possibilité d’interférences. Le role de la
mécanique est de donner les lois qui gouvernent 1’évolution de ces objets. Ce sont
les équations de Hamilton (ou Newton) dans le cas classique et 'équation de
Schrédinger dans le cas quantique.

o La théorie quantique est valable pour des constituants élémentaires ou pour une
assemblée de quelques constituants (atomes molécules) tant qu’il sont parfaitement
“isolés” de leur environnement. Ici le mot “isolé” signifie précisément que le sys-
téme étudié ne modifie pas son environnement au sens ou il ne change pas I'état
quantique de I'environnement de fagon “significative”. Voir discussion précise a la
section page On ne peux pas parler de la fonction d’onde d’une balle ou
méme d’une poussiére qui sont des objets non isolés. En principe une théorie com-
pléte devrait pouvoir décrire toutes les échelles de la nature. A I'heure actuelle on
ne sait pas rendre compatible de facon totalement satisfaisante, la théorie quan-
tique avec 'aspect “classique” de la nature a 1’échelle macroscopique. Cela est dis-
cuté depuis longtemps, voir le paradoxe du chat de Schrédinger. Voir par exemple
[Cla88|,[Har02],[DECT96] pour les développements récents a ce sujet.

o Sile systéme étudié n’est pas isolé et influence un systéme extérieur, il est nécessaire
d’inclure ce systéme extérieur dans la description quantique. Cette affirmation sera
justifiée page[168] Sinon, on peut se contenter d’une description classique du systéme
extérieur.

0.0.1.3 Place de la théorie quantique en physique :

On oppose :

théorie Classique et théorie Quantique.

Théorie non relativiste, relativiste et relativité générale (ot 1’énergie et la matiére in-
fluencent la courbure de I'espace temps) ;

Cela donne le tableau suivant :

(A droite et en dessous, se trouve chaque fois une théorie supposée plus générale que
la précédente.)
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’ Meécanique : H Classique ‘ Quantique ‘
Non relativiste Mécanique de Newton (1687) Mécanique quantique(1925)
Relativiste Relativité restreinte (1905) | Théorie Quantique des champs (>1930)
Equations de Maxwell (1865)
Relativité Générale Relativité générale (1916) ... 7théorie des cordes?...

0.0.1.4 Autres remarques

o Esprit du cours : introduction & la mécanique quantique; présentation a travers
des exemples physiques autant que possible. Les notions mathématiques ne sont
introduites que lorsque elles sont jugées nécessaires.

0.0.1.5 Prérequis supposés

o En mathématiques : notion d’espace vectoriel, de transformée de Fourier.
o En physique : mécanique analytique, Hamiltonienne. Voir [Faul(c| ou Section [0.1]
o En mécanique quantique : problémes 1D stationnaire,...

0.0.1.6 Références conseillées :

on insiste sur I'importance de travailler le cours avec des livres.

Livres en francais: Cohen [CBE], Feynmann|Fey63|, Messiah [Mes64], Basvedant [Bas86].

Livres en anglais :
o Bransden|BC89|, et plus difficiles : SakurailJ.J85], Ballentine|L.E90].

Aspects mathématiques :
o Gustavson [SI00], et plus avancés : [Tay96al, [RS72].

0.1 Rappels de mécanique classique

La théorie de la mécanique quantique a été découverte par Heisenberg, Schro-
dinger et d’autres au début du XXeme siecle. Elle décrit la matiére par des
"ondes de matiére" qui évoluent selon I’équation de Schrodinger. Ces ondes ont
une signification probabiliste en physique. Avant, les constituants de la matiére
étaient décrit par les équations de la "mécanique classique" (Newton 1686, Ha-
milton 1833) qui sont des lois déterministes pour les trajectoires des particules.
Nous rappelons quelques aspects de la mécanique classique dans cette Section.
A la Section [1| suivante on expliquera le passage entre les descriptions classique
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et quantique en terme de paquet d’onde, assimilable a une particule et avec le
"principe de correspondance" (qui se formalise avec le théoréme d’Egorov).

On appelle mécanique classique, les lois fondamentales de la physique en générale an-
térieures a la mécanique quantique mais plus précisément les lois « non quantiques ». On
discutera de cette distinction précisément plus loin. En mécanique classique il y a :
o Les loi de Newton et de Hamilton : elles définissent les équations du mouvement
pour les éléments de matiére ou particules élémentaires soumises a différentes forces.
o Les lois de Maxwell : elles décrivent I’évolution des champs électromagnétiques et
les forces qu’ils exercent sur la matiére chargée.
Ensuite, avec la physique statistique (qui contient la thermodynamique), a partir de ces
lois fondamentales, on peut décrire les « milieux continus » comme les gaz, les fluides, les
matériaux, les plasmas etc..

La théorie de la relativité d’Einstein (relativité restreinte en 1906 puis relativité gé-
nérale 1916) est considérée aussi comme une théorie de la mécanique classique (car non
quantique). Elle propose un nouveau cadre théorique plus géométrique dans 'espace-temps
pour formuler les équations de mouvement de la matiére et des champs électromagnétiques.

0.1.0.7 Equations de mouvement :

Notons z (t) € R? la position d’une particule a I'instant ¢t € R. (il est habituel de
considérer les dimensions d’espaces d = 1,2,3). La fonction t € R — z () € R s’appelle
la trajectoire de la particule.

Définition 0.1.1. « Loi de Newton 1687 ». La trajectoire d’'une particule de masse
m > 0 et soumise a une force F (z,t) € R? est déterminée par I'équation différentielle
ordinaire : P
x
m—s- = F'(x,t 0.1.1
= F () (01.1)

avec la donnée des conditions initiales de position z (0), et vitesse % (0).

Il est préférable de transformer ’équation du deuxiéme ordre en équation du premier
ordre. Avec ’hypothése de force potentielle, cela donne les équations de Hamilton :

Définition 0.1.2. On supposera que F (z,t) est une force potentielle c’est a dire qu’elle
peut s’écrire sous la forme particuliéreﬂ:

F=-— (W a_v> - (0.1.2)

Oy dxy) T O

2. Localement il est nécessaire et suffisant que rot (F) =0
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avec une fonction V (z,t) € R appelée énergie potentielle. Posons I'impulsion :

dx
=m— €R? 0.1.3
p = (0.1.3)
et introduisons la fonction réelle suivante, appelée Hamiltonien (ou énergie totale)
1
H(z,p,t) = —[p+V(z,t) €R (0.1.4)
2m
(Le premier terme - \p[z — 1y |d2|? s’appelle I’énergie cinétique)
2m 21T | g .

Proposition 0.1.3. « Equations de Hamilton 1833 » Les équations de Newton (m
peuvent s’écrire sous la forme :
de(t) OH  dp(t) OH

el TNy 1.
dt op’ dt Ox (0.1.5)

oH _oH

T 81,) sur l’espace des phases (z,p) €

déterminant un champ de vecteur V := (

R x R? (figure .

Démonstration. On calcule

oH _ 1 _ dz
dp [©14) mp ©13) dt
et
OH 9V P d*x dp

—_ f— —_—— fr— = m — = _—
Oz Oz d? g3 di
O

Remarque 0.1.4. L’aspect antisymétrique assez particulier des équations de Hamilton ((0.1.5)
laisse déja entrevoir d’une certaine facon la mécanique quantique ondulatoire. En 1833 Ha-
milton a utilisé au départ ces équations pour exprimer 'optique géométrique des rayons
qui n’est qu’une approximation de I'optique ondulatoire [GS90]. Nous verrons de fagon
analogue que la mécanique classique est une approximation de la mécanique quantique
ondulatoire.

0.1.0.8 Exemples

Il faut savoir que pour les problémes a un degré de liberté, d = 1 (donc 'espace des
phases est (x,p) € R? de dimension 2), et H (z,p) indépendant de ¢, alors les équations
du mouvement sont solubles. Ein dimension plus grande elles ne le sont pas en général,
sauf exceptions comme le probléme a deux corps qui est soluble car il se raméne en fait a
un probléme a un degré de liberté. Plus généralement ces problémes solubles sont appelés
systémes intégrables|[Arn76|. L’é¢tude du chaos déterministe est consacrée au contraire
a I’étude des problémes parmi les « plus simples » qui ne sont pas solubles.
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b (w0, o)
.\

o \ Champ de vecteurs
\ \V

Ny
y !
/

) i x
‘/ Flot au temps ¢
(2(1),£(1)) = ¢1(x0, o)

FIGURE 0.1.1 — Champ de vecteurs de Hamilton V et flot Hamiltonien ¢; dans I’espace des
phases.

Exemple 0.1.5. « Le probléme a deux corps » C’est un systéme intégrable d’impor-
tance historique car c¢’est par lui que Newton a écrit en 1687. A ’échelle du systéme
solaire, on peut considérer la Terre comme un point de masse m = 6.10%*kg a la position
r € R? soumise a la force d’attraction gravitationelle de la part du soleil (situé en x = 0) :

F(z)= C’—
jaf*
avec u = é—| vecteur unitaire et C' = G - m - mg avec la masse du soleil mg = 2.103%g

et la constante de gravitation universelle G = 6,67.10~'"N.m? kg 2. Cette force dérive de
I’énergie potentielle

1
Viz)=-C—. (0.1.6)
||
[’équation du mouvement obtenue est < dtQ = %F () =—-G- msﬁ. Remarquer que curieu-

sement la masse de la Terre n’y intervient pas. Cela signifie que par exemple une poussiére
(ayant une autre masse) qui serait a la place de la Terre (méme position et méme vitesse)
aurait la méme trajectoire autour du Soleil. Cette remarque appelée « principe d’équi-
valence » a conduit Einstein a la théorie de la relativité ou la gravitation n’est plus une
force mais découle de la géométrie de I'espace temps.

De facon analogue mais a une toute autre échelle, dans un atome d’hydrogéne, un
électron de masse m = 9,31.1073kg est soumis & la « force de Coulomb » de la part du
proton

Fla)= O V)= O~

|| |z
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avec C' = kcq.q ot ¢ = 1.6 1071°C est la charge élémentaire de 'électron et du proton et
ke = 9.10°Nm?C~2 est la constante de Coulomb.

Dans ces deux problémes, grace a la forme particuliére de V' (x), on peut résoudre exac-
tement les équations du mouvement et obtenir que les trajectoires de la planéte (respect. de
I’électron) sont des ellipses (ou paraboles ou hyperboles selon la condition initiale) [Arn76].

Exemple 0.1.6. « Puits de potentiel, oscillateur Harmonique ». A une dimension
d = 1 on s’intéresse a une particule prés d’'un minimum local de I’énergie potentielle V' ()
que 'on suppose en x = 0 avec V (0) = 0. Par développement de Taylor, on écrit :

V(z) = %mﬂ +0 (%)

avec k = 657‘2/ (0) > 0. En ne gardant que ce premier terme (comme premiére approximation)

le Hamiltonien s’écrit : 1 1
H = —p* 4+ Zka? 0.1.7
(¢,p) = 51" + ke (0.1.7)

et s’appelle le modéle de I'oscillateur harmonique. Les trajectoires sont des ellipses dans
I’espace des phasesrﬂ, voir figure m

p

i
N

FIGURE 0.1.2 — Une trajectoire de 'oscillateur harmonique dans l’espace des phases. La

o, . . . 1 .
position x (t) et la vitesse v (t) = —-p (t) oscillent en quadrature.
3. Avec le changement de variables X := \/gx,Y = \/% et posant w := %, Z =X +1iY, (0.1.5

donne I’équation de mouvement %2 = —iwZ qui donne le mouvement de rotation Z (t) = Z (0) e ™.
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