Chapitre 6

Symétries et régles de conservation

Ce chapitre entame une deuxiéme partie du cours ot 'on présente des méthodes spéci-
fiques pour résoudre des problémes de mécanique quantique. Dans le chapitre [§ “méthodes
d’approximation”, on présente différentes techniques standard d’approximation.

Dans le chapitre [0] “Symeétries”, il s’agit d’exploiter les symétries du probléme.

6.1 Propriétés et méthodes de base

6.1.1 Spectre commun de deux opérateurs qui commutent

Jusqu’a présent nous avons discuté le spectre d’un seul opérateur & la fois. La propriété
suivante qui concerne deux opérateurs est trés utile pour la suite.

P:roprjété Supposons que deux opérateurs auto-adjoints ayant du spectre discret
A et B, commutent, c’est a dire que

[A,B} = AB-BA=0

Alors 1l existe une base propre commune des deux opérateurs. C’est a dire
qu’il existe une famille de vecteurs |V; > formant une base de H, tels que

AV, >=a;|V; > et B|V; >=b|V; >

Géométriquement, les espaces propres de A sont invariants par l’action de
B, et 1nversement.

Plus généralement on peut énoncer une propriété similaire pour N opérateurs
qui commutent deur a deur.
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232 CHAPITRE 6. SYMETRIES ET REGLES DE CONSERVATION

Démonstration. (cf Bransden p205).

Considérons tout d’abord un opérateur A seul, et son spectre. On note a les différentes valeurs
propres de A. Chaque valeur propre peut avoir une certaine multiplicité d, > 1, et ’espace propre
correspondant noté H, est de dimension d,. Ainsi on décompose :

"= D,
a
Considérons lopérateur B. Soit un vecteur | >€ H,. Par définition, AW >= aly >. Notons
|t/ >= Bl >, alors
Aly >= ABJ¢p >= BA|) >= aB|p >= a|’ >

donc |¢' >€ H, aussi. On dit que ’espace propre H, de A est globalement invariant par
P’opérateur B. On peut alors chercher le spectre de B dans chaque 'espace H, . Un tel vecteur
propre |V; > vérifiera donc B|V; >= b;|V; > et A|V; >=a|V; >, car |V; >€ H,.

O]

6.1.2 Application : recherche du spectre de H

L’application habituelle de cette propriété est la suivante :

Si A est un opérateur dont le spectre est connu, et si 'on a [/1, f[] = 0, alors la

propriété ci-dessus permet de simplifier la recherche du spectre de H dans un espace
H. 11 suffit :

1. Chercher les espaces propres H, de I'opérateur A qui décomposent ’espace
H =3 Ha
2. Chercher le spectre de H dans chaque espace propre H,,.

On a vu que la dynamique générée par H est interne a chaque espace H,.

Exemples simples Voici des exemples (simples; on verra des exemples plus compliqués
plus loin, montrant 'intérét de la méthode).
1. Pour une particule libre dans (z,vy,2), on a H = %, et donc [ﬁ, Ifl} = 0, c’est &

dire A, = D, €t Ay = Dy, et Ay = p.. L’espace propre commun de valeur propre
(Pzs Dy, p2) correspond & une onde plane |py,p,,p. >(Il est de dimension 1).Par
conséquent les états propres de H sont des ondes planes.

2. Pour une particule a une dimension, dans un double puits de potentiel symétrique,
cad V (z) = V (—z),Vz, le Hamiltonien est H = % + V(z). Considérons ’opéra-
teur de parité P défini par :

P Y(x) = (1)
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C’est un opérateur unitaire. On a P2 = I, et donc ses valeurs propres sont =£1.
L’espace propre associé¢ a la valeur propre +1 noté H. est constitué par toutes
les fonctions paires. L’espace propre associé a la valeur propre —1, noté H_, est
constitué par toutes les fonctions impaires. Ce sont des espaces de dimension infinie,
etlonaH=L*R)=H, dH_ .

On a [I:], 75} = 0, et la propriété ci-dessus, permet de chercher les fonctions d’ondes

stationnaires (spectre de H ), parmi les fonctions paires puis impaires. cf TD.

6.1.3 Loi de conservation et groupe de symétrie dynamique

Dans un espace de Hilbert H, supposons encore que [}AI,A} = 0, et que A soit un

opérateur auto-adjoint.
Rappelons que 'opérateur auto-adjoint A peut s’interpréter comme étant une obser-

N

vable physique, ou encore comme le générateur d’un groupe a un paramétre de
transformations unitaires :

De méme pour 'opérateur H qui génére les opérateurs unitaires d’évolution :

U () = exp (—%flt) . teR

Les quatre relations suivantes sont alors équivalentes :

[ﬁ,A: —0
[U(t),fl: —0 .V
[H,é(t): =0 V¢

[U(t),é(t)' —0 W

en effet, par exemple si [ﬁ, /Al] =0, alors [U(t),fl} = [exp (—iﬁt/h) ,A} = [Zn % (—z’ﬁt/h)n,fl}
0 car [ﬁ",fl} =0, Vn.

Nous allons voir maintenant que chacune de ces quatre relations a une interprétation
ou une conséquence physique spécifique.

Tout d’abord la relation |H ,A| =0 a été exploitée au paragraphe précédent.

Ensuite :

1. preuve : Considérons P : R — R défini par P (xA) = —x. Alors l'opérateur de parité est A75¢:1/J oP.
Or (YoP) = (' oP)P' = — (¢ o P) donc pP = —Pp. Donc p*P = Pp?. On a V (2) P = PV (&) donc
finalement HP = PH.
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6.1.3.1 Loi de conservation :

De la relation [U(t),/q = 0 on déduit que quelque soit l’état initial v >€ H, la

valeur moyenne de Uobservable A sur l'état [)(t) >= U (t) [)) est constante au cours
du temps :

Do @Ay
() O =G o — omstanten (o1

Plus précisément, toute la distribution de probabilité de l’observable A sur
Uétat o (t), voir (1.6.1]), est conservée.

preuve : pour la valeur moyenne,
~ - 1 ~ . 1 A_}_ e
(A) () = g <VOLAE >= s <60 OAT@)(0) >

1 N
= gy < YOI QT Al(0) >= (4) ©)

, car U+tU = I. Et plus généralement, si Py est le projecteur spectral de A sur la valeur propre
Aq, la probabilité a la date t est (on utilise que U (£) est unitaire, et que [75(1, U (t)} =0)

of e <°>H2 PO

Pas ) _ [P0 _
UW@H? v ()] v )]

P,
Ok @

Pa(t) =

Exemples simples

1. Pour une particule libre dans (x,y, z), on a H = %, et donc [“, jﬂ = 0. Alors
(p) (t) = cste, c’est a dire que U'impulsion moyenne est conservée au cours du temps.

2. Pour une particule & une dimension, dans un double puits de potentiel symétrique,
H = 2= 4 V(x), si 'état |1)(0) > est une fonction paire (respect. impaire) a la date
t = 0, alors elle reste une fonction paire (respect. impaire) a tout instant t.

3. On a [ﬁ[, f[} = 0 naturellement. Donc <H> (t) = cste : l’énergie moyenne est

conservée. (Attention, on a supposé que opérateur H ne dépend pas du temps).

Remarques :

o Sur la brisure spontanée de symétrie, qui fait que certains états observés ne res-
pectent pas la symétrie de H. Ex : le crayon qui tombe, une particule dans un
double puits, ou la vie qui a la chiralité droite (on assimile pas le sucre “gauche”).
Q@

o Non conservation de la parité par 'interaction faible. (1956) @@Q. Toutes les autres
forces connues conservent la parité.
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6.1.3.2 Groupe de symétrie dynamique

De la relation [U(t), G()\)} =0, Vt,\, ondéduit que la dynamique est invariante

par les opérations de symétrie G()). En effet le diagramme de la figure 1) (a)
commute. On dit que le groupe d’opérateurs G(\) est un groupe de symétrie
dynamique.

> (o>

G(D E
00 UG /9\
WO> — 2= 0> v
(a) (b)

FIGURE 6.1.1 — (a) La relation de commutation [U(t), G’(A)] =0, Vt, A, signifie que partant
d’un état |1(0) >, il est équivalent de le transformer et le faire évoluer ensuite, ou 'inverse.
(b) La relation [f[, é()\)] = 0 montre que si ﬁ]w >= E| >alors [t >= G’W >est aussi

vecteur propre de méme énergie.

La relation [I:I,CA}’()\)} = 0 a pour conséquence que si f]|@/} >= FElip >, et si on

transforme |/ >= G|t >, alors
HY >= HG[Y >= GH|¢p >= EG|p) >= E[Y/ > (6.1.2)

donc ¢ > est aussi vecteur propre de H , de méme valeur propre E. Voir figure
6.1.1{(b).

Autrement dit ’espace propre d’énergie F est invariant par I'action du groupe.

Si [¢)') n’est pas colinéaire a [¢), on déduit que la valeur propre F est dégénérée.
Mais il se peut que |¢') soit colinéaire a |¢)). On verra plus loin une régle générale a
ce sujet (selon que le groupe de symétrie est commutatif ou non).
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Exemples simples
1. Pour une particule libre dans (z,y,2), on a H = %, et donc [ﬁ, f[] = 0. Or p est
le générateur des translations en espace. Il y a donc invariance de la dynamique
par translation spatiale. En termes plus simples, une particule libre aura la méme

évolution indépendamment de son point de départ.

2. On a []:I, ]:]} = 0 naturellement. Or H est le générateur des translations en temps.

Il y a donc invariance de la dynamique par translation temporelle. En termes plus
simples, une particule aura la méme évolution indépendamment de sa date de départ.

Exercice (TD) : réflexion d’un paquet d’onde sur un mur.

6.1.4 Impulsion totale et conservation

Considérons deux particules en interaction mutuelle, (comme un électron et un pro-
ton dans un atome d’hydrogéne). Supposons que cette interaction soit décrite par une
force dérivant de 1’énergie potentielle V(#; — #3) qui ne dépend que de la position relative
(¥ — ).

L’espace de Hilbert total est

Htot - 7‘[1 ® Hg - L2 (RS) ® L2 (Rg)

et le Hamiltonien total est 'opérateur :

-2 -2

2 P1 Pa - -
— L4 2 V(-7
2m1 2m2 (1 2)

L’énergie ne dépend donc que de la distance mutuelle 7; — 75 des deux particules.
Le systéme est donc invariant par translation de ’ensemble des deux parti-
cules, dont 'opérateur (de translation de \) agissant dans Hy est :

. i T, o
T; = exp <—ﬁp1. ) exp (—ﬁpg.)\)
1, o
= exp (_ﬁptoz&)\)

montrant que le générateur des translation de I’ensemble du systéme est 'opérateur im-
pulsion totale :

>

Diot = D1 + D2 : impulsion totale‘

(éappel : il S’agit en fait de Py = P ® Idy + Idy ® Pa, voir eqfs.1.1]).

2. Plus généralement, ce calcul montre que le générateur Gtot Ei’une transformation dans H;pr = H1 ®
Ho ... Hy est la somme des générateurs Giot = G1 B G2 ... B Gy.
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I’invariance par translation se traduit par les relations de commutation :

[HTA] ~0 (6.1.3)
[ﬁ,ﬁtot] —0 (6.1.4)

et ont pour conséquence que l'tmpulsion totale est conservée, que le systéme total
est invariant par translation spatiale.

<1%;fot> (t) = constante,

(Par exemple un atome d’hydrogéne aura le méme comportement quel que soit sa
position globale initiale).

Plus généralement en physique, I'invariance par translation d’un ensemble de particules
isolées est une propriété fondamentale qui est méme un principe en physique des particules
élémentaires (mais n’a plus de sens en relativité générale, car Pespace est courbe, et d’admet

pas d’isométrie en général).
Exercice 6.1.1. On considére 2 particules en interaction mutuelle. Le Hamiltonien est
~2 ~2
3 P1 P3 - =
H=_——+_-—=—+U (@ -7
2my  2mo (% )
1. Poser M = my + my. On considére le changement d’opérateurs (&, py, To, Pa) —
(f, ﬁ,)?, ﬁ) définis par

f - fg - fl
rel.: < | . _
{p =M (Mm1pa — mapi)
a - )_(: = % (mlfl + m2f2>
P =pi+po

Noter que X est la position du barycentre G, que P est I'impulsion totale et & la po-
sition relative des 2 particules. Montrer que les nouveaux opérateurs sont canoniques
(i.e. [z,p,;] = ihi, etc..). Déduire que lespace total s’écrit

Htot = Hl ® HQ = Hrel. X HG

2. Montrer que
FI = ﬁrel + ﬁG

A ]32
Hrel - % + U (f)
R =

Hy=—
oM
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mi1mso
mi+ma

ment, que Hg décrit le mouvement libre du barycentre et agit dans H g seulement.
On peut de maniére analogue ramener un probléme a N corps en interaction a la des-
cription du barycentre G libre découplé de (N — 1) corps. Plus généralement, pour
un groupe de symétrie, cette simplification s’appelle “la réduction symplectique”.

avec m = appelée la masse réduite. Noter que ﬁrez agit dans H,.; seule-

6.2 Groupe de symétrie dynamique commutatif : élec-
tron dans un potentiel périodique cristallin, spectre
en bandes.

ref : Sakurai p265. |J.J85].

Pour modéliser la dynamique des électrons dans un cristal, une approche simplificatrice
(approximative) et de négliger tout d’abord, l'interaction répulsive entre électrons. Cela
permet d’étudier la dynamique d’un électron individuellement.

Cet électron subit les forces électrostatiques exercées par les noyaux du cristal. Les
noyaux sont rangés de fagon périodique. On modélise donc ces forces par un potentiel V()
périodique, selon les trois translations élémentaires du cristal (voir figure :

V(F+h) =V (7+b) =V (F+5) =V (@), VieR,

Noter que la position d’un noyau se répéte comme Z . = aly + bly + clz avec a,b,c € 73
entiers. Cela forme le réseau cristallin.

=>@

®
\N_
I._______
I
1
I
I
I
I
I
|
N\
.________

¢
o ..

I

FIGURE 6.2.1 — Dans un cristal les atomes sont répartis de facon périodique. On note
1,15, 13 les cotés d’une maille élémentaire.
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La dynamique d’un électron est décrite par le Hamiltonien

~2
H=2 + V()

2m

(6.2.1)

6.2.1 Explication qualitative de la formation de bandes

Sans calcul, il y a une facon simple de deviner la structure des niveaux d’énergies
électronique dans un potentiel périodique :

Rappel : le potentiel Coulombien créé par un atome de charge +2 est
(eZ)el
Vir)=———"—-
(r) dmeg 1

Le potentiel créé par la structure réguliére d’atomes est la superposition de ces potentiels
individuels, voir figure [6.2.2

FIGURE 6.2.2 —

Pour un électron dans le potentiel d’'un atome pris individuellement, le spectre a basse

énergie est discret (comme Patome H). Les états stationnaires (orbitales atomiques) sont
localisées.

Mais a cause de la symétrie par rotation et du spin, les niveaux sont (quasi) dégénérés.
Rappel : pour 'atome H les niveaux d’énergie sont

8122

n2

En =

avec €1 = me'/(2h?) = 13,6 eV. et ensuite les autres nombres quantiques sont 0 <

I <n—-1,1<m <1, spin ==%1/2. On appelle états s,p,d, f,.. pour respectivement
1=0,1,2,3,.. Au total :

orbitales 1s | 2s | 2p | 3s | 3p
nombre de niveaux | 2 |2 |6 |2 |6
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On s’intéresse maintenant a un état discret donné pour ’atome seul. cad (n, [, m, spin =
+3) fixés.

o Si 2 atomes identiques voisins : Les orbitales atomiques sont réparties sur les 2
atomes (liante-anti-liante) donnant 2 niveaux sérrés

o Si 3 atomes identiques : on a de méme 3 niveaux sérrés.chaque fonction est répartie
sur les trois atomes.

o Si N atomes identiques (pour une mole, N ~ 10%.), il y aura N niveaux sérrés ~
bande d’énergie et une fonction d’onde stationnaire est répartie sur tout le cristal
appelée onde de Bloch.

Voir figure [6.2.3
La largeur de la bande dépend du recouvrement des orbitales atomiques. Donc
bandes étroites pour le niveau 1s et bandes plus larges au dessus.

E
-~ T
4 atome e 'i‘
" =
2 akomen I J\j‘ %ﬂ

FIGURE 6.2.3 —

Schéma parlant

Par I'imagination, on ressére les atomes (distance inter-atomes a : oo — 0). Les
orbitales se recouvrent de plus en plus, alors les bandes passent de largeur 0 (dégénérés) a
trés larges (car recouvrement)

Par ex : Sodium qui a 11 électrons par atome, et un écart entre atomes a = 3.7, voir
figures [6.2.4] Le remplissage des niveaux par les électrons donne la figure [6.2.5

6.2.2 Ondes de Bloch

Reprenons maintenant le probléme qui est de calculer le spectre de I'opérateur
en utilisant les symétries du probléme.

Le but est de montrer que les symétries par translations sont responsables de la structure
en bande du spectre.

Considérons les trois opérateurs unitaires de translations d’une maille élémentaire,
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FIGURE 6.2.4 —
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FIGURE 6.2.5 —
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T17T27T3 :

La périodicité du potentiel se traduit par les relations de commutations :
[HT} —0, i=1,23

On a aussi : o
175 =0, viji=1,23

Montrant que le groupe de symétrie dynamique sont les translations discretes du
réseau, et que c’est un groupe commutatif.

Démonstration. la relation [Tl,f}] = 0 découle de [p;, p;] = 0 (car les opérations de dérivation
commutent). Pour montrer [I:[ ,Tz} =0, il faut utiliser :

Ty =T (.%Jr f) (6.2.2)
Cela découle de Z|z >= Z|Z >, et T;|& >= |+ I; >, obtenu en eq. (2.1.11). Ainsi pour tout état
|Z >, on afn’fﬂ:ﬁ’ >= £|f+l: >= (3? l:) |:E'—|—l_; >. Et de méme 7} (a%—i—l_; |7 >= (:i"’—l— l:) TZ|5C’ >=

(f + f;) |7 —1—1_; >. Donc & TZ = Tz (3} —I—ZZ' . On déduit progressivement, que cela est aussi vrai
s

pour toute fonction V' (z), (d’abord sur les monoémes, puis polynémes,...) ¢’est a dire :
V() =TV (3+1)

dans notre cas, V (:%'—i— l:) =V (:fc’) ; par ailleurs [Tz,ﬁ = 0 donc [ﬁ,ﬂ} = 0.

(I 2

]

Ensuite, d’aprés la propriété de base page 231} afin d’étudier le spectre en énergie de

~

H,
on cherche d’abord les vecteurs propres communs de Tl,TQ,Tg.
Ces trois opérateurs sont unitaires, et donc leur valeurs propres sont des nombres com-
plexes de module 1, que 'on peut donc écrire sous la forme e %k k = 1,2, 3.
En effet si Ty[¢) >= A|ip >, alors |¢p >= Ty Ty|yp >= T Ty >= A\|t) >, done |A| = 1.

On note :

Tilp >= e i >, k=1,2,3

et 'espace de Hilbert des vecteurs propres communs de T 1,T2,T3, de valeur propre
respectives (e71, e73 e7%3) sera noté H (o1, P2, ¢3). Clest a dire

W> € H <90179027303> <~ Tk"w >= e_i‘Pk-hb >, k= 17273
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Cette derniére équation est équivalente a :

W(E+ 1) = p(T), k=123 (6.2.3)

En effet, (voir aussi eqf2.1.9) :

—

Y(& — I) = (T — L) = (@|Ti|w) = e < Ty >
= e 1)

Ainsi, & G = (¢1, 02, 03) € [0,27[3 fixés, la fonction d’onde ¢ est déterminée par sa
valeur qu’elle prend dans une cellule du cristal, voir figure (6.2.1).

L’équation (6.2.3)) est appelée conditions de Bloch, montrant que la fonction d’onde
|t > est périodique & une phase prés.

Une telle fonction d’onde est appelée onde de Bloch.

6.2.2.1 Spectre en bandes

Pour @ = (1, 2, p3) € [0, 27[> fixés, c’est a dire dans I'espace de Hilbert H (&), il suffit
ensuite de résoudre ’équation de Schrédinger

La résolution de cette équation, donne pour ¢ fixé, un spectre d’énergie discret, :

FE~

én, n=20,1,2...

et ¥z, est une fonction d’onde vérifiant les conditions de Bloch (6.2.3)).

Noter que grace a la périodicité, au lieu de résoudre I’équation de Schrédinger dans
tout le cristal, on est ramené a la résoudre dans une cellule seulement. Si il n’y a pas de
symétrie supplémentaire, on ne peut rien dire de plus. Le spectre est discret en effet car
une cellule est compacte (comme un puits de potentiel). Voir argument de la figure m
(Les conditions de périodicité peuvent s’interpréter en disant que grace a la périodicité,
I'espace de configuration est devenu un tore T?).

A n fixé, et pour différent F, la valeur Ez, parcourt un ensemble d’énergies appelée
bande d’énergie. Chaque bande est indicée par la valeur de n.

La figure montre l'allure des bandes d’énergie ainsi obtenues.

Un intervalle d’énergie n’appartenant a aucune bande est appelé bande interdite.

Réseau réciproque : les trois vecteurs l:, l;, l?; caractérisent le réseau cristallin et forment
une base de R3. Le réseau dual (au sens de 1’algebre linéaire, voirs cours de M1 [Faul0Ob]),
noté ki, ky, ks € (R*)" = R3 est défini par

- —

k’ll] — 5ij
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E

projection

l <— recouvrement

<— Bande interdite

<—Bande d’énergie

0 h/(21) P

FIGURE 6.2.6 — Allure du spectre d’énergie d’un électron dans un potentiel périodique. On
a représenté seulement la dépendance en ¢ € [—7, 7.

C’est, donc la base duale dans ’espace dual. Les angles de Bloch sont les composantes d’un
vecteur dual k € (R3)" par rapport & ce réseau réciproque :

k = o1k + ok + o3k
On associe aussi p = hk. Ainsi :
Pl = hk.l; = he;, j=1,2,3
On peut écrire la fonction d’onde sous la forme :
(@) = & up(@)

avec u, (7) qui est périodique (périodicité du réseau et sans phase), car :

- 7 T i N 2 S L R SRy § gy L |
up(x—i-ll)—w(x—i-ll)e heth =) (F)ere e R

3 3 — E 2 s . —
ainsi ¢(Z) est comme une onde plane e'= , modulée périodiquement par wu, (Z). Pour ces
raisons de forte similarité avec I'impulsion, le paramétre p’est appelée la quasi-impulsion.
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Remarques

o Eq s’écrit aussi :
. Pl Pl
Tkl >= exp —i |t >= exp —i v >, k=1,2,3

montrant aussi I’analogie entre la quasi-impulsion p’ et une impulsion.

o Noter aussi que si le cristal a une symétrie de parité QQ, alors £_,,, = E), ,, qui se
traduit par une symétrie des bandes.

o Prés du minimum d’énergie d’'une bande, avec un développement limité, on peut
approximer E,(p) par une parabole, et écrire :

pi

2m*

En (pl) - EO +

la coefficient m* s’appelle la masse effective de 1'électron. En effet un paquet
d’onde électronique situé prés du bas de la bande, aura les méme propriétés dyna-
miques qu'une particule libre de masse m*.

o Par exemple dans le Germanium, m* = 0,6 m..

o En fait, comme p'a trois composantes, m* est un tenseur symétrique de rang 3. (voir
formule sur le développement limité Q@).

o Prés du maximum d’énergie d’une bande, on peut aussi approximer E, (p) par une

parabole, et écrire :
2
P1

E, = Fy—
(Pl) 0 ome

la coefficient m; s’appelle la masse effective des trous. (voir cours de physique du
solide).

Résumé Il faut retenir le double aspect d’une onde de Bloch décrivant un électron dans
un cristal :
o nature d’électron libre car étendu sur tout le cristal, comme une onde plane, et
le spectre est continu dans une bande.
o nature d’électron lié : car modulation de 'onde autour de chaque atome et ca-
ractére discret de 'indice de bande n.
En d’autres termes, le spectre d’énergie en bande a une partie discréte (I'indice n), liée a
des écarts d’énergie AE grands, car reliés a la dynamique & une petite échelle de temps 7
au sein d’une cellule du cristal (relation d’incertitude 7 AE ~ h), et une partie continue
(indice ¢ ou p ) lié & la dynamique balistique & plus grande échelle de temps a travers le
cristal.
En termes simples, ’aspect discret des différentes bandes est lié au détail du potentiel
dans une cellule du cristal, alors que ’aspect continu des bandes est relié a I'invariance par
translation des cellules dans le cristal.
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Manifestation physique de la structure en bandes Comment expliquer que certains
matériaux sont isolants comme le soufre, avec une résistivité énorme :

~ 1017
Psoufre = 107" Q.cm

et que d’autres sont conducteurs comme le cuivre :
~ —6
Penivre = 1, 7107°Q.em

et d’ott vient une telle différence (23 ordres de grandeurs!) ?

Pour ces matériaux qui sont des cristaux, la structure en bandes d’énergies est essentielle
pour expliquer I'existence de matériaux isolants et matériaux conducteurs. Il y a un grand
nombre d’électrons dans un cristal, et ils sont soumis au principe d’exclusion de Pauli.
Ainsi ces électrons occupent les états de plus basse énergie des bandes, a raison de un
¢lectron par état, voir figure [6.2.7]

Lorsque ces électrons remplissent entiérement certaines bandes (dites de valence) et
laisse les suivantes complétement vides, cela donne un matériau isolant. En effet les élec-
trons sont figés dans leur état quantique, et ne peuvent changer d’état car les états voisins
sont déja occupés. Il n'ont pas assez d’énergie pour atteindre la bande supérieure qui est
vide. Ils peuvent cependant I'atteindre mais avec une probabilité ~ exp (—AE/kT) oi AE
est la largeur du gap. Noter que kT ~ 1/40eV a température ambiante, et que AE peut
atteindre plusieurs eV. Cela explique la trés faible valeur de la conductivité des isolants.

Au contraire si la derniére bande (dites de conduction) est partiellement remplie, cela
donne un matériau conducteur (conducteur du courant et de la chaleur), comme dans le cas
du Sodium, figure[6.2.5] car il y a des états quantiques inoccupés preés des électrons qui sont
au seuil du remplissage. Le moindre champ électrique appliqué permet a ces électrons de
changer d’état et de se déplacer, engendrant un courant électrique. (Voir cours de physique
du solide).

Le spectre en bande d’un cristal est a ’origine de la technologie des 1/2 semi-conducteurs.
(Voir cours de physique du solide).

Exercices :
o déterminer la densité de niveaux dans certains cas QQ,
o Probléme sur le spectre de Hofstader, voir examen novembre 2002.
o TD : Modéle de potentiel périodique avec faible couplages @@,

6.3 Groupe non commutatif : les rotations et le moment
angulaire

Dans le paragraphe précédent nous avons vu comment utiliser une symétrie associée a

un groupe commutatif (le groupe des translations en espace), pour trouver le spectre de
H.
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E E
<— Niveau de Fermi
o Excitations possibles
excitation L L
peu probable <
Isolant Conducteur

FIGURE 6.2.7 — Schéma du remplissage des bandes, expliquant la différence isolant-
conducteurs.

Dans ce paragraphe, on considére des problémes qui ont une symétrie par rotation,
comme c’est la cas pour un électron en orbite autour du proton dans I’atome d’hydrogéne.

On va aussi appliquer les propriétés générales énoncées ci-dessus, mais comme nous
'avons vu en page [185] le groupe des rotations est non commutatif, et cela apporte quelque
chose de nouveau.

Supposons donc que H est invariant par rotations, ce qui se traduit par :

[}?ﬁ (a),H] —0, Vi,a (6.3.1)

ou

~

{Rﬁ (a),U(t)] —0, Yi,a,t

A

ou Rz (a) est Popérateur de rotation d'un angle «, autour de l’axe .

Exemple Un exemple simple et important est le cas d’'une particule dans un potentiel
central, cad ne dépendant que de la distance r & I'origine, et non de la direction :

y P 2 (13
H=—+V({r), H=L"(R
2m (r) ( )
C’est le cas par exemple pour 'atome d’hydrogéne ou V (r) = —4;52 -, mais cela peut aussi

concerner un électron libre dans une sphére métallique de rayon R, (V(r) = 0 a l'intérieur,
r < R,etV = oo alextérieur, r > R).

6.3.1 Générateurs du groupe de rotation dans H g = L? (R?)
Réf : Sakurai p196. |1.J85].
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Un systéme quantique général peut étre composé de plusieurs particules ayant des
degrés de liberté spatiaux et de spin.

Nous avons vu l'expression de 'opérateur rotation Ry () dans lespace quantique du
Spin Hpin- Ses générateurs ont été défini en eq.(187).

Intéressons nous maintenant & la partie spatiale, par exemple a une particule sans spin.
Son état quantique est donc spécifié par sa fonction d’onde ¢ € Hegpace = L* (R3). On va
chercher I'expression des opérateurs rotation et de ses générateurs.

La rotation d’'un angle o autour de I'axe z de la fonction d’onde 1) s’exprime en coor-
données sphériques (r, 6, @) par :

W (1,0,0) = (Re (@) %) (r.6,9) = v (10,0 — ) (6:3.2)

voir figure [6.3.1

FIGURE 6.3.1 — Rotation d'un angle « autour de z, montrant que ' (r,0,¢) =

<Rz (@) ¢> (r,0,0) = (r,0,0 — ).

Or par définition du générateur L, on doit avoir :

- L
R, (o) = exp (—if@)

on peut trouver alors L en dérivant par rapport a « (et posant o = 0) :

v
(H) %
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donnant :

Remarquer que ce résultat est analogue & p, = %% obtenu figure , générateur des
translations.

6.3.1.1 Ecriture vectorielle indépendante des coordonnées

Propriété A
les générateurs des rotations dans Hespace = L* (R?), noté L = (ﬁx,Ly,iz> est

donné par :

A R . Lx =YPz — ZPy = —ih (yaz - Zay)
L=7FANp=<¢ L,=z2p, —axp, = —ih (20, — x0,)
L, =xp, — yp, = —ih (x0, — y0,)

L’opérateur de rotation d’une fonction d’onde d’un angle o autour de Uaxe 1, ||| =

1, est donné par
. L.i
R; (o) = exp (—i%a)

Démonstration. On écrit d’apreés les lois de changement de variable dans les dérivées partielles

0 or 0 Oy d 0z 0
= —th— = —ih + =+ —
o 890 oz Opdy Oy 0z
or x =rsinfcosy, y =rsinfsinyp, z = rcosf, donc gx = —rsinfsin p = —y, etc, donnant

etc. A
Preuve graphique : on vérifie dans le cas particulier L,= (E) = (F A ) = p.py, voir figure
4 z

, avec p = rsind, et p, = 7 du, et du = pdyp, donnant bien L, = h D5 La relation valable
pour l'axe z est en fait valable pour toute direction, car il n’y a pas de dlrectlon privilégiée.

]

Remarques :
o L’expression du générateurs des rotations L = 7 A p’ est identique en mécanique
classique. (Le vérifier dans le cas de L, avec les équations de Hamilton).
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FIGURE 6.3.2 —

o Pour une expression en coordonnées sphériques, voir Cohen [CBF]| p.667. Cette
expression montre comme attendu que la variable r n’intervient pas.

o Une rotation de 27 d’une fonction d’onde la laisse inchangée, donc, (contrairement
au rotations du spin 1/2 dans Pespace Hyi,), on a pour les rotation dans Iespace
R3 :

R (2n) = Id (6.3.3)
Ici pour la rotation de la fonction d’onde spatiale, une rotation dans I'espace (x,y, 2)
est caractérisée par une matrice 3 x 3, Orthogonale, de déterminant 1, car conserve
'orientation (dite Spéciale), il s’agit donc du groupe de matrices noté SO(3), voir
Sakurai p169.
Rappel : Le groupe de rotation du spin est identifié au groupe SU(2), voir page
et vérifiait. Ry (27) = —Id.

6.3.1.2 Relations de commutations

On a

(Lo, L,] = ihL. (6.3.4)
[L,, L.] = ihL,
(L., L) = ihL,

Ce sont les “relations de commutation de I’al-
gébre de Lie du groupe de rotation SO (3)”.
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preuve (TD) : ces relations ont déja été calculées pour le groupe de rotation du spin, voir
eq{d.5.1] Elle traduisent la non commutativité du groupe de rotation. Mais on peut les calculer a
nouveau directement ici :

[L:r:v Ly] = [ypz — 2Py, ZPx — sz]
= YDz me Z] + pyx [Zapz]
= th(zpy — yp) = ihL,

car [z,p.] = ih.

6.3.2 Moment angulaire total et conservation

Considérons un systéme quelconque constitué de plusieurs particules ayant chacune un
spin 1/2 ou non.

En général, il peut y avoir des interactions entre ces particules et des interactions entre
le mouvement des particules et leur spin (en effet une particule chargée en mouvement crée
un champ B qui agit sur le moment magnétique de spin), et aussi des interactions entre
les spins, pour la méme raison.

Cependant on suppose que le systéme total est isolé, et par conséquent qu’il est
invariant par une rotation globale du systéme.

Voir figure m Dans cet exemple, 'espace de Hilbert total est (en supposant les
particules discernables)

7-[tot - Hespacel & Hspinl ® Hespace? X %spinQ

8
7
S1 g .
/ > ]
1 2 Rotation T . s,
globale 23

FIGURE 6.3.3 — Une rotation globale s’applique sur la position et aussi le spin de chaque
particule.

6.3.2.1 Exemples de termes d’interaction invariants par une rotation globale

Entre le mouvement d’une particule et un spin il peut y avoir le couplage dit “spin-
orbite” :
Hspin—orbite =A Sl-Ll
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ol A est une constante avec la bonne dimension.
Entre deux spins, il peut y avoir un couplage de type “spin-spin” :

A

Hspin—spin =B SI'SQ

6.3.2.2 Moment angulaire total

L’opérateur de rotation du systéme total d’un angle o autour de 'axe u est :

avec

Liy=1L1+8 +Ls+S, :moment angulaire total (6.3.5)

Montrant que le moment angulaire total (la somme des générateurs) est le
générateur des rotation globales du systéme.
L’invariance par rotation globale du systéme, s’écrit :

[, L] =0
ou de facon équivalente :
@), L] =0, [H Bia(@)] =0, [0), R (@)] =0,

pour tous t, u, .
La loi de conservation qui en découle est la conservation du moment angulaire total :

<itot> (t) = constante/t

(et plus généralement la conservation de la distribution de L, d’aprés page [234)).
De facon équivalente, on a la relation

Vf[, a, [ﬁ7 Rtot,f[ (Oé):| = O, Rtotﬂ (O{) = exXp (—%aﬁ.zwt)

qui s’interpréte en disant que les espaces propres de H sont invariants par les
rotations globales.

Remarquer finalement que les opérateurs (f,tot,z, I:totyy, ﬁtot,z> vérifient les relations de
I’algébre de rotation ((6.3.4)).
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6.3.3 [Espace de représentation réductible et irréductible d’un groupe

En termes mathématiques, un espace vectoriel invariant par les transformations d’un
groupe d’opérateurs, est appelé espace de représentation du groupe.

Par exemple, ci-dessus, 'espace total Hix est un espace de repesentatlon du roupe
de rotation. Si H posséde une symétrie de rotation alors d’apreés eq , page |2 5 les
espace propres de H sont aussi des espaces de représentation du groupe.

Définition Un espace vectoriel H qui est espace de représentation d’un groupe est
dit réductible si il se décompose :

H="H &H,

ot Hy et Ho sont des espaces ausst invariants par le groupe.
Sinon, on dit que H est un espace de représentation trréductible du groupe.

Pour illustrer simplement cette notion, considérons le groupe de rotation autour de
'axe z, qui agit dans I'espace (de représentation) R3. On observe que le plan (z,y) est
invariant et de méme pour l'axe z seul. Ainsi pour ce groupe de rotation, I'espace R? est
réductible :

R R}%lanw y S¥ Razez

Mais le plan (x,y) et I'axe z sont eux irréductibles. Voir figure m

z axe z

Lj rotation

_— Plan x,y

X

FIGURE 6.3.4 —

Nous allons voir dans la suite, page 268 que cette notion d’espace irréductible est
trés importante : nous allons montrer que les espaces propres d’énergie d’'un Hamiltonien
invariant par rotation sont des espaces de représentation irréductible dans le cas général.

Mais avant cela, nous allons caractériser précisément ces espaces de représentation
irréductibles.
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6.3.4 [Espace de représentation irréductible d’un groupe commu-
tatif

Propriété : Pour un groupe commutatif unitaire sur un espace de Hilbert
complexe, les espaces de représentations irréductibles sont de dimension 1.

Démonstration. Siles opérateurs de groupes G, Go. .. (ou générateurs d’un groupe commutatif)
vérifient [@Z, @j} = 0, alors les vecteurs propres communs (qui existent et forment un base d’aprés

page [231]) sont une décomposition de I'espace total en espaces de dimension 1. Chacun de ces
vecteurs propres engendre un espace qui est invariant et de dimension 1 donc irréductible.

]

Remarques Sur un espace vectoriel réel, ce n’est pas vrai car un opérateur méme sy-
métrique, n’est pas toujours diagonalisable. Il peut y avoir des espaces irréductibles de
dimension 2 comme sur la figure [6.3.4}

6.3.5 Espaces de représentation irréductibles des groupes de ro-
tation SU(2) et SO(3)

Ref : Sakurai [J.J85] p. 188, Cohen [CBE] p. 653.

Nous allons voir maintenant que ’aspect non commutatif du groupe de rotation étudié
) . I ', L . )
page (189} joue donc un role important, car il “permet” aux espaces irréductibles notés D;
d’avoir une dimension supérieure a 1.

(Ce paragraphe est un peu technique. Mais on aura besoin de ses résultats dans la
suite. )

On s’intéresse ici a des opérateurs unitaires de rotations qui agissent dans un espace de
Hilbert donné H. On s’intéresse d’abord aux générateurs des rotations unitaires agissant
dans cet espace.
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Propriété Soient des opérateurs autoadjoints jx, jy, J, dans un espace de Hilbert
H, vérifiant l'algébre de Lie du groupe de rotation :

[jx,jy} = z'hjz, etc...
alors J:=J?+ J2 + J2 commute avec tous les éléments de Ualgebre de Lie :
[2.4] = [7.4) = [7.4] =0
Le spectre commun des opérateurs J, et J? est de la forme

PG m >= 025 + 1)l m >
J.|3,m >=mhl|j,m >

ou j est entier ou demi-entier (j =0, %, 1, %,2, .. ) et

m=—j,—j+1,...,45 : prend (25 + 1) valeurs

On définit les opérateurs d’échelle

Nt .
(noter que (J,) = J), vérifiant :

[L, j_] — 2hJ, (6.3.8)
oo | = #n
AR
et : .
Jiljym >=[(j —m) (G +m+ DI hljm+1>
Jlgom >=[(j +m) (j —m+ DI hljm —1>
Voir figure [6.5.5
A j fizé, les vecteurs |j,m > m = —j,—j+1,...+ j forment donc une base ortho-

normée d’un espace noté D;, de dimension (2j + 1). L’espace D; est un espace de
représentation irréductible du groupe de rotation.

Tout espace de représentation du groupe des rotations peut se décomposer comme la
somme d’espaces irréductibles :

H=D;, ®D;, ...

(avec des indices qui peuvent se répéter).
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JA
J+ J+ : etc... J_

27N 7N £ N . u
—_— e — —_— —_ j= 2
_ . — —_— j=3/2 H;/»

— = — H,

SR — =172 Hyp

I J:O :HO

FIGURE 6.3.5 — Schéma des vecteurs propres communs de J, et jz) notés |j, m >, et action
des opérateurs d’échelle J.. Les vecteurs |j,m) de la ligne j, avec m = —j — +j, forment
une base de I'espace H;.

Démonstration. (*) Noter que la situation est trés similaire au spectre de l'oscillateur Harmo-
nique, avec les opérateur a,at, N, voir page u En général pour 3 opérateurs A, B,C' on
a
[AB,C] = ABC — CAB = A([B,C|+CB) - CAB
=A[B,C|+[A,C]B

En particulier pour 2 opérateurs, [AQ, B] = A[A, B] + [A, B] A donc
[J2, 0] = [J2, 0] + [Jg, J:) = ih (= Judy — Jydo + JyJo + Jody) =0

. De méme on peut montrer que [JZ, Jm] = [JZ, Jy] = 0. Comme J2 et J, commutent, ils possédent
une base de vecteurs propres communs. Notons |a, m > un vecteur propre commun des opérateurs

j2 et jz:

Ja,m >= hala,m > acR
J.|a,m >= hm|a,m > | meR
Noter que
[‘]—HJ—] = |:(jx+l Ay) 5 ( Am —1 Ay)}
= i [ dy| + 1 [y, | = 2n .
et o o X R A .
aidi| = [T daidy| = indy i (<ind,) = £hs
et

Lﬁﬂ&}zo

Remarque : Les trois générateurs I, jy, J, forment une base de I’algebre de Lie (espace vectoriel
de dimension trois), dite algébre de Lie so(3) ou su(2). Les trois générateurs J,, J, J_ forment une
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autre base de cette méme algébre, qui est plus intéressante, pour les relations de commutations
(Cette base s’appelle la décomposition de Cartan de lalgebre su(2) compléxifiée. Voir page
103)).

On a :

jz (ji\a,m >> = (:thji + jijz) la, m >
=h(£l+4+m) (ji|a,m >)
) J? (ji\a,m >> = JiJ?|a,m >= h%a (ji\a,m >>
donc on pose :

1 o
la,m' =m+1>= — (Ji\a,m >>
C+

ol c+ est une constante réelle positive, de normalisation, & déterminer.
Ainsi a partir du vecteur |a, m >, on construit un vecteur |a, m=+1 >, etc.... Cette construction

s’arréte lorsque le vecteur (ji|a, m >> est nul.
On a
a—m?=<a,mlJ?— Jj,m >

1 A A A A
= 5 < a7m|‘]+‘]*+‘]*°]+‘aam>

1 ~ 2 “ 2
:2<W4mm>H+whmm>H>zo
(on a utilise J2 = J2+ J2+J2 =1 (J}Jl + J}Jl) +J2)
donc
a > m?

donc la construction ci-dessus s’arréte forcément & disons Myin < M < Mypaz, c'est a dire :

Jila, mpaz >=0,

J_|a, mpin >=0.
et Mupazr €t My sont séparés par un entier :

Mmaz = Mmin TN, NE N

ﬂ:ﬁ+ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬂhL+hL)
=J2+J.J —hJ,
=J 4+ J J +hJ,
Cette relation appliquée & |a, Mpqar > €t |a, My > donne
2

a= mmax + Mmazx

2
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donnant :

(mmin + n)2 + (mmzn + n) = m72n1n + Mmin

= n2 =+ 2n Mmin + Mumin +n+ Mmin = 0
Snn+1)4+2mpmm(n+1)=0

n
© Munin = 5
Donc mmaz = Mmin +n = 35, et on pose
7= Mpmaz = 5 :  entier ou demi — entier
alors
a=j(+1)
et

m=—j,...,+j: (2j+1) valeurs

Normalisation, choix de c4 :
si |7, m > est normalisé, on a

e ml? [[14sm 4+ 1 > =< j,m|J_Jilj,m >
=< j,m|J? - J? —hJ.|j,m >
=1 (j(j +1) —m(m+1))

et de méme pour c_.
D’aprés ci-dessus, chaque espace D; est de dimension (2j + 1), et les opérateurs Jy,J,
agissent a l'intérieur de chaque espace D;. Il en est de méme par conséquent, pour les opéra-

teurs (J_,E, Jy, Jz) qui s’obtiennent par combinaisons linéaires, et pour les opérateurs de rotation

R, (o) = exp (—z’J}a/h), ]%y, R,. Donc chaque espace D; est invariant par le groupe de rotation :
c’est un espace de représentation du groupe de rotation. Chaque espace D; ne peut se décomposer
en somme de deux espaces invariants par le groupe de rotation (i.e. Dj # H1 @ Ha, avec Hi et Ha
invariants). On le devine en effet, car & partir de tout vecteur |j,m >, on peut obtenir |j,m’ >
par actions répétées de J+. Donc D; est un espace de représentation irréductible du groupe de
rotation.

]

Représentations irréductibles des groupes de rotation SO(3) (Rotation de l’es-
pace) et SU(2) (Rotation du spin).

On a d’aprés (6.3.6)

A

L,
R, (27) |j,m >= exp (—iﬁ%r) |7, m >=exp (—im2x)|j,m >

B |7,m > si m entier
| —lj,m > sim demi— entier

par conséquent :
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o Si D; est une représentation du groupe de rotation SO(3), il faut que R(2r) = I,
(voir [6.3.3)), et donc il faut que j (et donc m) soit entier. Dans ce cas, on note :

l=j=0,1,23,...

Les espaces de représentations irréductibles du groupe SO(3) sont donc seulement les
espaces D, caractérisées par ’entier [. Remarquer que D; est de dimension impaire
(20 +1).

o Si D; est une représentation du groupe de rotation du spin 1/2 (groupe
SU(2)), il faut que R(4w) = Id, et donc toutes les valeurs de j sont permises :

1.3
=0,-,1,=,2...
I 0y
Les espaces de représentations irréductibles du groupe SU(2) sont tous les espaces
D;, caractérisées par 'entier ou demi-entier j.

Remarques
o De larelation [jz, f] = 0, on déduit que [fz, }?i] = (0 pour tout opérateur de rotation

Rg’g = exp (—ifﬁ@/h). On dit alors que J? est un opérateur de Casimir du
groupe de rotation. Il en résulte que un espace de représentation irréductible D; est
un espace propre de J? (voir page , et comme le montre la relation
la valeur propre associée est i%j(j + 1). Les espaces irréductibles D; sont donc
caractérisés (et classifiés) par la valeur propre h%j(j + 1) de J* (directement relié
a l'indice j). C’est le grand intérét des opérateurs de Casimir. Cela se généralise
pour d’autres groupes. Voir par exemple page [286] pour le groupe de Poincaré en
relativité.

o Les vecteurs |j,m >, m = —j,...+ j forment une base de 'espace D;. Ces vecteurs
sont vecteurs propres de J;, et le choix de cette base dépend donc du choix de 'axe
z.

Exemples déja rencontrés d’espaces irréductibles D;

1. Pour décrire le spin 1/2, 'espace Hyi = C? de dimension 2 et les opérateurs
S introduit & la section , sidentifie avec I'espace D/ pour j = 1/2, et aux
opérateurs J introduits ici.

2. L’espace ordinaire R? est naturellement un espace de représentation irréductible
du groupe de rotation SO(3). On devine alors que R? s’identifie & I’espace D;_;.
Il reste a identifier les 3 vecteurs de base |l = 1,m = —1,0,+1 >, dans ce cas, a
partir des 3 vecteurs de base de R3, notés ici |z), |y), |2).

(a) Premiére étape : on se permet de considérer des vecteurs a composantes com-
plexes, comme |V) = a|z) + Bly) + 7|z), «,B,¢ € C. On considére donc C3
(I'espace compléxifié de R?).
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cosf —sinf 0
(b) leresolution : 'expression de la matrice de rotation R, (f) = | —sinf cosf 0 | =
0 0 1
e~ %L donne
0 -1 0
dR, (0
Lzzih(%> =ih| 1 0 0
=0 0 0 O
Les 3 valeurs propres de cette matrice sont mh avec m = —1,0, 41 et les vecteurs
propres associés sont |l = 1,m = 1) = |z)+i|y), | =1,m=0) = |2), [l =1,m =

—1) = |z} —ily).

(¢) Remarque : d’aprés ’étude des harmoniques sphériques, faite plus loin, voir ta-
bleau page 264} on retrouve ce résultat (d’aprés o = sin cos p,y = sinfsin p,z =
cos f)

l=1,m=1) =Y, xsinfe”  |z) + ily) (6.3.9)
l=1,m=0)=Y; oxcost x |z)

l=1,m=-1)=Y]_; ocsinfe ™ o 1) — i|y)

6.3.6 Application : calcul du spectre du rotateur rigide

Nous avons dit plus tot que grace aux symétries d’un probléme, ici I'invariance par
rotation, il était plus aisé de calculer le spectre d’énergie.

Prenons dans ce paragraphe, 'exemple d'un molécule diatomique rigide, ou rota-
teur rigide. (On ignore ici les mouvement de vibrations de la molécule car on considére
qu'’ils sont trop rigides). Seul le mouvement de rotation de la molécule est considéré.

axe de rotation

2

FIGURE 6.3.6 — Schéma d’une molécule diatomique rigide, et de I’équivalence par un masse

réduite p = k]}{f@. Le mouvement de la particule réduite est sur une sphére de rayon
To = |T‘1 — 7"2|.

(ref Bransden p272 [BC89|, Cohen p720 [CBE]).
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6.3.6.1 L’espace de Hilbert des états quantiques

Le mouvement de la particule réduite est sur la sphere S%; voir figure (6.3.6)), et Uespace
quantique de Hilbert est donc

H=L(S?

constitué par les fonctions d’onde ¢ (6, ¢) dépendant d’un point (6, ¢) sur la sphére. La
sphére est en effet 1’espace de configuration.
On note par :

6, ¢ >

la “fonction d’onde” de position (distribution de Dirac) localisée au point (6, ¢). Autrement
dit pour ¢ € H,

Y (0, 0) = (0, pl0).

La relation de fermeture en position (sur la sphére) s’écrit alors :

™ 2w
= [ @ [ sin@dopoo.cl = [[0.006dd0  (6310)
0 0
avec dS) = df sin(6) dp qui est 'élément d’angle solide sur la sphére S2.

6.3.6.2 L’opérateur Hamiltonien
En mécanique classique, 'énergie (cinétique) de la molécule est
Lo 1 59 L?
21

avec le moment d’inertie I = pr2, et le moment angulaire L = rop = ropuvy = ropurow = Iw.
En mécanique quantique nous considérons donc 'opérateur Hamiltonien suivant agis-
sant dans l'espace H = L?(S?) :

a

ou X
[*=L2+ L+ L2

Nous cherchons le spectre d’énergie discret de H.

6.3.6.3 Spectre de H

(cf Cohen p725 [CBEL]).
On utilisera le résultat mathématiques suivant.
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Théoréme 6.3.1. Dans l’espace de Hilbert H = L? (S?), chaque espace de représentation
wrréductible Dy, 1 =0,1,2, ... apparait une fois et une seule :

H=1*(5*) =PD
=0

Démonstration. Voir [FaulOb] (ou[Seg95] qui montre que cela découle du théoréme de
Peter-Weyl du groupe SO(3)).

On notera |[,m), m = —I,... + [ les vecteurs de base de D;. On a [ﬁ, ﬁx} = 0,
[[:[, iy] =0, [ﬁ[,ﬁy} = 0, mais [L,, L,] = ihL, # 0, donc on ne peut pas chercher les

vecteurs propres communs de L, et L,. Par contre [L? L.] = 0 donc H, L? L, sont trois
opérateurs qui commutent entre eux. On peut donc appliquer la propriété page [231} et
s’intéresser aux vecteurs propres communs de L? et L. O

Il s’agit ici du groupe SO(3), et ces vecteurs propres communs, sont justement donnés par
la propriété page [255] avec [ = j entier. Ces vecteurs sont notés :

im> 1=0,1,2,... m=—l,...,+l

et appelés Harmoniques sphériques. On obtient ainsi le spectre du rotateur rigide (uti-
lisant L?|l,m) = R (I + 1) |l,m)) :

; 1
H|l,m >= E|l,m >, E = §h21(1+1), 1=0,1,2,... m=—1,...,+l
(6.3.11)

(remarque : le théoréme nous garanti qu’il n’y a pas d’autres niveaux).
I’écart entre les premiers niveaux est donc de 1'ordre
AE =—=1,310"eV
21
La valeur numérique est donnée ici pour la molécule HCI, montrant que les écarts corres-
pondent a des transitions dans l'infra-rouge. Voir figure [6.3.7]

Remarques
o Comme attendu dans le cas général, (figure , chaque espace propre d’énergie
E, est un espace invariant par le groupe de rotation, ici D;.
o Le fait que le groupe de rotation soit non commutatif permet que les espaces de
représentations irréductibles soient de dimension supérieure & 1, et donc que les
espaces propres soient de dimension supérieure a 1.
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E

A

! etc...

; Eis

E E1=2

I E._;
______________________ —_—, e - >

-3 -2 -1 0 \ 1 2 3 m
El=0

FIGURE 6.3.7 — Spectre E; = 5zh*l (I + 1) du rotateur rigide.

Alinsi la dégénérescence du spectre du rotateur rigide est d’une part due a la symétrie
par rotation, et d’autre part due a la non commutativité des rotations. (On verra la
propriété générale ci-dessous, page [266|).

o Voir les conséquences expérimentales observables du spectre du rotateur rigide, cf
Cohen p728 [CBE]. (TD?)

6.3.6.4 Les Harmoniques sphériques

cf Cohen p668 [CBF|. @@ Ré-écrire ce paragraphe, voir Stenberg p.185 [Ste94] @@.

Il nous reste & déterminer la fonction d’onde de chaque état stationnaire harmonique
sphérique |I,m).

La fonction d’onde de ’harmonique sphérique |I,m) est notée :

Yim (0,0) =< 0,¢[l,m >

Leurs propriétés découlent directement de I’étude générale des vecteurs |j,m >, faite

page [255] :

Propriétés
o La relation de fermeture (6.3.10f), donne la relation de normalisation :

i 27
/ df / sin(8) de |Yim (8, )|° = 1
0 0
o On a (Bransden p265)

20A+1 (20)!
ar 22(1)?

Vi (6.) = (-1 | | e

en effet, on vérifie : L, Y =hlY; et furYu =0.
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o L’expression analytique des autres fonctions Y;,, (0, ¢) s’obtient par application de
I'opérateur L_ sur Y;;. Voir tableau, et figure .

’ 1 \ m \ Harmonique sphérique Y, (6, ¢) ‘

O 0 YE),O - W
110 Yip = (%)1 % cos (9)

+1 Vi =F(
200 | Yao=(g)
1| You=7F (i)l/ sin 0 cos fet™
+2 Yoo = (

Les fonctions Y, (0,¢),l =0,1..., m = —[, =1+ 1,... 4+ [ forment bien une base de
I'espace de Hilbert L? (S?).

6.3.6.5 Parité des harmoniques sphériques

remarquons ici une symétrie que posséde les harmoniques sphériques Y, (0, ¢) par
rapport a la transformation par parité ou par inversion :

P 7 e R — (=) : parité (ou inversion)
correspondant au groupe Zo = {I,—1}.

En coordonnées sphériques, si & = (r,0, ), alors P (¥) = (—=%) = (r,m — 0,9+ 7). On
a donc

(PYin) (0,0) = Yi (P (0.0)) = Vi (7 = 0,0+ 7) = (1) Vi (0,9)  (6.3.12)

(pour la derniére égalité, voir [BC89| p.265, par exemple. @QQ faire ici QQ).
Donc Y}, est de parité (—1)l (paire ssi [ est paire) .

6.4 Importance des représentations irréductibles en phy-
sique

Il ressort des études précédentes, une propriété générale trés utile dans ’étude des
spectres d’énergie des systémes quantiques :
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- - C e T e sy

: ) . m = +2 L SR S
"2 P°1=ﬂ' PlOtS Df the probablhty dlstrlbutmns |Yh(6 ¢)|3 _.(2,.&) 11@;,,{9);1 +3 '

FIGURE 6.3.8 — Dessin en polaire des distributions de probabilités |Yi,, (6, o)[>.
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6.4.1 Propriétés fondamentales : le Lemme de Schur et le théo-
réme de Wigner
Le lemme de Shur a plusieurs versions. Nous donnons ici la version la plus utile en

mécanique quantique. D’autres versions sont données dans la preuve. Nous verrons ensuite
des applications directes en mécanique quantique.

Lemme 6.4.1. “Le Lemme de Schur”.Soit A : H — H un opérateur qui agit sur un
espace de Hilbert. On suppose que cet espace est somme d’espaces irréductibles d’un groupe
G, prenons pour simplifier 'exemple de 2 espaces irréductibles :

H =D; & Dy (6.4.1)

que ces représentations sont non équivalentes D; 2 Dy (cad j # k) et que pour toute
transformation G € G du groupe :

[A, G] —0
(cad que G est un groupe de symétrie de fl) Alors DUopérateur A s’écrit, par rapport a la
décomposition (m) :

~

. a;l 0
A= J R ; cC
( 0 ak[>’ >

(et plus généralement si H est somme de plusieurs espaces irréductibles non équivalents).

Remarque : autrement dit, si 'opérateur A posséde la symétrie du groupe G alors 'opé-
rateur A est caractérisé par seulement des facteurs \, i pour chaque repres. irréductible.
Ces facteurs sont d’ailleurs les valeurs propres de A. Nous verrons lutilité de ce Lemme de
Shur en pratique pour 'opérateur Hamiltonien H, a la section @@ (et dans le TD 12).

Démonstration. Nous effectuons la preuve en deux étapes. Avec deux lemmes A,B inter-
médiaires.
Lemme 6.4.2. (“Lemme de Schur A”). Si A D; — Dy est un opérateur linéaire entre

deux espaces de representation irréductibles du groupe G et que [A,G} = O,‘v’@ € G alors

A =0 ou A est un isomorphisme. Dans ce dernier cas, on dit que les représentations
sont équivalentes, D; = D;,.
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o On a supposé que le schéma suivant commutte :

p, A o,
VR LRy
D, 4 D,

o Dans le cas du groupe des rotations, D; = Dy, ssi j = k).

Démonstration. (du “lemme de Schur A”). Le noyau KerA C D; est invariant par G (en
effet si ¢ € KerA, cad si Ay = 0 alors soit ¢’ = G3p. On a Ay’ = AGy = GAyp = 0 done
¢’ € KerA). Comme D; est supposé irréductible, cela implique que Kerd =0 (A injectif)

ou KerA =D, (& A=0).

De méme ImA C Dy est invariant par G (en effet si ¥ € ImA, Y = flcp, alors soit
U =Gy = GAyp = AGgp — Ay’ . Donc ¢/ € ImA) Comme Dy, est supposé irréductible,
cela implique que ImA =0 (& A= 0) ou ImA = D, (A surjectif). Au final, on a obtenu
que A=0o0u A est un isomorphisme (cad injectif et surjectif). ]
Lemme 6.4.3. (“Lemme de Schur B”). Si A D; — Dj est un opérateur linéaire dans un

espace de representation irréductible du groupe G et que [A, G] = O,VG € G alors A=al

avec a € C.

Démonstration. Les espace propres de /1, notés H, C D; sont invariants par G. Or on a
supposé D; irréductible. Donc il n’y en a qu’un seul. O

Remarque : on a fait il y a la réciproque du Lemme B : si (VA cH —H, ([fl, G'] =0, VG’)
A=al ) alors H est irréductible. La preuve de cela est simplement que si H = H; & Ha
est réductible, on construit A= aJHl + angQ avec a; # ag, qui vérifie [/1, CAJ} = 0 mais

pas A = al.

On peut maintenant faire la preuve du “Lemme de Schur” initial. On suppose A :
D; @ Dy — Dj @ Dy. On introduit les opérateurs de projection P] =D; Dy — Dj et
Pk = D; ® Dy — Dy. Par rapport a cette somme directe, on peut écrire A comme une

matrice d opérateurs en blocs :
Ao ( Ajj o Ak )
Ajr Arp

avec A, = PLAP; : D; — Dy, etc. On a naturellement [Pj, G] = 0. On suppose [fl, G’} =
0 pour tout G € G. Donc [/AXM, CA?} = 0. D’aprés le Lemme A, et le Lemme B, cela implique
que A;, =0sij#ket Aj; =a;l avec a; € C. Ainsi

~

A _ CLjI OA .
0 ak,]
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]

Théoréme de Wigner : (Voir [HB], chap. 7)
Si le Hamiltonien H a un spectre discret, et admet une symétrie par un groupe
d’invariance dynamique G discret ou continu, cad si

[HG] —0, YGeda

alors génériquement (c’est a dire résultat stable par toute perturbation respectant
cette symétrie) , les espaces propres de H sont des représentations irréduc-
tibles de G.

En particulier, si le groupe G est commutatif, ses représentations irréductibles sont
de dimension 1 (page , et on s’attend o aucune dégénérescence (générique) dans
le spectre, i.e. les niveaux d’énergie sont tous différents.

Si le groupe G est non commutatif, il admet des représentation irréductibles de di-
mension d et on s’attend a des dégénérescences dans le spectre, de

> 1,
multiplicité d. (i.e. différents états de méme énergie).

Idée de la Preuve On a déja montré que les espaces propres de H sont des espaces représen-
tation du groupe GG. Considérons un tel espace propre. Si il est réductible, il se décompose comme

somme d’espaces de repr. irréductibles, par exemple H = D;®Dy. On a H= < EOI Eof > d’aprés
e , - - Eil 0

le Lemme de Schur. Il est aisé d’imaginer une perturbation de H de la forme Hy = o Bl )
2

avec By # FE», proches de E, donc respectant la symétrie. Pour cet opérateur perturbé f]g, les
espaces propres sont des espaces de représentations irréductibles. Le cas Fo = E; est exceptionnel
(non générique).

Remarques et commentaires

o La propriété montre que “sauf cas exceptionnel”, une dégénérescence dans un
spectre traduit la présence d’une symétrie, et plus précisément la présence
d’un groupe de symétrie non commutatif.

o Cette propriété est trés utile en physique moléculaire par exemple, car connaissant
les représentations irréductibles des différents groupes (il y a 230 groupes finis de
'espace tous catalogués et observés dans la nature, voir [Ste94] page 41), et observant
le spectre d’'une molécule, on déduit le groupe d’invariance, et ainsi on peut déduire
la forme géomeétrique de la molécule :

Spectre = Groupe de symétrie = Forme de la molécule
Cela montre I'importance des représentations irréductibles de groupes en physique.
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o Dans I'énoncé de la propriété, le terme générique signifie “sauf exceptions”. (Il a
un sens mathématique précis, en terme de mesures).

Si 'espace propre d’énergie est réductible, cela signifierait que 'on a mal identifié
le groupe de symétrie. Il y aurait une symétrie supplémentaire oubliée, et donc un
groupe G’ plus important pour lequel ’espace propre est bien irréductible.

Nous allons illustrer cela avec 'exemple de I'atome Hydrogéne, cf ci-dessous.

Si on est dans un tel cas, et si I’on rajoute un perturbation a H qui préserve seule-
ment la symétrie de G, alors la symétrie supplémentaire serait brisée, et le gros
espace propre se décomposerait en espaces irréductibles de G, d’énergies différentes,
conformément & la propriété ci-dessus. C’est le cas des corrections relativistes dans
le spectre de I'atome H.

o Exemple du double puits symétrique a 1D : il y a 'invariance par parité qui
est un groupe commutatif. Le spectre est bien non dégénéré.

o Exemple d’une particule dans un potentiel périodique. Le groupe de symé-
trie est celui des translations. Dans ce cas le spectre en bandes a des dégénérescences
mais qui sont dues a 'aspect continu du spectre. La propriété ci-dessus ou l'on a
supposé spectre de H discret, ne s’applique plus.

6.4.2 Exemple : Spectre de ’atome d’hydrogéne

Pour illustrer la propriété générale précédente, considérons le cas trés connu de ’atome
d’hydrogéne.
6.4.2.1 Rappels du spectre :

(@@ résoudre le spectre ici, cf Taylor T2 p.113, Sternberg p.190 QQ)
Le Hamiltonien décrivant la dynamique de Patome H (particule réduite) est

. ~2 2 1
g=r _ ¢ (6.4.2)
2m  dmeg |7

(Dans ce paragraphe on ne parle pas du spin 1/2 des protons et électrons.)
Il y a invariance par rotation, se traduisant par [f] , i} = 0. On calcule que le spectre
de H est :
ﬁwn,l,m >= Ean,l,m >

n=123...
[=0,1,...,n—1
m=—l,...,+l
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avec les vecteurs propres qui sont produit d’une harmonique sphérique et d’une fonction
radiale :

< T npm >= Rut(r) Yim (6, 9)

et les niveaux énergies :

€1
E,=-— (6.4.3)
avec
4
me
&1 = 2—75/2 = 137 6 eV.

On remarque que 'espace propre de chaque niveau d’énergie est

Hn - @Dl
=0

Cet espace est dimension n? (car >1— (20 4 1) = n?).

Ce n’est pas un espace de représentation irréductible du groupe de rotation, puisqu’il
se décompose en espaces irréductibles D;.

Voir figure [6.4.1

6.4.2.2 Symétrie supplémentaire de Pauli, et dégénérescence en [

( Voir Sternberg [Ste94] p.244., ou Taylor Tome 2 p.119 [Tay96b]). @QQ Le faire ici @@

La situation semble contredire le théoréme de Wigner.

En fait non, due a la forme particuliére du potentiel central en 1/r, il y a une symétrie
supplémentaire, (découverte par Pauli en 1925), dont le générateur est :

~
—
~

5 1 A S5
Az—(ﬁ/\L—L/\ﬁ)—mK%
X

appelé vecteur de Runge et Lenz, (ol K = 4;250)
On peut vérifier que

[Z’,H] —0

et que le groupe de symétrie est maintenant SO(4) qui est de dimension 6, et que chaque
espace propre H, est irréductible pour cette symétrie.

(en particulier on obtient ainsi directement les niveaux d’énergie (6.4.3)).

(Cette symeétrie est aussi vraie en mécanique classique dans le probléme de Kepler,
avec le potentiel gravitationnel en 1/r entre deux corps, et est relié au fait que les orbites
bornées de Kepler sont fermées, ce sont des ellipses, ce qui n’est pas vrai en général pour
un potentiel central).
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FIGURE 6.4.1 — Spectre de ’atome H.

6.4.2.3 Exemple de la correction relativiste, brisant cette symétrie.

La symétrie particuliére de Runge et Lenz ci-dessus, est brisée par la moindre per-
turbation, qui tout en gardant l'invariance par rotation, du probléme modifie la forme

particuliére du Hamiltonien eq.(6.4.2)).

Considérons par exemple la correction relativiste. En relativité, la relation

(5)2 — i = (me)?

c
donne a basse impulsion p < mc :

- 2 2
P o, P 1 p
E=m 1+ (L) ~ ro_
me +<mc> mc+2m 8 m3c?

4

+ o(p*)

. (on a utilisé (1+2)" =14 az + ta(a —1) 2%+ o(2?) avec v = 1/2.)
En régime faiblement relativiste, I'énergie cinétique p*/2m a donc un terme correctif :

ﬁ4

8mae?
Les niveaux d’énergie E,, eq. (6.4.3]) sont alors modifiés de AE qui se calcule en théorie
des pertubations. On obtient :

2
3
AE=-p, 2 (2"
n2 \4  1+1/2
la dépendance en [ montre que la dégénérescence entre différents espaces propres
D, est en effet levée, conformément au théoréme de Wigner.

Bien siir la dégénérescence liée a 'invariance par rotation demeure (cela se traduit par
le fait que des états avec m différents ont la méme énergie). Voir figure [6.4.2]

H, =

Exercice 6.4.4. Calculer AFE ci-dessus, au premier ordre en théorie des pertubations
stationnaires.
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6.4.2.4 Atome a plusieurs électrons

Réf : Sternberg [Ste94]p.198, et J.L. Rivail “Chimie quantique” ,

Le spectre de 'atome d’hydrogéne est aussi similaire au spectre des atomes a un élec-
tron, comme He™, Li*T, (sauf qu’il faut remplacer la charge du noyau par Ze, avec Z = +2
pour He, Z = +3 pour Li, et utiliser une masse réduite différente).

Pour des atomes a plusieurs électrons, le probléme est bien plus compliqué. Il n’y
pas de solution exacte du spectre, mais des méthodes approchées (comme la méthode
variationnelle ou autres) donnent des résultats trés satisfaisants. En particulier la méthode
de champs moyen, consiste a considérer que chaque électron est indépendant, et subit
un potentiel moyen V' (r), créé par toutes les autres charges (Ze du noyau, et —(Z —1)e
des autres électrons). Ce potentiel a une symmeétrie sphérique, qui est une symétrie
exacte de I'atome, mais différe légérement du potentiel en 1/r. Cette différence brise
donc la symétrie supplémentaire de Pauli, et 1éve donc la dégénérescence entre
états avec [ différents.

L’ordre habituel obtenu est :

1s <28 <2p<3s<3p<3d~4s <4dp < bs>~dd, etc...

Voir figure [6.4.2

N E
! - T3d
3s — 3p
s T
Is .
m=0 m=-1,0,1 m=-2,—-1,0,1,2
1:0 1:1 1=2

FIGURE 6.4.2 — Spectre d'un atome a plusieurs électrons (orbitales atomiques).

6.4.2.5 Effet d’un champ magnétique extérieur

Si en plus un champ magnétique extérieur B est appliqué, il brise la symétrie par
rotation, car il privilégie une direction particuliére (direction de é) Ainsi la dégénérescence
en m est levée, et le spectre est alors non dégénéré : C’est I'effet Zeeman.

Si le champ magnétique est constant selon ’axe z, il subsiste une symétrie de rotation
autour de 'axe z.
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Cependant cette symétrie ne suffit pas & donner des dégénérescences dans le spectre,
car les rotations autour de z forment un groupe commutatif :

~ A ~

Exercice 6.4.5. Calculer au premier ordre en théorie des perturbations, les modifications
des niveaux d’énergie de 'atome d’Hydrogeéne, soumis & un faible champ magnétique B.

6.4.2.6 Structure fine et hyperfine de ’atome hydrogéne

ref : Bransden p370, 376 [BC89]. Cohen T [CBE].

Le spectre de 'atome d’hydrogéne isolé décrit figure (6.4.1) n’est pas tout a fait cor-
rect. Fn effet il y a de nombreux effets physiques que 'on a négligé et qui modifient ce
spectre. Des expériences de spectroscopie permettent d’obtenir les niveaux d’énergie avec
une grande précision, et il est donc important de tenir compte de toutes ces corrections.
Ces corrections sont natures différentes.

Comme il s’agit de petites corrections, la théorie des perturbations est tout a fait
adaptée. Les corrections seront trés inférieures a €; = 13,6 €eV. Mais comme le spectre de
latome H est dégénéré, il faut utiliser la théorie des perturbations pour niveaux dégénérés.

Structure fine :
o Une correction relativiste portant sur ’énergie cinétique et potentielle de 1’élec-
tron (provenant de I’équation de Dirac) :

R 4 h2 2
R (6)5@)

 8mdc? Q(mc)Q 4reg

o Une correction “spin-orbite” due a I'interaction entre le mouvement orbital de
I’électron et son spin :
. 1 14V - 4
Hy=———=—-—1L.
2 (mc) r dr
Noter que ces corrections respectent la symétrie par rotation de ’atome. La correction f[ﬁ

couple la position au spin. Par conséquent seul le moment angulaire total J=TL+5 est
conservé. Au résultat, les valeurs propres obtenues dépendent de n et j et [, correspondant
-2 -2
aux valeurs propres des opérateurs L, J qui commuttent entre eux et qui commuttent
. o o S9 S92
aussi avec H (d’aprés L.S = ( J— L-— 52>)

L’écart obtenu entre les niveaux (2p3/2-2p1/2) est AE ~ 4.10 eV .

Structure hyperfine : Il provient du couplage entre les moments magnétiques intrin-
séques du proton et de I’électron. Voir une étude page pour son effet sur I’état 1s.
L’écart obtenu entre les niveaux E1-E0 de 1'état 1s est AE ~ 4.10 %V

Ref : Cohen T. p1209. chap XII.
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Déplacement de Lamb : Il provient du couplage de ’électron avec le vide quantique
du champ électromagnétique, que nous avons introduit page [116
L’écart obtenu entre les niveaux (2s1/2-2p1/2) est AE ~ 4.107%V . Voir [CTDRGSS)].

6.5 Composition des moments angulaires

6.5.1 Particule composée de deux particules de spin 1/2
références : Feynman 12-1, 12-2, 12-5 [Fey63|
C’est par exemple le noyau de Deutérium composé de proton et neutron :

Deutérium = (proton, neutron)

ou du pion 7y formé de deux quarks wu,u.
Ou finalement de 'atome d’hydrogéne formé de électron + proton.
L’espace de Hilbert du spin total est :

Hiot = D12 @ Dyjo

ot Dy /9 = Hopin = C? est lespace quantique du spin étudié au chapitre 4, de base |+.), |—.).
Dans I'espace Hypr on note | + +) = |+,)1 ® |+.)2, etc...Une base de Hyy est formée
par les quatre vecteurs :
|++7’+_>7’_+>7|__>

Si le systéme de deux particules est isolé dans ’espace, alors il est invariant par rotation
de lensemble, dont le générateur est le moment angulaire total (voir (6.3.5) page [252)) :

Par exemple :
H=KS,.5,
est bien invariant par rotation globale des deux spins.

Dans cet exemple on peut vérifier directement que [H , §} =0, en écrivant :

~

2, 2, 4 2 2 2, R
S? = (Sl v 52) — 524 524 25.5,

donnant :

~

ﬁ:%(§—§f—§§)
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et utilisant [52, 5’} = 0.

De l'invariance par rotation, on déduit :

1,82 =0
[HS —0
[5*2,& —0

Pour trouver le spectre de H, on cherche donc d’abord les vecteurs propres communs de

~

5%, S..
D’aprés (6.3.6)), ces vecteurs propres peuvent étre noté |J, M > et vérifient :

S.|J, M >= MHh|J,M >
S?J M >=r2J(J +1)|J, M >

et forment une base orthonormée de I'espace H;,. On veut leur expression dans la base
|£, + >.

Propriété Voici la décomposition de 'espace Hioy = D1/2@Dy )9 en vecteurs |.J, M)
orthonormés :

1
Singlet :|J=0M=0>=—((4+—>—|—4+ >
g | \/§(| | )
|lJ=1,M=+41>= |+ + >
Triplet |[J=1M=0>= \/LE(|+—>—|—|—+>) (6.5.1)
lJ=1M=—-1>= | ——>

Montrant que lespace Hiop = D1j2 @ Dyjp se décompose en somme deux représenta-
tions irréductibles du groupe de rotation :

D13 @ D1j2 = Dymo ® Dy=1 (6.5.2)

appelée décomposition de Clebsch-Gordan. Les dimensions de ces espaces sont :

2x2=1+43
Remarquer que les valeurs de J possibles de la particule composée sont la somme
J = ‘% + %‘ =1 et la différence J = % — % = 0 des deuz spins % individuels.

Les coefficients devant les états |+, ) dans les expressions des états triplets et singlet
ci-dessus, s’appellent coefficients de Clebsch-Gordan.
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Démonstration. On va utiliser :
§1~§2 = (Sl,mSQ,I + Sl,ySQ,y + S1,252,2>
1. = 1. 4 A oA
= (251,+52,— + 551,—52,+ + S1,z52,z>
§2 = é’? + §22 + 2§1.§2
= S’? + 522 + (Sl7+»§27_ + S17_327+ + 23’1733'272)
on va aussi utiliser :
§2— > hQ%— > G- >= >

A A h
Slf|—>:0, Sl,zH: >= :|:§H:>

On calcule :
S)——> = (-Dh|——>
2 3 3 1
P2 _ o~ — 12212 9\ e—9p2| _ _
Se > h<4+4+24>] >=2h7| >
donc :

|——>=|J=1,M=-1>
Ensuite, on crée |J = 1, M = 0 > par action de S,

1

J=1,M=0>= 2S’+]J:1;M:—1>:—(A17++S’2+>|——>
1

2

et on crée |J =1, M =1 > par action a nouveau de S, :
A A 1
<S1,+ + 52,+) NG

1
=5 (++>+++>)=]++>

1 -
[J=1M=1>= 2S5 [J=1M=0>= (I +=>+—+>)

1
h/2 | hv/2

On a donc obtenu trois vecteurs |J = 1, M = —1,0,+1 > de ’espace Hior qui lui est de dimension
4. Le complémentaire orthogonal est de dimension 1, et engendré par le vecteur :
1
>= —((+->—-]-+>
| 7 (I | )
En effet, on vérifie que (¢|J =1, M) = 0 pour M = —1,0, 1. On calcule de méme :
S2lp>=...=0, S Ju>=0
donc [¢p >=|J =0, M =0 >. Le spectre de H s'obtient en écrivant :
N K /2 2, 2,
H:E(SQ—S%—%)
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Table de Clebsh-Gordan de D/, ® Dij» On note j; = 1/2, jo = 1/2, et my = £1/2
, my = £1/2 les valeurs respectives des spins individuels. Par exemple 1'état | + —) est
my = 1/2, my = —1/2. Alors les coefficients des formules (6.5.1]) sont tabulées de la fagon

suivante :

=T
1L
| =
oo
] =~
[S—

/2 | 1/2
1/2 | —1/2 V1/2 1/2

—1/2 | 1/2 V1/2 | -y/1/2
—1/2 | —1/2 1

—_

TABLE 6.5.1 — Table des Coefficients de Clebsch-Gordan, pour Dj,—/2 ® Dj,—1/2 = Dj—o®
Dy

Conséquence, spectre de H : Les niveaux d’ énergie de la particule composée est
donnée par le spectre de H qui donc a deux niveaux d’énergie, F;_q, £;—; de multiplicité

respectives 1, 3. Pour I'exemple, H= K51 Sg, on obtient E; = Kh2 (J(J +1)— ) soit :

3

Ehz—ZKﬁ

E +1Kﬁ
PT Ty

Voir figure Donc dans son état d’énergie fondamentale, la particule composée est une
particule de moment angulaire intrinséeque J = 0. Dans son état excité elle a un moment
angulaire intrinséque J = 1.

Remarquons que nous venons d’obtenir que 'opérateur H dans I'espace Dy @ Dyjp =
Eol 0

Dy_o®D,_; s'écrit H = R
J=0P®D j_q s’écrit comme ( 0 Ei

) . C’est tout a fait attendu d’aprés le Lemme
de Schur page [266

Exercice 6.5.1. Montrer que dans ’espace H;,;. = D(/2®D§2/)2, tout opérateur autoadjoint

invariant par rotation est de la forme H = A.I+B.S,.S, avec A, B € R. Plus généralement
comment écrire un opérateur invariant par rotation dans Dj ® D;, 7 (Aide : Utiliser le

Lemme de Schur et I'opérateur de Casimir S?).

6.5.1.1 La raie de 21 cm de I’hydrogéne

ref cours de L’X, p236.
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E

EO_

FIGURE 6.5.1 — Niveaux d’énergie de H = +K§1.§2. Le niveau Ej est non dégénéré. Le
niveau £, a une multiplicité 3.

Dans le cas de 'atome d’hydrogéne, la figure (6.5.1]), montre comment 1’é¢tat (1s) est
en fait formé de 4 états dus a Uinteraction entre les spins 1/2 de I'électron et du proton.

L’écart en énergie est
AE = By — Ey = 6.107%V

et s’appelle la structure hyperfine de I'état 1s.

Si un atome d’hydrogéne isolé est dans un état d’énergie F1, il n’est pas rigoureusement,
stationnaire a cause du couplage avec le champ électromagnétique. Il se désexcite vers 1’état
fondamental Fj, par émission spontanée avec une durée de vie moyenne trés longue :

7~ 107 ans

Le photon ainsi produit, d’énergie hv = AE a une longueur d’onde A = 2 = 2lcm
(onde radio).

Dans le gaz interstellaire, constitué d’Hydrogéne, les collisions entre atomes sont res-
ponsables d’une température T = 100K, soit kT' = 10~2eV. Ces collisions excitent 'état
FE1, qui se désexcite ensuite par emmission spontanée, emmettant donc des photons de
longueur d’onde A = 21 cm. L’espace interstellaire contient beaucoup d’atome H, et ce
signal est observable. C’est “la raie a 21 cm”. Il permet d’ailleurs de cartographier notre
Galaxie.

6.5.1.2 Horloges atomiques et mesure du temps

La valeur de AE = hw est connue expérimentalement avec une précision relative re-
marquable : 10713,

Cette grande précision sur la période T' = 27 /w de transition entre les niveaux Ey et F;
est a l'origine de la définition actuelle de la seconde (unité de temps). On utilise la structure
hyperfine du Césium 133 avec AE ~ 3,810 eV plutot que celle de 'hydrogéne :

Définition Une seconde est 9192631770 périodes de transitions de la structure hyperfine
du Ce 133.
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Les mesures du temps les plus précises sont ainsi faites avec des Horloges atomiques.
(Pour le principe de fonctionnement, voir la page web de 'ENS. Voir aussi “observatoire
de Paris, laboratoire de métrologie”)

La précision relative actuelle est de 10718 | soit 1sec/age de I'univers. cette précision
est telle que 'on vérifie les effets du champ de gravitation terrestre prédits par la relativité
générale, en soulevant I’horloge de seulement h =30cm. (en effet en relativité on montre
que le décalage temporel est % avec g = 9,81m/s? ¢ = 3.108m/s).

Remarque : Une ancienne définition de la seconde provient de la division du jour (et
de la nuit) en 12 heures, de la division d’une heure en 60 minutes et d’'une minute en 60
secondes.

Pourquoi avoir choisi 12 et 607

Peut étre pour des raisons pratiques : parmi les nombres en 1 et 100, les chiffres 12
et 60 sont ceux qui ont relativement le plus de diviseurs. Un grand nombre de diviseursE]
permet ainsi de diviser un jour de plusieurs maniéres différentes :

1/2jour =1x12h =2 x6h =3 x4h =4 x3h =6 x2h =12 x 1h

Voir figure [6.5.2

Toujours a propos de la division du temps, il y a 7 jours dans la semaine, car dés I’époque
antique (Babyloniens), et surement avant, on observait 7 astres se déplagant dans le ciel :
Lune, Mars, Mercure, Jupiter, Venus, Saturne, Soleil, qui ont donné les sept jours de la
semaine, et aussi 'importance particuliére du chiffre 7 dans toutes les cultures. Rappelons
aussi que le choix de I'année est 1ié a la période de rotation de la Terre autour du Soleil.
Le mois est la période de rotation de la lune autour de la Terre. Le jour est la période
de rotation de la Terre sur elle-méme. La seconde est approximativement la période d’une
pulsation cardiaque (battement de coeur).

6.5.2 Résultat général sur la composition de deux moments ciné-
tiques

On concoit que ’étude précédente se généralise au couplage de deux moments cinétiques
71 et 7o quelconques :

si deux particules de moment angulaire intrinséque j; et jo sont en interaction par un
Hamiltonien H , et si cette interaction est invariante par rotation globale du systéme, alors
les niveaux d’énergie de H (i.e. de la particule composée) correspondent & des représenta-
tions irréductibles du groupe de rotation, notée D;.

3. Le nombre de diviseurs d’un entier n, noté d (n), voir ﬁgure est relié & un probléme de recherche
trés important : numériquement, on observe que d(n) fluctue pour n — oo. En moyenne il suit une loi
connue, mais ses fluctuations semblent aléatoires. Par exemple, si on note A (n) (respect. B (n)) le nombre
d’entiers n’ < n pour lesquels d (n’) est pair (respect. impairs), alors il est conjecturé que A (n) et B (n)
fluctuent autour de leur moyenne qui est n/2, comme /n (la loi des grands nombres). Cette conjecture
est équivalente & la fameuse conjecture de Riemann. Référence : Borwein p.4 [Roo06].
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[ Nombre de diviseursdei |

VIi]

12 60 . o

48
10

24

12

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 6.5.2 — Nombre de diviseurs d’'un entier i. Cette courbe justifie pourquoi les
nombres 12 et 60 on été choisis pour diviser le jour (et la nuit) en 12 heures, et I’heure en
60 minutes, et la minute en 60 secondes. En effet il apparait que 12 et 60 on beaucoup de
diviseurs. Cela offre la possibilité de diviser la journée de plusieurs maniéres différentes.

En résumé le probléme consiste a savoir comment 1’espace de Hilbert H;,, = D;, ®

D,, se décompose en représentations irréductibles D;.

Le résultat qui généralise (6.5.2)) est :

J=|j1+72]
D,®D,= P D,

J=|j1—j2|

Exemple :
D12 @ Dyj2 =Dy=o® Dy
D1 ® D1y =Dj=1/2® D=3/
D1 ®D1 =Dj=o®Dj=1 ®©Dj=2
Voir figure [6.5.3

Autrement dit, par rapport a ’état individuel de chaque particule, une base de H;,; est

71, M1 > ®ljo, me >, my = —j1,...,+j1, M2 =—J2,...,+Jo.
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FIGURE 6.5.3 — Composition de deux moments cinétiques ji,js.

(soit (271 + 1) X (2ja + 1) vecteurs).
mais par rapport a la particule composée, une base de H;,; qui est composée par les
vecteurs propres de H, est :

| M >, J=|jn—7a|l,- s ljn+del, M=—J,...,+J

qui forme aussi un ensemble de (2j; + 1) X (275 + 1) vecteurs.

Exercice : vérifier que le nombre d’état |J, M > est bien (2j; + 1) x (2j2 + 1).

Les vecteurs de base |J,M > s’expriment & partir des vecteurs de base |j;,m; >
®|j2, ma > par des relations précises, appelées relations de Clebsch-Gordan :

|‘]7 M> = Z O(‘L M7j17m17j27m2) |j17m1 > ®|j27m2 >

mi,m2

On trouve ces coefficients, par une technique analogue a celle utilisée pour la propriété
(6.5.1]).
Voici ces coefficients de Clebsch-Gordan disposés dans la table [6.5.1] ou [6.5.2]

J=3/2 1 3/2 | 1/2 | 3/2 | 1/2 | 3/2
my | ma | M=3/2| 1/2 | 1/2 | =12 | —1/2 | =3/2

1] 1/2 1
1 [ —1/2 1/3 | \/2/3
0] 1/2 2/3 [ -\/1/3

0 | —1/2 V2/3 | V1/3
—1] 1/2 V1/3 | —v/2/3

—1]—=1/2 1

TABLE 6.5.2 — Table des Coefficients de Clebsch-Gordan, pour D1 ®D, /2 = Dj—1/2BDj—3/2

Remarques :
o Noter que expérimentalement, on peut mesurer le moment angulaire intrinséque J
d’une particule en faisant passer un faisceau dans un appareil de Stern Gerlach. Il
y aura alors 2J 4 1 faisceaux a la sortie. cf Bransden p37.
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6.5.3 Application : symmétrie d’isospin, et sections efficaces de
réactions hadroniques

Nous allons illustrer 1'utilité des Coefficients de Clebsch-Gordan, pour la décompo-
sition
Dy ®Dyjp = Dj=1/2® D32
, en I'appliquant non pas aux groupe de rotation spatial, mais a la symétrie d’isospin,
en physique nucléaire, qui correspond au groupe SU(2).

6.5.3.1 introduction & la symétrie d’isospin

Référence : [Ste94] p.213.

Mis & part leur charge électrique @ différente, le proton (Q = 41 en unité e) et le
neutron (@ = 0), ont des propriétés trés semblables. Par exemple leur masse est voisine
my, = 940MeV, m, = 939MeV, et ils se comportent de fagon similaire dans les interaction
nucléaires. En 1930, Heisenberg a émit 1’hypothése, que le proton et le neutron corres-
pondent & une seule particule, appelée nucléon, dont le proton et neutron seraient deux
états interne différent, notés |p) et |s). L’état interne du nucléon serait donc décrit par un
vecteur dans un espace de dimension deux noté D;_; /o, appelé espace d’isospin, et ayant
pour base |p), |n) (par analogie avec le spin 1/2). Comme la force nucléaire ne fait pas la
différence entre le proton et le neutron, Heisenberg a postulé que la force nucléaire posséde
une symeétrie par rapport au mélange de ces deux états, autrement dit une invariance par
rapport au groupe SU(2). C’est la symmétrie d’isospinﬂ Seule la force électromagné-
tique fait la différence entre ces deux états internes, et brise cette symétrie. Cependant les
forces électromagnétique sont beaucoup plus faibles que les forces nucléaires, et cela ex-
plique la petite différence de masse entre le proton et neutron. Par exemple dans 1'espace
D, /5, lopérateur de charge électrique est

A 10
Q Spase(lp).In)) ( 00 >

En d’autres termes, la base [p), |n) est une base particuliére de D, /5 privilégiée par la force
électromagnétique.

D’autres particules nucléaires ont été découvertes ; les pions, 7+, 7% 7~ (de charge élec-
trique respectives +1,0, —1). Leur masse est m,+ = m,- = 139,6MeV, m o = 135MeV .
D’aprés 'hypothése de Heisenberg, ces trois particules sont en fait une seule particule,
appelée le pion, et possédant un état interne décrit par un vecteur dans I'espace D,-; de
la symétrie d’isospin (rappel : c¢’est un espace de représentation irréductible de SU(2), de
dimension dimD,—; = 2j + 1 = 3). La force électromagnétique, ne respectant pas cette
symeétrie, est responsable du choix particulier de la base |75°) et de leur différence de
masse. (comme la charge électrique intéragit avec 'envirronement, c’est pour cela que lors
d’une mesure ce soit des états privilégiés. On appelle cela une régle de super-sélection).

4. On sait maintenant que cette symétrie refléte I’existence de “champs élémentaires” que sont les quarks
u (up) et d (down) inventés par Gell-Mann en 1969.
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6.5.3.2 Reéaction nucléaires nucléon-pion

Considérons les collisions nucléaires entre un nucléon N et un pion 7. En sortie de la
collision, les particules peuvent étre diverses, par exemple :

p+7r_—>n+7r0

La figure montre les sections efficaces de diffusion o (N + 7 — N’ + 7")pour diverses
réactions de ce type.

Section
efficace
(mb)
200 p+n,—>p+ T,
p+T_——>n+ W
100

100 200 300

Energie cinétique (MeV)

FIGURE 6.5.4 — Sections efficaces de diffusion pour diverses réactions. Le pic de largeur
AFE ~ 100MeV correspond a une résonnance.

La section efficace o (N +7 — N’ + 7’) est proportionnelle & la probabilité de la ré-
action, et donc au module carré d’un opérateur de diffusion U, pris entre 1’état initial et
final :

R 2
o(N+7— N+7')= (N «'|UN,)

Exercice 6.5.2. Diffusion nucléon-pion

1. Un état (nucléon - pion) |N,m)se décrit par un vecteur dans l'espace Hn ) =
Dj_1/2 ® Dj—;. En utilisant les résultats sur la composition de moments angulaires
(généraux aux représentations du groupe SU(2) en fait), comment se décompose cet
espace comme somme d’espaces de représentations irréductibles Dj de la symétrie
SU(2) d’isospin 7 (préciser les dimensions).

2. En utilisant la table des coefficients de Clebsch-Gordan, écrire les états de
base |N, ) dans la base des états |J, M) appropriée a cette décomposition.

3. D’apres ’hypothése de l'invariance de la force nucléaire par rapport a la symétrie
d’isospin, montrer que la forme générale que prend la matrice de 'opérateur U
exprimé dans cette base des états |J, M), dépend de seulement deux amplitudes
Az, Ao € C7 Autrement dit,

0 — ( Asppldy 0

0 A1/2fd2 > (: par rapport a la décomposition H(y ) = D3/2®D1/2)
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4. On supposera que ces amplitudes As/s, A; /2, ne dépendent pas de I'énergie. Exprimer
les trois sections efficaces de la figure (6.5.4), a partir de Agjs, Ay /9. Simplifier ces
expressions dans les cas extrémes ou (a) [Azp| > |Aijp|, (b) [Asp2| < [A1)2], ()
Aszjp = Ay )o.

5. Comme il apparait sur la figure (6.5.4), l'expérience donne (a la résonance)

o(prt —prt) = 195mb

o (p7r_ — mro) = 45mb

o (pﬂ'_ —pr ) = 23mb
?

Que déduire sur les amplitudes As/o, A; /o7

6. Dans le méme esprit avec lequel nous avons introduit le nucléon et le pion, I'interpré-
tation du “pic de résonance” (i.e. la bosse sur la figure (6.5.4)) est qu’une particule
intermédiaire est créée, appelée résonance A. En mesurant la largeur AFE, quelle
est la durée de vie de cette particule (utiliser h = 6.510722MeV.s) ? Quel est espace
de degré interne d’isospin de cette particule A7 Comment noter les états internes
de cette particule, en faisant apparaitre la charge électrique ?

6.5.4 Reégles de sélection et théoréme de Wigner-Eckardt

Voici une autre application de la composition de moment angulaires trés importante
pour la spectroscopie des atomes.

Nous l'illustrons sur un exemple, montrant le principe d’utilisation.

Considérons un atome isolé. Le spectre des niveaux électronique est constitué d’orbitales
atomiques, notée (n,[,m), comme expliqué sur la figure [6.4.2]

Maintenant si 'atome est soumis & une onde électromagnétique plane de fréquence w, la
description faite section [8.2.2] en terme de théorie des perturbations dépendant du temps,
montre que celle-ci est susceptible de créer des transitions entre les orbitales (n,l,m) (en
absorbant ou emmettant un photon). Nous avons établi, eq.(8.2.818.2.10]), que la probabilité
de transition a = (n,l,m) — b= (n',l',m’) est :

p 1

2
a—)b(t) ~ W ‘Dbal COSQQF (t,(.Uba + 'UJ)

2
, qui fait

et est proportionnelle & I’élément de matrice |Dba|2 = €2 ‘<n’,l’7m’|5?| nvlam>

intervenir 'opérateur vectoriel de position .

6.5.4.1 Reégle de sélection

Méme si en général les états quantiques orbitales |n, [, m) sont difficiles a calculer dans
un atome a plusieurs électrons, un simple argument de symmétrie, appelé régle de sélec-
tion montre que I’élément de matrice est nul sauf si

I'=1+1, ou '=1-1
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(ce résultat est aussi obtenu par un calcul direct en TD). Les transitions possibles dans
le spectre atomique sont schématisée sur la figure [6.5.5]

E
_ 5

— — 4d

4 RN 4 — 3d
S _\\\ :\§ p //1
3s o 3p /
2s - ’é—y
/" 2p
Is _/’/
1:0 1:1 1=2

FIGURE 6.5.5 — Les transitions permisent sont entre les états I’ = [ 4= 1, donnant des raies
hwcaractéristiques en spectroscopie.

Voici maintenant 'explication de cette régle de sélection en terme de symétrie. I.’élé-
ment de matrice <n’, U, m’\;ﬂ n,l, m> fait intervenir trois objets appartenant & des repré-
sentations irréductibles précises du groupe de rotation SO(3) : les vecteurs |n,l,m) € Dy,
In’,l',m’) € Dy et 'opérateur vectoriel # € Dy, comme montré eq..

L’¢élément de matrice <n’, l’,m’|5?| n,l,m> est le produit scalaire entre le vec-
teur 3:7] n,l,m) € Dy ® D, =Dy;_1 & D, ® Dy et le vecteur |n',I',;m') € Dy.

Comme des vecteurs appartenant a des représentation irreductibles différentes sont
orthogonaux, une condition nécéssaire pour que 1’élément de matrice soit non nul est :

'=1—-1,oul' =loul' =1+1

Le deuxiéme cas I’ = [ est exclu a cause du méme argument utilisé avec une autre symeé-
trie : la symmétrie par inversion ¥ — (—Z), ou symeétrie de parité, correspondant au groupe
Zy = {I,—1}. (C’est une symétrie de atome car le potentiel vérifie V (=7) = V (Z)).
L'opérateur 7 est impair (parité —1), et |n,l,m) a la parité (—1)l7 d’apreés eq..
Donc le vecteur a%] n,l,m) ala parité — (—1)1. Pour que I'élément de matrice soit non nul,
il est nécéssaire que |/, ', m’) ait la méme parité, donc que (—1)" = — (=1)". Cela exclue
le cas I = 1.

6.5.4.2 Théoréme de Wigner Eckardt

Voici une formulation qui généralise le paragraphe précédent.
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Définitions : .
o un opérateur vectoriel est une famille d’opérateurs 0= (Ol, 02, 03>, sur laquelle
agit le groupe de rotation SO(3), et qui sous l'effet d’une rotation, se transforme
comme un vecteur dans D;—;. Exemples : ﬁ = (Du, Dy, P2), OU 7= (z,9,%), ou

A~
=

J = (jxjy, jz> sont des opérateurs vectoriels.

o Un opérateur scalaire est un opérateur O qui est invariant sous l'effet d’une
rotation (c’est a dire se transforme comme un vecteur dans D;_). Exemples : H,

ou L.S sont des opérateurs scalaires.
o Plus généralement, un opérateur tensoriel irréductible de rang j est une famille

de (27 + 1) opérateurs notés Tj = (ij) ~sur laquelle agit le groupe SO(3)
m’=—j—
de rotation (ou SU(2)), et qui sous leffet d’urie Jrotation se transforme comme un
vecteur (a 25 + 1 composantes) de la représentation irréductible D;.
o Plus généralement un opérateur tensoriel est une famille d’opérateurs sur la-
quelle agit le groupe SO(3) de rotation (ou SU(2)), et qui sous I'effet d’une rota-
tion se transforme comme un vecteur d’}me représentation du groupe de rotation,

pas forcément irréductible. Exemple : Lol a9 composantes, et correspond a
D, ® Dy =Dy & D1 @ Do.

Eléments de matrices Pour [,l’,1” donnés, supposons qu’il faille calculer des éléments
de matrices (I',m/|Tp |l m), on [I',m') € Dy, et |I,m) € Dy espaces de repres. irréduc-
tibles, et T est un opérateur tensoriel irréductible et m = —[ — +[, etc...

Alors Ti o |Lm) € Dp ©D; = S0 Dy,

Théoréme de Wigner-Eckardt :

Si Dy n’est pas présent dans la décomposition Dy ® D; = Zic:ﬁuu Dy, alors les éléments
de matrice (I',m/|T} ,,,»|l,m) sont nuls (c’est la régle de sélection).

Si Dy est présent dans la décomposition, alors 1'élément de matrice (I', m/|Tp ., |1, m) peut
étre non nul et s’exprime a l'aide de Coéfficients de Clebsch-Gordan.

Voir |[CBE], [HB| pour plus de précisions, et des exemples d’utilisations.

6.6 Symétries fondamentales en physique

Il y a de nombreuses symétries dites fondamentales en physiques, car supposées exactes.

6.6.0.3 Le groupe de Poincaré

C’est par exemple l'invariance de la physique par le groupe de Poincaré (translation
dans I'espace-temps et changement de Lorentz de référentiels relativistes), qui est donc
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responsable de la conservation de 1’énergie, de la quantité de mouvement, et du moment
angulaire.

On montre que les représentations irréductibles du groupe de Poincaré sont caractérisées
par deux nombres : m et s que 'on interpréte comme étant la masse et le spin des
particules élémentaires. (ou hélicité si m = 0). Voir [Ste94] p300. Ce résultat de Wigner
est considéré comme un des résultats majeure du XXe siécle.

6.6.0.4 Autres symétries fondamentales :

o Les forces élémentaires sont exprimées par les groupes de Jauges U(2) (pour la force
¢lectro-faible) ou SU(3) pour la force nucléaire forte. Les bosons de Jauges, sont
Iexpression des générateurs de ces groupes. Il en résulte des quantités conservées.
La charge électrique est I'une d’entre elles.

o Symétrie brisée spontanément, QQ@

o Des indices suggérent la recherche de nouvelles symétries : exemple la super-
symétrie qui ferait un lien entre les particules de matiére (les quarks et les leptons).
cf : http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/grandunification_fr.html

o Conservation de la charge, Q@


http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/grandunification_fr.html

