
Chapitre 2

Une particule quantique sans spin à 1
dimension (II)

Dans cette deuxième partie toujours consacrée à la description d'une particule isolée,
à une dimension (et sans spin), on développe l'aspect algébrique, et on montre en parti-
culier l'utilité de la théorie des groupes à travers la résolution du spectre de l'oscillateur
harmonique.

2.1 Interprétation des opérateurs x̂, p̂, Ĥ comme généra-
teurs

2.1.1 Ĥ génère les translations dans le temps

2.1.1.1 L'opérateur d'évolution : le propagateur

L'équation d'évolution de Schrödinger (1.3.1) page 30 donne la modi�cation instantanée
d
dt
|φ (t)〉 =

(−i
~

)
Ĥ|φ (t)〉 de l'état quantique. Étant donné un état initial |φ(0)〉 à l'instant

t = 0, nous allons voir qu'il est possible d'avoir l'expression de l'état |φ(t)〉 après une durée
�nie t d'évolution.
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Proposition 2.1.1. L'équation d'évolution de Schrödinger (1.3.1) page 30 donne la mo-
di�cation instantanée d'un état quantique à chaque instant

d

dt
|φ (t)〉 =

(
−i
~

)
Ĥ|φ (t)〉 (2.1.1)

On dit que Ĥ est un générateur. Étant donné un état initial |φ(0)〉 à l'instant t = 0, son
état |φ (t)〉 à un autre instant t est donné par

|φ(t)〉 = Û(t) |φ(0)〉 (2.1.2)

où l'opérateur Û(t), appelé propagateur ou opérateur d'évolution ou encore opéra-
teur de translation dans le temps est solution de l'équation :

dÛ (t)

dt
=

(
− i
~
Ĥ (t)

)
Û (t) , Û (0) = Î (2.1.3)

Si Ĥ (t) est indépendant du temps, alors cette équation admet une solution unique que
l'on note :

Û(t) = exp

(
−iĤt
~

)
=
∞∑
n=0

1

n!

(
−iĤt
~

)n

(2.1.4)

Démonstration. Supposons eq.(2.1.4). Véri�ons que |φ(t)〉 dé�ni par (2.1.2) satisfait l'équation
de Schrödinger (dont la solution est unique) :

d|φ(t)〉/dt =
dÛ

dt
|φ(0)〉 =

(
−iĤ/~

)
Û(t)|φ(0)〉 =

(
−iĤ/~

)
|φ(t)〉

Remarque (*) : la série (2.1.4) sert de dé�nition à la notion d'exponentielle d'opérateur,
mais n'est pas convergente si Ĥ n'est pas un opérateur borné. Or Ĥ = p̂2

2m
+V (x̂) n'est pas

borné car l'énergie peut être arbitrairement grande. Si Ĥ est une matrice, (ou opérateur de
rang �ni), il n'y a pas de problème. Dans ce cours, on se permettra d'utiliser l'expression
(2.1.4), bien que ce ne soit pas justi�é à priori. Pour plus d'informations mathématiques
sur l'équation (2.1.3), consulter un ouvrage sur �la théorie des semi-groupes�, par exemple
celui Pazy [Paz83] ou Engel et Nagel [EN06, EN99].
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Proposition 2.1.2. Si Ĥ est autoadjoint (c'est à dire Ĥ+ = Ĥ) alors Û (t) est unitaire
c'est à dire l'on a les relations suivantes (qui sont équivalentes) :

(1)∀ϕ,
∥∥∥Û (t)ϕ

∥∥∥ = ‖ϕ‖ norme conservée

(2)∀ϕ, ψ, 〈Û (t)ψ|Û (t)ϕ〉 = 〈ψ|ϕ〉 :produit scalaire conservé

(3)
(
Û (t)

)+

=
(
Û (t)

)−1

= Û (−t)

Démonstration. Supposons que Ĥ+ = Ĥ. Alors

Û+(t) = exp
(
−iĤt/~

)+
= exp

(
iĤ+t/~

)
= exp

(
iĤt/~

)
= exp

(
−iĤ(−t)/~

)
= Û(−t)

Û+(t)Û(t) = Û(−t)Û(t) = exp
(
iĤt/~

)
exp

(
−iĤt/~

)
= Î

donc
(
Û (t)

)+
= Û (−t) =

(
Û (t)

)−1
. On a montré (3). Ensuite on a

(2) : ∀ψ,ϕ, 〈Û (t)ψ|Û (t)ϕ〉 = 〈ψ|
(
Û (t)

)+
Û (t)ϕ〉 = 〈ψ|ϕ〉

⇔Û+(t)Û(t) = Î

donc on a obtenu (3)⇔(2). Et Finalement (2) implique (1) car
∥∥∥Û (t)ϕ

∥∥∥2
=
〈
Û (t)ϕ|Û (t)ϕ

〉
=

〈ϕ|ϕ〉 = ‖ϕ‖2.
(*) Finalement pour montrer que (1)⇒(2), On utilise 〈ψ+φ|ψ+φ〉 = 〈ψ|ψ〉+〈φ|φ〉+2< (〈ψ|φ〉)

donnant 〈ψ + iφ|ψ + iφ〉 = 〈ψ|ψ〉+ 〈φ|φ〉 − 2= (〈ψ|φ〉) et donc :

〈ψ|φ〉 = < (〈ψ|φ〉) + i= (〈ψ|φ〉) =

=
1

2
(〈ψ + φ|ψ + φ〉+ (i− 1)〈ψ|ψ〉+ (i− 1)〈φ|φ〉 − i〈ψ + iφ|ψ + iφ〉)

Cette dernière expression de 〈ψ|φ〉 appelée relation de polarisation, ne fait intervenir que des
produits scalaires de la forme 〈ϕ|ϕ〉 = ‖ϕ‖2. (1) suppose que cette norme est conservée par l'action
de Û . On déduit que 〈ψ|φ〉 est aussi conservé, soit (2).

◦ Exercice (TD) : retrouver l'eq.(1.5.12) à partir de eq.(1.5.11) et (2.1.2).

Remarque (*)
◦ L'équivalent en géométrie euclidienne (espace vectoriel réel) sont les transformations
orthogonales (par exemples les rotations) qui conservent le produit scalaire euclidien.
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2.1.1.2 Le groupe d'évolution des états quantiques dans le temps

Les opérateurs d'évolution Û(t) dépendent du paramètre continu t ∈ R. Ils forment
donc un ensemble d'opérateurs unitaires, véri�ant les 3 propriétés suivantes :

Û(t1)Û(t2) = Û(t1 + t2) : loi de composition (2.1.5)

Û(0) = I : élément neutre (2.1.6)(
Û(t)

)−1

= Û(−t) : inverse (2.1.7)

Pour cela on dit qu'ils forment un groupe de Lie de dimension 1 d'opérateurs unitaires.
Le terme �groupe� est lié aux 3 propriétés, et le terme �Lie de dimension 1� vient du

fait qu'ils dépendent continuement d'un paramètre : t.
Dans le cas présent c'est le groupe d'évolution dans le temps.
On dit que Û(t) est un élément du groupe (c'est ici un opérateur unitaire) et que

Ĥ est le générateur du groupe (c'est un opérateur auto-adjoint). Les trois expressions
équivalentes (2.1.1),(2.1.3),(2.1.4) montrent la relation entre le générateur Ĥ et l'élément
du groupe Û (t).

La notion de groupe peut paraître un peu abstraite ou inutile ici, mais nous rencon-
trerons d'autres exemples moins simples de groupes dans la suite, où ces même relations
apparaissent et cette notion a �nalement une extrême importance en mécanique quantique.

Exercice (Autre exemples de Groupes de Lie) (*)

1. Montrer que les translation d'un point sur la droite (R), (respectivement le plan (R2),
et l'espace R3) est un groupe de Lie de dimension 1 (respect. 2 et 3). Remarquer que
le groupe d'évolution dans le temps ci-dessus est isomorphe au groupe de translation
sur la droite.

2. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans le plan R2

forment un groupe de Lie de dimension 1. Ce groupe de matrices est noté SO(2).

3. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans l'espace R3

forment un groupe de Lie de dimension 3. Ce groupe de matrices est noté SO(3).
(Rappel : il faut trois angles d'Euler pour spéci�er une rotation).

Remarque : Nous avons deux points de vue sur l'opérateur auto-adjoint Ĥ :

1. dans ce paragraphe (et aussi d'après l'équation de Schrödinger), il est interprété
comme un générateur d'évolution.

2. Dans le paragraphe sur l'opération de mesure, il est interprété comme une obser-
vable possible de la grandeur énergie.

Ce double aspect est valable pour tout opérateur auto-adjoint.
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Développement limité (*) : Si t � 1, le développement limité au premier ordre de
(l'exponentielle) Û(t) est :

Û(t) = exp

(
−iĤ
~
t

)
= Î − iĤ

~
t+ o(t)

Cette expression montre le rôle de Ĥ dans l'expression de Û(t) comme transformation
in�nitésimale.

2.1.1.3 Relation d'incertitude temps-énergie

Considérons un état quelconque |ψ〉 ∈ H normalisé, et son évolution |ψ(t)〉 = Û (t) |ψ〉.
Si |ψ〉 est état propre de Ĥ, alors c'est un état stationnaire car il véri�e |〈ψ(t)|ψ(0)〉| =
1, ∀t, et son incertitude en énergie (dé�nie par 1.6.4) est ∆E = 0. Un état quelconque
par contre n'est pas forcément un état stationnaire. On a la propriété suivante.

Proposition 2.1.3. Si |ψ〉 ∈ H est un état normalisé, son évolution étant notée |ψ(t)〉 =
Û (t) |ψ〉 alors le produit scalaire avec l'état initial décroit comme :

|〈ψ (0) |ψ(t)〉|2 = 1−
(
t

∆t

)2

+ o(t2)

avec la durée caractéristique :

∆t =
~

∆E
(2.1.8)

(∆E)2 := 〈
(
Ĥ −

〈
Ĥ
〉)2

〉 = 〈Ĥ2〉 −
〈
Ĥ
〉2

L'interprétation est que l'état |ψ(t)〉 a sensiblement changé de l'état initial |ψ(0)〉 (et avec
lui toutes ses propriétés observables) seulement après la durée ∆t.
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(remarquer que ∆t→∞ si ∆E → 0). Cette dernière relation qui s'écrit aussi ∆t∆E =
~, s'appelle la relation d'incertitude temps-énergie. Attention cependant que nous
n'avons pas introduit d'opérateur �temps�, et donc que cette relation d'incertitude n'est
pas de la forme (1.6.9) étudiée plus haut.

Démonstration. on a

|ψ(t)〉 = Û(t)|ψ(0)〉 =

(
Î − i t

~
Ĥ − t2

2~2
Ĥ2 + o(t2)

)
|ψ(0)〉

Alors

〈ψ(0)|ψ(t)〉 = 1− i t
~
〈ψ|Ĥ|ψ〉 − t2

2~2
〈ψ|Ĥ2|ψ〉+ o(t2)

et donc

|〈ψ (0) |ψ(t)〉|2 =

(
1− t2

2~2
〈Ĥ2〉

)2

+

(
t

~
〈Ĥ〉

)2

+ o(t2) = 1− t2

~2
〈Ĥ2〉+

t2

~2
〈Ĥ〉2 + o(t2)

= 1− t2

~2

(
〈Ĥ2〉 − 〈Ĥ〉2

)
+ o(t2) = 1− t2

~2
(∆E)2 + o(t2)

2.1.2 Groupe des translations des états quantiques en espace

Soit ψ(x) une fonction d'onde, et ψλ(x) = ψ(x−λ) la même fonction translatée de λ ∈ R
en espace, dans la direction x. Voir �gure (2.1.1). On dé�nit l'opérateur de translation
T̂λ qui e�ectue cette transformation :(

T̂λψ
)

(x) = ψ(x− λ) (2.1.9)

λψ  =T
λ
ψψ

x x−λ

Figure 2.1.1 � Translation d'une fonction d'onde de λ.

Propriétés et remarques
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Proposition 2.1.4. les opérateurs T̂λ forment un groupe à un paramètre λ ∈ R d'opéra-
teurs unitaires, appelé groupe des opérateurs de translation des états quantiques
en x. Le générateur est l'opérateur impulsion selon x :

p̂ = −i~ d
dx

(2.1.10)

Démonstration. Notons p̂ le générateur des translations sans savoir à priori son expression. Par
dé�nition

d|ψλ〉
dλ

=

(
− ip̂
~

)
|ψλ〉

donc

〈x| d
dλ
|ψλ〉 = 〈x|−i

~
p̂|ψλ〉

On a ψλ(x) = ψ(x− λ), donc

〈x| d
dλ
|ψλ〉 = (

dψλ
dλ

)(x) =
d

dλ
ψ(x− λ) = −(

dψ

dx
)(x− λ) = −(

dψλ
dx

)(x)

Par identi�cation on déduit que −i~ p̂ = − d
dx , soit p̂ = −i~ d

dx
.

◦ (*) Graphiquement, la relation de base (dψλ/dλ)(x) = −(dψλ/dx)(x) (qui est res-
ponsable de la fameuse expression � p̂ = −i~ d

dx
� pour l'opérateur impulsion) est assez

claire sur la �gure (2.1.2).

x

λ

Figure 2.1.2 � Schéma d'une petite translation, montrant la relation (dψλ/dλ)(x) =
−(dψλ/dx)(x) entre la variation de la fonction et sa dérivée.

◦ L'interprétation de l'impulsion comme générateur des translations spatiales est assez
fondamentale, et valable en mécanique classique comme en mécanique quantique,
voir page 95. De plus, le calcul précédent justi�e d'un certain point de vue l'expres-
sion à priori surprenante de l'opérateur impulsion p̂ = −i~d/dx introduite dès le
chapitre 1.
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Exercice 2.1.5. Montrer l'action suivante de l'opérateur translation sur les états de posi-
tion

〈x|T̂λ = 〈x− λ| (2.1.11)

T̂λ|x〉 = |x+ λ〉 (2.1.12)

2.1.3 Groupe des translations en impulsion (*)

On peut faire de même avec la translation en impulsion, c'est à dire considérer l'opé-
rateur B̂µ qui translate de µ ∈ R la fonction d'onde en représentation d'impulsion (1.5.8)
page 52 :

ψ̃µ(p) = (B̂µψ̃)(p) = ψ̃(p− µ)

D'après la relation p = mv (obtenur en mécanique classique si H (q, p) = p2

2m
+ V (q)),

l'opérateur B̂µ consiste à changer la vitesse par une constante ν = µ
m
. Cela s'appelle aussi

un boost. Ce changement intervient lors d'un changement de référentiel Galiléen :
x′ = x+ νt, donnant dx′/dt = dx/dt+ ν.

Exercice 2.1.6. Montrer que B̂µ forment un groupe à un paramètre µ ∈ R d'opérateurs
unitaires, et que l'opérateur position (−x̂) est leur générateur, i.e. :

B̂µ = exp

(
−i(−x̂)µ

~

)
= exp

(
ix̂ µ

~

)
(2.1.13)

d|ψµ〉
dµ

=

(
−i(−x̂)

~

)
|ψµ〉

Résumé jusqu'à présent : (voir �gure 2.1.3)
◦ L'opérateur (−x̂) est le générateur des translations des fonc-
tions d'ondes en impulsion.
◦ L'opérateur p̂ est le générateur des translations des fonctions
d'ondes en espace.
◦ L'opérateur Ĥ est le générateur des translations des fonc-
tions d'ondes en temps.

Cet énoncé un peu abstrait, est utilisé dans les formulations �modernes� et géométriques
des théories physiques.
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Position x

impulsion

p

temps t

généré par p

généré par H

^

^

généré par −x̂

Figure 2.1.3 � Résumé de l'action des générateurs des translations dans l'espace (de phase)
et temps.

2.1.4 Générateurs en mécanique classique (*)

Montrons que en mécanique classique de Hamilton la situation est analogue.
Rappels (voir cours de mécanique analytique de L3 [Fau10c]) : un état est un point

(x, p) dans l'espace de phase. Si le point (x(t), p(t)) évolue en temps, il satisfait l'équation
d'évolution de Hamilton :

d

dt

(
x
p

)
=

(
∂H
∂p

−∂H
∂x

)
C'est équation qui est l'analogue classique de l'équation de Schrödinger, permet de dire
que la fonction de Hamilton H est le générateur de l'évolution temporelle.

Si maintenant on considère les translations en espace de λ ∈ R,

(xλ, pλ) = Tλ (x0, p0) = (x0 + λ, p0)

alors dxλ/dλ = 1, et dpλ/dλ = 0, soit

d

dλ

(
xλ
pλ

)
=

(
∂G
∂p

−∂G
∂x

)
où le générateur est cette fois ci la fonction impulsion G(x, p) = p.

De même pour les translations en impulsion, le générateur est la fonction G(x, p) = −x.
1

1. Attention, il y a cependant une di�érence entre les translations dans l'espace de phase en mécanique

classique et quantique : du fait de la non commutativité [q̂, p̂] 6= 0, on déduit que
[
T̂λ, B̂µ

]
6= 0 en général,

où T̂λ est l'opérateur (2.1.9) et B̂µ est (2.1.13). On verra par conséquence que le groupe des translations
quantiques dans l'espace de phase, appelé groupe de Weyl-Heisenberg, est un groupe de Lie non commutatif
de dimension 3. En mécanique classique le groupe des translations dans l'espace de phase est un groupe
de Lie commutatif de dimension 2. Le troisième paramètre apparaissant en mécanique quantique est une
phase dont on verra l'importance dans la section suivante.
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x

p

Figure 2.1.4 � Trajectoires dans l'espace de phase classique (x, p) engendrée par le géné-
rateur G(x, p) = p. Ce sont des translations en x.

2.1.5 Représentation de Heisenberg (*)

En résumé, dans la description mathématique que nous venons de faire de l'évolution
quantique, un état quantique est un vecteur ψ (t) ∈ H qui évolue d'après l'équation de
Schrödinger :

i~
dψ

dt
= Ĥψ

où Ĥ (t) est l'opérateur Hamiltonien. On a alors ψ (t) = Û (t)ψ (0) avec

Û (t) = exp
(
−iĤt/~

)
.

Si on e�ectue une expérience associée à une observable Â (opérateur auto-adjoint), la
distribution statistique des résultats possibles est donnée par les probabilités d'observer la
valeur propre A à l'instant t (d'après eq.(1.6.2) page 61) :

PA =

∥∥∥P̂Aψ (t)
∥∥∥2

‖ψ (t)‖2

(où P̂A est le projecteur sur l'espace propre associé à la valeur propre A).
Cette description s'appelle aussi la représentation de Schrödinger.
On a vu que l'opérateur Û (t) est un opérateur unitaire, qui agit sur l'espace de Hilbert

en préservant sa structure (son produit scalaire). On utilise l'opérateur Û (−t) à l'instant
t comme transformation dans l'espace de Hilbert :{

H → H
ψ → ψ̃ := Û (−t)ψ

:transformation d'un vecteur

(La transformation inverse est simplement ψ̃ → ψ = Û (t) ψ̃). La représentation de
Heisenberg de la mécanique quantique consiste à e�ectuer cette transformation.
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Par cette transformation, un opérateur Â devient :

Ã (t) = Û (−t) ÂÛ (t) : transformation d'un opérateur

et dépend donc du temps.

Démonstration. En e�et : par dé�nition un opérateur agit sur des vecteurs : si ψ1 ∈ H
et ψ2 = Âψ1 alors par la transformation on obtient ψ̃1 = Û (−t)ψ1 et ψ̃2 = Û (−t)ψ2.
L'opérateur recherché Ã est dé�ni par ψ̃2 = Ãψ̃1. Or ψ̃2 = U (−t)ψ2 = U (−t) ÂÛ (t) ψ̃1

donc Ã (t) = Û (−t) ÂÛ (t).

Exemples :
◦ par cette transformation, l'état ψ (t) qui évolue devient :

ψ (t) = Û (t)ψ (0)→ ψ̃ = Û (−t)ψ (t) = ψ (0)

et devient donc un vecteur qui n'évolue pas.

Remarque :
◦ Il n'y a rien de profond dans ce �changement de représentation�. Il faut considérer la
représentation de Heisenberg comme un changement de coordonnées en géométrie ou
en mécanique classique. Son intérêt est que l'évolution ne porte plus sur les vecteurs
(qui deviennent �xes) mais sur les opérateurs comme Ã (t). Or il existe des tech-
niques très puissantes pour étudier les opérateurs, leur spectre, la dynamique qu'ils
génèrent, comme l'analyse micro-locale ou l'analyse semiclassique (qui consiste à ra-
mener l'étude d'opérateurs par l'étude de fonctions sur l'espace de phase, appelées
symbole de l'opérateur), [?], [Mar02].

Exercice 2.1.7. �Groupe de Weyl-Heisenberg�
Le but de cet exercice est de montrer le rôle fondamental des opérateurs Ĥ, p̂, x̂ comme étant

respectivement les générateurs des transformations dans le temps t, l'espace x des positions, et
l'espace p des impulsions. On considère une fonction d'onde ψ (x, t) = 〈x|ψ (t)〉 décrivant une
particule évoluant à une dimension.

1. Soit t0 un intervalle de temps. On note ψ (x, t+ t0) = 〈x|Û (t0)ψ (t)〉, où Û (t0) est l'opéra-
teur unitaire d'évolution sur l'intervalle de temps t0. Partant de l'équation de Schrödinger
dψ(t)
dt =

(−i
~
)
Ĥψ (t), déduire l'expression de Û (t0) en fonction de Ĥ. On dit que Ĥ est le

générateur de la transformation Û (t0).

(a) Par analogie, soit x0 un intervalle d'espace. On note (à t �xé) 〈x|ψx0〉 = ψx0 (x) =
ψ (x− x0) = 〈x−x0|ψ〉 la fonction d'onde ψ (x) translatée de x0 (véri�er sur un schéma
que c'est la bonne expression). En dérivant cette équation par rapport à x0, montrer que
dψx0 〉
dx0

=
(−i
~
)
p̂ψx0 . On note T̂ (x0) l'opérateur unitaire qui translate la fonction d'onde

de x0, c'est à dire ψx0 = T̂ (x0)ψ. Montrer que T̂ (x0) = exp
((−i

~
)
p̂x0

)
. On dit que p̂

est le générateur des translations en espace. Montrer que |x+ x0〉 = T̂ (x0) |x〉.
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(b) Soit B̂ (p0) l'opérateur �boost� d'une impulsion p0, c'est à dire qui transforme une
onde plane : B̂ (p0) |p〉 = |p + p0〉. Note : en mécanique non relativiste, cet opérateur
correspond à faire un changement de référentiel de Galilée : v → v + v0, avec p = mv,
p = mv0. Par analogie avec ci-dessus, montrer que l'opérateur (−x̂) est le générateur
des ces transformations : B̂ (p0) = exp

((−i
~
)

(−x̂) p0

)
.

(c) Si Â, B̂ sont deux opérateurs qui ne commutent pas, mais tels que
[
Â, B̂

]
commute

avec Â et B̂, alors eÂeB̂ = eÂ+B̂e
1
2 [Â,B̂] (relation de Glauber, voir Cohen-Tannoudji

[CBF] p. 174). Utilisant cette relation, montrer que :

T̂ (−x0) B̂ (−p0) T̂ (x0) B̂ (p0) = e−2πi S
2π~ Î

où S = x0p0 est l'aire du rectangle dans l'espace de phase parcourut par le chemin des
transformations successives. Note : on appelle S l'action. Les transformations T̂ (x0),
B̂ (p0) forment le groupe de transformations de Weyl-Heisenberg. Le rôle de la

phase e−2πi S
2π~ est fondamental en mécanique quantique. Quelle est l'interprétation de

la quantitée sans dimension S/ (2π~) ?

2.2 Le potentiel harmonique ; Spectre de Ĥ et évolution

référence : Ballentine p111 [L.E90].
Comme signalé plus haut, il est en général impossible de résoudre de façon exact l'équa-

tion de Schrödinger pour une particule dans un potentiel quelconque V (x) à une dimension.
En revanche cela est possible pour un potentiel quadratique V (x) = ax2+bx+c. Dans cette
section nous allons résoudre ce problème, et nous intéresser au potentiel Harmonique :

V (x) =
1

2
kx2

Le Hamiltonien correspondant est celui de l'oscillateur harmonique :

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
kx̂2 (2.2.1)

2.2.1 Importance du potentiel Harmonique en physique

Si une particule se déplaçant à une dimension, subit un champ de force dérivant d'un
potentiel F (x) = −dV/dx, et se trouve près d'une position d'équilibre, disons en x = 0,
alors F (0) = −(dV/dx)(0) = 0 ; si de plus cette position d'équilibre est stable, alors
(dF/dx)(0) = −(d2V/d2x)(0) < 0. Dans ce cas le mouvement de la particule reste au
voisinage de cette position d'équilibre, et on peut approximer la fonction potentielle par
son développement limité en x ' 0 :

V (x) = V (0) + x
dV

dx
(0) +

1

2
x2d

2V

dx2
(0) + o(x2) (2.2.2)

=
1

2
kx2 + o(x2) (2.2.3)
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en posant :

k =
d2V

dx2
(0) > 0

et V (0) = 0 (par choix de l'échelle d'énergie). Voir �gure 2.2.1.
Cette situation est très courante, car à �basse� température, les particules ont tendance

à se mettre près de leur position d'équilibre stable qui est la position de plus basse énergie.

k x1_ 2

x

V(x)

2

0

approximation

harmonique

Figure 2.2.1 � Approximation harmonique près de la position d'équilibre stable.

Pour ces raisons, l'approximation harmonique est très utile et fondamentale
en physique.

Les équations de mouvement classique sont pour le Hamiltonien H (x, p) = p2

2m
+ 1

2
kx2,

dx

dt
=
∂H

∂p
=

p

m
,

dp

dt
= −∂H

∂x
= −kx. (2.2.4)

Elles sont linéaires en les variables (x, p), car celles ci n'apparaissent que au degré 1.
Pour cette raison, on parle aussi de l'approximation linéaire du mouvement. (Plus
généralement, les équations de mouvement sont linéaires lorsque le Hamiltonien H (x, p)
est quadratique en (x, p)).

La résolution de ces équations (voir rappels ci-dessous) montre que la particule a un
mouvement d'oscillation à la fréquence

ω =

√
k

m

indépendante de l'énergie, et que x(t) = A sin (−ωt+ ϕ) est purement sinusoïdale. Le
terme �harmonique� vient de cette propriété. Rappelons nous aussi que les trajectoires
x(t), p(t) dans l'espace de phase sont des ellipses (voir �gure 1.3.2).

Rappels sur le mouvement classique de l'oscillateur harmonique (*) : L'équation
H (x, p) = p2

2m
+ 1

2
kx2 = E = cste est l'équation d'une ellipse dans l'espace de phase (x, p)

de demi axes

xmax =

√
2E

K
, pmax =

√
2mE
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Voir �gure.

mais pour connaitre le mouvement (x (t) , p (t)) sur cette ellipse, il faut résoudre les
équations du mouvement (2.2.4). Ce qui est particulier dans ces équations est que le terme
de droite est linéaire en x, p (cad de degré 1). La petite di�culté est que les deux équations
sont couplées. Un tel système est soluble avec de l'algèbre linéaire. Pour simpli�er, ici on
exploite le fait que l'expression est simple. Posons (avec E = 1) :

X :=
x

xmax
=

√
k

2
x, Y :=

p

pmax
=

p√
2m

(2.2.5)

Posons

ω :=

√
k

m

alors

Ẋ =

√
k

2
ẋ =

√
k

2

( p
m

)
=

√
k

m
Y = ωY

Ẏ =
1√
2m

ṗ =
−k√
2m

x = −ωX

Soit
Z := X + iY ∈ C
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alors
Ż = Ẋ + iẎ = −iω (X + iY ) = −iωZ

on obtient une équation très simple à résoudre :

Z (t) = Z (0) e−iωt, (2.2.6)

qui est un mouvement de rotation à vitesse angulaire ω dans le sens indirect sur C.
En notant Z (0) = Aeiϕ, on a

Z (t) = Aei(−ωt+ϕ)

donc

X (t) = < (Z (t)) = A cos (−ωt+ ϕ) , Y (t) = = (Z (t)) = A sin (−ωt+ ϕ)

Remarquer que
H = X2 + Y 2 = ZZ

Avec le changement de variable (2.2.5) les ellipses dans les coordonnées de départ (x, p)
sont devenues des cercles dans les coordonnées (X, Y ).

Remarques :
◦ pour un problème à plusieurs dimensions ou plusieurs degrés de liberté, cela est
encore valable.
◦ Par exemple, les équations de Maxwell sont linéaires par rapport aux champs ~E, ~B.
Ainsi la dynamique du champ de Maxwell est �harmonique�, et l'analyse de cette
section sera directement applicable pour comprendre la nature quantique du champ
électromagnétique et le concept de photon (états stationnaires quantiques des os-
cillations du champs).
◦ Comme autre exemple, citons les ondes de vibration d'un solide. L'équation d'onde
élastiques est non linéaire mais pour les faibles amplitudes, on peut utiliser l'ap-
proximation linéaire comme décrite ici, et les petites vibrations du solide sont alors
décrites par un Hamiltonien qui est la somme d'oscillateurs harmonique indépen-
dants. Les phonons sont les états stationnaires quantiques de ces oscillations.
◦ Dans la théorie actuelle (moderne) de la physique fondamentale, appelée �modèle
standard de la physique des particules�,le Hamiltonien est non quadratique.
Par conséquent les équations de mouvement classiques des champs sont non linéaires.
A�n de pouvoir les résoudre, on néglige les termes non linéaires (lorsque cela est
possible, et cela revient à négliger les interactions), et l'on obtient des équations li-
néaires appelées �équations des champs libres�, analogues au modèles de l'oscillateur
harmonique. Les états propres quantiques de ces champs libres correspondent aux
particules élémentaires. La grande di�culté à laquelle est confrontée la physique
des particules est de justi�er cette approximation linéaire (de montrer que les vrais
états propres sont proches), et d'aller au delà de cette approximation. Voir section
5.4.
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2.2.2 Résolution algébrique du spectre

Pour résoudre le spectre de l'oscillateur Harmonique nous allons essayer de mettre en
évidence dans ce cas simple, une démarche générale qui est bien adaptée aux problèmes
possédant une symétrie dynamique. (Cette même démarche sera utilisée plus loin pour
l'étude du groupe de rotation, et s'utilise en général pour tous les groupes de symétrie
continus.)

2.2.2.1 Changement de variable

On simpli�e tout d'abord l'expression de Ĥ en introduisant des coordonnées
(
Q̂, P̂

)
sans dimension :

Q̂ =
(mω
~

)1/2

q̂ (2.2.7)

P̂ =

(
1

m~ω

)1/2

p̂ (2.2.8)

donnant :
Ĥ =

1

2
~ω
(
P̂ 2 + Q̂2

)
(on a ainsi factorisé la seule constante ayant une dimension d'énergie : ~ω). On obtient
pour les nouvelles variables : [

Q̂, P̂
]

=
1

~
[q̂, p̂] = i Î (2.2.9)

2.2.2.2 Remarques sur l'algèbre de Lie de l'oscillateur harmonique (*)

En utilisant eq.(A.2.3), donnant
[
Q̂, F (P̂ )

]
= idF (P̂ )

dP̂
,
[
F (Q̂), P̂

]
= idF (Q̂)

dQ̂
, ou directe-

ment, on remarque que [
Ĥ, Q̂

]
= −i~ωP̂ (2.2.10)[

Ĥ, P̂
]

= i~ωQ̂

Le problème fait donc intervenir seulement quatre opérateurs autoadjoints : Ĥ, Q̂, P̂ , Î.
Nous venons de montrer une propriété remarquable qui est que les commutateurs de deux
quelconques de ces opérateurs est une combinaison linéaire de ces opérateurs. On dit que
l'espace vectoriel engendré par ces opérateurs est stable vis à vis de l'opération de commu-
tation.

L'algèbre de Lie de l'oscillateur Harmonique, noté O est l'espace vectoriel engen-
dré par ces quatre opérateurs, c'est à dire par toutes les combinaisons linéaires possibles.
C'est un espace vectoriel de dimension 4, qui est stable par l'opération de commutation.
(i.e. un élément quelconque Â ∈ O s'écrit Â = αQ̂+ βP̂ + γĤ + δÎ, avec α, β, γ, δ ∈ R ; et

si Â, B̂ ∈ O alors 1
i

[
Â, B̂

]
∈ O).
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Nous verrons ci-dessous page 127, que ces opérateurs sont les générateurs du groupe de
Lie des déplacements dans l'espace de phase (rotation comprise). 2

2.2.2.3 Opérateurs de création et d'annihilation

Nous allons voir qu'il est préférable de considérer d'autres opérateurs appartenant à
l'algèbre de l'oscillateur Harmonique :

a :=
1√
2

(
Q̂+ iP̂

)
a+ :=

1√
2

(
Q̂− iP̂

)
: adjoint de a

2. Une algèbre de Lie d'opérateurs est un ensemble d'opérateurs auto-adjoints formant un espace-
vectoriel réel de dimension �nie n et stable par l'opération de commutation.

En notant A une telle algèbre de dimension n, cela signi�e, qu'il existe des opérateurs auto-adjoints
Â1, Â2, . . . , Ân indépendants, formant une base de A, et que tout élément Â ∈ A s'écrive, comme une
combinaison linéaire à coe�cients réels :

Â =

n∑
i=1

aiÂi ∈ A, ai ∈ R

et il faut aussi que si ∀ Â, B̂ ∈ A alors 1
i

[
Â, B̂

]
= 1

i

(
ÂB̂ − B̂Â

)
∈ A.

Remarques :

◦ L'algèbre est caractérisée par sa dimension n et par les commutateurs des éléments de base Âi,
autrement dit par les coe�cients Cijk ∈ R dé�nis par :

1

i

[
Âi, Âj

]
=

n∑
k=1

CijkÂk

◦ Deux algèbres de Lie A et A′ sont dites isomorphes (i.e. �équivalentes�) si il existe une bijection
ϕ : A → A′ (qui permet d'identi�er A et A′) telle que :

1. ϕ soit une application linéaire (i.e. préserve les combinaisons linéaires)

2. ϕ préserve les commutateurs : 1
i

[
Â, B̂

]
= Ĉ alors 1

i

[
ϕ
(
Â
)
, ϕ
(
B̂
)]

= ϕ
(
Ĉ
)
.

(On verra l'exemple d'un tel isomorphisme page 127).

◦ On peut considérer aussi les combinaisons à coe�cients complexes. Il s'agit alors de l'algèbre de

Lie complexi�ée.
◦ Nous verrons que les opérateurs auto-adjoints d'une algèbre de Lie peuvent toujours être considérés

comme des générateurs ; et que l'on peut associer un groupe de Lie d'opérateurs unitaires.
◦ En physique la notion de algèbre de Lie et groupe de Lie est une notion qui peut être abstraite et

se manifeste dans des situations très di�érentes.
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qui véri�ent [
a, a+

]
= Î

(en e�et : [a, a+] = 1
2

([
Q̂,−iP̂

]
+
[
iP̂ , Q̂

])
= 1

2 (1 + 1) = Î)

On a inversement Q̂ = 1√
2

(a+ a+),P̂ = i√
2

(a+ − a). On utilise aa+ = a+a + Î et on
obtient :

Ĥ =
1

2
~ω
(
P̂ 2 + Q̂2

)
=

1

2
~ω
(
−1

2

(
a+ − a

)2
+

1

2

(
a+ a+

)2
)

=
1

4
~ω
(
−
(
a+
)2 − a2 + a+a+ aa+ + a2 +

(
a+
)2

+ a+a+ aa+
)

=
1

2
~ω
(
a+a+ aa+

)
=

1

2
~ω
(

2a+a+ Î
)

= ~ω
(
N̂ +

1

2
Î

)
soit :

Ĥ = ~ω
(
N̂ +

1

2
Î

)
(2.2.11)

où l'on a posé :

N̂ := a+a

(remarquer que N̂ est autoadjoint : N̂+ = (a+a)
+

= a+a = N̂). Sachant que aa+ = a+a+Î,
on calcule [

N̂ , a
]

= a+aa−
(
aa+

)
a = a+aa−

(
a+a+ Î

)
a = −a

Et de même [
N̂ , a+

]
= a+

(
aa+

)
− a+a+a = a+

(
a+a+ Î

)
− a+a+a = a+

On a donc obtenu les relations[
a, a+

]
= Î (2.2.12)[

∗, Î
]

= 0 avec ∗ = tout opérateur (2.2.13)[
N̂ , a

]
= −a (2.2.14)[

N̂ , a+
]

= a+ (2.2.15)

Ainsi, les quatre opérateurs
(
N̂ , a+, a, Î

)
forment une autre base de la même algèbre de

Lie O de l'oscillateur harmonique, mais les relations de commutation sont plus simples.
On les a mis sous une forme standard appelée décomposition de Cartan 3.

3. pour être plus précis, on considère l'opérateur adjoint� adN : O → O sur l'algèbre de Lie dé�nie par

adN

(
Â
)

=
[
N̂ , Â

]
.

Les relations (2.2.15) montrent que la base de Cartan est une base de vecteurs propres pour l'opérateur
adN .
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2.2.2.4 Spectre l'Oscillateur Harmonique

La relation (2.2.11) montre que le spectre de Ĥ se déduit simplement du spectre de
N̂ . Grâce aux relations précédentes de Cartan, il est possible de calculer le spectre de
l'opérateur N̂ , et donc de déduire celui du Hamiltonien Ĥ. Voici le résultat. La preuve sera
donnée ensuite.

Proposition 2.2.1. Dans l'espace quantique H = L2 (R), le spectre de N̂ = a+a est formé
par :

N̂ |ψn〉 = n|ψn〉, n ∈ N,

Les états propres |ψn〉, n ∈ N forment une base de l'espace de Hilbert. L'état |ψ0〉 véri�e :

a|ψ0〉 = 0

sa fonction d'onde normalisée dans la �représentation Q� , est une fonction gaussienne :

ψ0 (Q) := 〈Q|ψ0〉 =
1

π1/4
e−

1
2
Q2

(2.2.16)

et plus généralement pour les états |ψn〉 la fonction d'onde est appelée fonction de Her-
mite :

ψn (Q) = 〈Q|ψn〉 =
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

n!2n

)1/2

Hn (Q)

où Hn (Q) est un polynome de degré n à coe�cients entiers, appelé polynome d'Hermite,
obtenu par la relation de récurrence

Hn(Q) =

(
2Q− d

dQ

)
Hn−1(Q)

Les premiers termes sont :

H0 (Q) = 1, H1 (Q) = 2Q, H2 (Q) = 4Q2 − 2, . . .

Code sous Maple ou sous xcas (qui est libre et gratuit, [B.]) pour dessiner les fonctions
d'Hermite ψn (Q) :

f0:=exp(-x^2/2);

f1:=1/(sqrt(2*1))*(x*f0-diff(f0,x));

f2:=1/(sqrt(2*2))*(x*f1-diff(f1,x));

f3:=1/(sqrt(2*3))*(x*f2-diff(f2,x));

plot([f0,f1,f2,f3],x=-5..5);

Proposition 2.2.2. Donnant la �gure 2.2.2.
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3

x

|ψ  >2

|ψ >

1

0

|ψ >

|ψ >

Figure 2.2.2 � Fonctions d'ondes stationnaires ψn (Q) = 〈Q|ψn〉 de l'oscillateur Harmo-
nique.

Proposition 2.2.3. Les opérateurs a+, a véri�ent les relations suivantes et sont appelés
des opérateurs d'échelle ou opérateurs de création et d'annihilation (voir �gure
2.2.3 ) :

a+|ψn〉 =
√
n+ 1|ψn+1〉, pour n ≥ 0

a|nψn〉 =
√
n|ψn−1〉, pour n ≥ 1

donc chaque état normalisé |ψn〉 s'exprime à partir de l'état |0〉 :

|ψn〉 =
1√
n!

(
a+
)n |ψ0〉 (2.2.17)

Corollaire 2.2.4. le spectre de Ĥ est :

Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉 (2.2.18)

En = ~ω
(
n+

1

2

)
(2.2.19)

La relation de fermeture dans la base (|ψn〉)n s'écrit :

Î =
∞∑
n=0

|ψn〉〈ψn|
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(1/2)h ω

hω

a+

a+

a+

EnergieEtats

E

|3>

|2>

|1>

|0>

a

a

a

Opérateurs

Figure 2.2.3 � Schéma des opérateurs d'échelle agissant entre les états propres |n〉 = |ψn〉,
et schéma du spectre d'énergie équidistant de l'oscillateur Harmonique. On appelle aussi a+

l'opérateur de création, et a l'opérateur d'annihilation. (Ce terme est plus approprié
dans le cadre de l'électrodynamique quantique, voir plus loin).

Remarque 2.2.5. Il est habituel de noter |n〉 = |ψn〉 pour la fonction d'Hermite du niveau
n ≥ 0.

Démonstration. (*)Cherchons la fonction notée ψ0 (Q), dé�nie par :

aψ0 = 0

(c'est à dire que ψ0 est dans le noyau de l'opérateur a). On se rappelle que par dé�nition des
opérateurs Q̂, P̂ , pour tout état ψ, on a 〈Q|Q̂ψ〉 = Q〈Q|ψ〉 et 〈Q|P̂ψ〉 = −i ddQ〈Q|ψ〉. Cela donne :

0 = 〈Q|aψ0〉 =
1√
2
〈Q|

(
Q̂+ iP̂

)
ψ0〉 =

1√
2

(
Q+

d

dQ

)
ψ0 (Q) , ∀Q ∈ R.

On obtient donc l'équation di�érentielle du premier ordre :

dψ0

dQ
= −Qψ0

que l'on résoud en écrivant :

dψ0/ψ0 = −QdQ⇔ d logψ0 = −d
(

1

2
Q2

)
⇔ logψ0 = −1

2
Q2 + cste⇔ ψ0 (Q) = Ce−

1
2
Q2

La constante C se trouve en cherchant une solution normalisée :

1 = ‖ψ0‖2 =

∫
|ψ0 (Q)|2 dQ = C2

∫
e−Q

2
dQ = C2√π
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(on a utilisé l'intégrale Gaussienne eq. (A.1.1) page 361) donc C = π−1/4,

ψ0 (Q) =
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)
Notons que ψ0 est vecteur propre de l'opérateur N̂ = a+a avec la valeur propre 0 :

N̂ψ0 = a+ (aψ0) = 0ψ0

On cherche maintenant les autres vecteurs propres de N̂ . Pour un entier n ≥ 1, on dé�nit par
récurrence l'état ψn par

ψn =
1√
n
a+ψn−1 =

1√
n (n− 1)

(
a†
)2
ψn−2 = . . . =

1√
n!

(
a†
)n
ψ0

Supposons que N̂ψn−1 = (n− 1)ψn−1. Alors utilisant (2.2.15), donnant N̂a
+ = a+N̂ + a+ =

a+
(
N̂ + Î

)
on a

N̂ψn =
1√
n
N̂a+ψn−1 =

1√
n
a+
(
N̂ + Î

)
ψn−1 =

1√
n
a+ (n− 1 + 1)ψn−1 = nψn

Calculons la norme de ψn. On utilise aa+ = a+a+ Î :

‖ψn‖2 = 〈ψn|ψn〉 =
1

n
〈ψn−1|aa+ψn−1〉 =

1

n
〈ψn−1|

(
N̂ + Î

)
ψn−1〉 =

(n− 1 + 1)

n
‖ψn−1‖2 = ‖ψn−1‖2

Par récurrence on déduit que ‖ψn‖2 = 1 (est normalisé) et que pour tout n ∈ N, ψn est vecteur
propre de N̂ avec la valeur propre n :

N̂ψn = nψn

Remarquons aussi la relation :

aψn =
1√
n
aa+ψn−1 =

1√
n

(
a+a+ Î

)
ψn−1 =

√
nψn−1.

Cherchons maintenant la fonction d'onde de l'état ψn :

ψn(Q) = 〈Q|ψn〉 =
1√
n
〈Q|a+ψn−1〉 =

1√
2n

(
Q− d

dQ

)
ψn−1(Q) (2.2.20)

La fonction d'onde ψn(Q) s'obtient donc par une opération de dérivation à partir de la fonction
ψn−1(Q). Pour simpli�er l'écriture, on dé�nit la fonction Hn (Q) par l'écriture :

ψn (Q) = 〈Q|ψn〉 =
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

n!2n

)1/2

Hn (Q)

et connaissant ψ0 (Q) ci-dessus, on observe que H0 (Q) = 1. La relation de récurrence (2.2.20)
donne

1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

n!2n

)1/2

Hn (Q) =
1√
2n

(
Q− d

dQ

)(
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

(n− 1)!2n−1

)1/2

Hn−1 (Q)

)

⇔
(

1

2n

)1/2

Hn (Q) =
1√
2n

(
QHn−1 − (−Q)Hn−1 −

dHn−1

dQ

)
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donc :

Hn(Q) =

(
2Q− d

dQ

)
Hn−1(Q)

et on déduit que Hn (Q) est en fait un polynôme de degré n à coe�cients entiers appelé
polynome d'Hermite, dont les premiers termes sont :

H0 (Q) = 1, H1 (Q) = 2Q, H2 (Q) = 4Q2 − 2, . . .

Comme N̂ est auto adjoint (N̂+ = (a+a)
+

= N̂), on a d'après (1.5.1), que les vecteurs propres
ψn forment un ensemble orthonormés de vecteurs. Pour montrer que l'opérateur N̂ n'a pas d'autres
vecteurs propres, il faut montrer que ces états ψn forment une base de l'espace H = L2 (R).

On cherche une fonction ϕ (Q) orthogonale à toutes les fonctions ψn précédentes. Par hypothèse
on a donc

∫
ϕ (Q) e−Q

2/2Qn pour tout n ≥ 0. On écrit la transformée de Fourier

F
(
ϕ (Q) e−Q

2/2
)

(P ) =
1√
2π

∫
R
ϕ (Q) e−Q

2/2e−iPQ

=
1√
2π

∫
ϕ (Q) e−Q

2/2

(
1− iPQ+

1

2
(−iPQ)2 + . . .

)
Chaque terme du développement en série de e−iPQ est un polynôme en Q. On permute la sé-
rie et l'intégrale, et on déduit d'après l'hypothèse sur ϕ que chacun des termes est nul, donc

F
(
ϕ (Q) e−Q

2/2
)

= 0, donc ϕ (Q) e−Q
2/2 = 0,∀Q, donc ϕ = 0. Il n'y a donc pas de fonction

orthogonale à l'espace engendré par les ψn. Conclusion : les vecteurs orthogonaux ψn engendrent
tout l'espace L2 (R) et forment donc une base orthonormée.

Le spectre de Ĥ se déduit simplement de la relation Ĥ = ~ω
(
N̂ + 1

2Id
)
et du spectre de N̂

obtenu ci-dessus.

2.2.2.5 (*) Fonctions d'ondes ψn(x)

On a donné l'expression des fonctions d'onde avec la variable Q sans unité. Voici leur
expression avec la variable de position x. Pour cela on a la propriété générale suivante
concernant un changement d'échelle :

Proposition 2.2.6. Soit α > 0. Pour le changement de variable de position x̂→ Q̂ = α x̂,
l'état de position est |Q〉 = 1√

α
|x〉.

Démonstration. Posons |Q〉 = β|x〉. On a |Q〉 = β|x〉 = β
∫
dQ′ |Q′〉〈Q′|x〉 = β

∫
αdx′ |Q′〉β〈x′|x〉.

Or 〈x′|x〉 = δ(x′ − x), donc |Q〉 = αβ2|Q〉, ainsi β = 1/
√
α.
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Dans le cas considéré ci-dessus, avec α =
(
mω
~

)1/2
, on obtient alors pour l'état fondamental :

ψ0(x) = 〈x|0〉 =
√
α〈Q|0〉 =

(mω
π~

)1/4

exp
(
−mω

2~
x2
)

(2.2.21)

qui est le paquet d'onde Gaussien (1.1.6), avec x0 = 0, p0 = 0, et de largeur σ =
√

~
mω

.

2.2.3 Application : Modèle d'Einstein (1907) sur la capacité calo-
ri�que des matériaux

Nous discutons maintenant une conséquence expérimentale remarquable de la quanti�-
cation du spectre de l'oscillateur Harmonique, très importante au niveau historique. C'est
un modèle que Einstein a introduit en 1907, bien avant la connaissance de la mécanique
quantique.

On modélise un atome de carbone dans un cristal de diamant, par une particule oscillant
autour de sa position d'équilibre. Dans l'approximation harmonique, son mouvement selon
x est décrit par le Hamiltonien (2.2.1) de l'oscillateur harmonique. Ses niveaux d'énergie
selon x sont donc quanti�és, selon :

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .

A température nulle, l'atome est dans le niveau |0〉 d'énergie le plus bas, mais à température
T plus élevée, il peut être dans le niveau |n〉, d'énergie En avec la probabilité

Pn =
1

Z
exp (−En/(kBT ))

C'est la loi de Boltzmann 4 avec Z constante de normalisation.
Comme En ≥ 1

2
~ω on devine que tant que à température su�sement basse de sorte

que kBT � ~ω (ou T � ΘE := ~ω
kB

appelée température d'Einstein), alors En
kBT
� 1 et

donc Pn � 1 pour n ≥ 1, c'est à dire que l'atome a une probabilité négligeable d'atteindre
les niveaux excités n ≥ 1, et restera donc dans l'état fondamental n = 0 (son mouvement
est �gelé�). Son énergie moyenne reste donc constante, 〈E〉 ' E0, et sa capacité calori�que
c(T ) = d 〈E〉 /dT ' 0 est quasiment nulle.

Pour le diamant, cela correspond à T � ΘE = ~ω
kB

= 1320K. C'est donc le cas à
température ambiante 5.

4. Rappelons que la loi de Boltzmann est à la base de la physique statistique. On montre qu'elle
découle du comportement chaotique miscroscopique (�hypothèse ergodique�). Cependant on ne connait
pas de preuve rigoureuse pour les systèmes réalistes.

5. Notons les propriétés remarquables du diamant : matériau le plus dur connu ; les atomes de carbone
du diamant sont à température ambiante dans leur état quantique fondamental (comme à T = 0K !). Aussi
c'est un matériau inerte chimiquement, si bien que l'on trouve des diamants qui ont été créés il y a des
milliards d'années, qui ont survécus à des générations de tectonique des plaques dans la croute terrestre.
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La quanti�cation des niveaux d'énergie explique donc que c(T ) → 0 pour T � ΘE.
Voir la �gure 2.2.4.

Un calcul précis donne une expression analytique de la courbe c(T ), (voir cours de
physique statistique).

En particulier, le théorème d'équipartition classique donne c(T )→ 3R pour T � ΘE.

Exercice 2.2.7. On considère un atome oscillant à une dimension x.

1. Utilisant Pn = 1
Z

exp (−En/(kBT )) qui est la probabilité d'occupation du niveau n
à la température T (loi de Boltzmann) , montrer que l'énergie moyenne de l'atome
est
〈
E(x)

〉
=
∑

n≥0 PnE
(x)
n = kBΘ

2
coth

(
Θ
2T

)
.

(a) Déduire la capacité calori�que molaire :

c (T ) = 3R

(
Θ

2T

)2
1

sinh2
(

Θ
2T

) , R = NAkB

et tracer l'allure de cette courbe. Remarquer que d'après l'expression ΘE = ~ω
kB
,

et utilisant la relation ω =
√

k
m
, un coe�cient de raideur k élevé est relié à une

valeur Θ élevée. Ainsi cette théorie relie des propriétés d'élasticité ou mécaniques
du matériau à des propriétés calori�ques. Par exemple pour le diamant qui est
dur, ΘE = ~ω

k
= 1320K. Pour l'or qui est plus mou (k plus faible) on a ΘE =

165K = −108Co.

Figure 2.2.4 � Capacité calori�que molaire c(T ) du diamant, avec ΘE = ~ω
kB

= 1320K.
(A.Einstein, Ann. Physik, vol 22, 180, (1907)). La quanti�cation des niveaux d'énergie
explique donc que c(T )→ 0 pour T � ΘE.
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Remarque : Le modèle de Debye tient compte du couplage entre atomes voisins, les
modes de vibration sont donc di�érents. Mais la méthode et les phénomènes sont les même.
Les résultats sont proches.

2.2.4 Application : les modes quantiques du champ électromagné-
tique dans le vide.

2.2.4.1 Les équations de Maxwell dans le vide interprétées comme une assem-
blée d'oscillateurs harmoniques

Bien que le modèle de l'oscillateur harmonique soit simple, il se trouve être utilisé pour
décrire la dynamique du champ électromagnétique

(
~E (~x, t) , ~B (~x, t)

)
dans le vide, c'est à

dire en négligeant le couplage à tout autre champ comme un champ de matière chargée.

Rappels d'électromagnétisme : (cours de Licence 3)
Les équations de Maxwell sont des équations linéaires par rapport aux variables(

~E, ~B
)
(et leurs dérivées partielles) . Le champ électromagnétique forme un système dyna-

mique avec un nombre in�ni de degrés de liberté. Lorsque l'on résoud les équations de
Maxwell, on isole les degrés de liberté indépendants. Un degré de liberté indépendant
du champ électromagnétique dans le vide est une onde plane caractérisée par son
vecteur d'onde ~k ∈ R3, et sa polarisation (droite ou gauche). Nous montrons maintenant
que la dynamique (linéaire) de cette onde plane s'identi�e à la dynamique d'un
oscillateur harmonique.

Pour démarrer rappelons-nous d'un résultat d'électromagnétisme (voir [Jac75] par exemple),
qu'une onde plane dans le vide, de vecteur d'onde ~k ∈ R3 et de polarisation circulaire gauche
a pour expression (avec ~x ≡ (x, y, z)) :

Ex (~x, t) = E cos
(
ωt− ~k.~x

)
Ey (~x, t) = −E sin

(
ωt− ~k.~x

)
(2.2.22)

où E > 0 est l'amplitude. Donc {
∂Ex
∂t

= ωEy
∂Ey
∂t

= −ωEx

La norme de ~k est reliée à la fréquence ω de l'onde par

k =
∣∣∣~k∣∣∣ =

ω

c
.

Le champ ~B (~x, t) quant à lui est complètement spéci�é par

~B (~x, t) =
1

c

(
~k

k
∧ ~E (~x, t)

)
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E

B

k

Figure 2.2.5 � Triade des vecteurs ~k, ~E, ~B orthogonaux pour une onde plane.

C'est à dire que ~k, ~E, ~B forment une base orthogonale directe, et

By (~x, t) = −1

c
Ex, Bx (~x, t) =

1

c
Ey.

La densité volumique d'énergie de l'onde plane est

H =
ε0

2

(
E2(~x, t) + c2B2(~x, t)

)
= ε0E

2 = ε0

(
E2
x + E2

y

)
et sa densité d'impulsion est donnée par le vecteur de Poynting :

~P = ε0
~E(~x, t) ∧ ~B(~x, t) =

ε0

c
E2

(
~k

k

)
(Remarquer la relation relativiste H2 − P 2c2 = 0 entre l'énergie et l'impulsion).
D'après ci-dessus la dynamique de l'onde plane, se représente à ~x �xé, par un mouve-

ment circulaire dans le plan (Ex, Ey) (ou (Bx, By)).

Ex

Ey

Ez

Etat classique

du champ

(un point qui tourne)

rotation

Figure 2.2.6 �

Cela fait naturellement penser à la dynamique de l'oscillateur harmonique dans le plan
(q (t) , p (t)). Pour préciser cette formulation, choisissons un point de référence, par exemple
l'origine ~x = 0, et dé�nissons : 6

q (t) =

√
2ε0

ω
Ex (0, t) , p (t) =

√
2ε0Ey (0, t) . (2.2.23)

6. Pour procéder systématiquement, posons q = αEx et p = βEy, avec α, β inconnus. On a dEx/dt =
ωEy, dEy/dt = −ωEx et H = ε0

(
E2
x + E2

y

)
. Donc dq/dt = (αω/β) p et dp/dt = − (βω/α) q. On voudrait

dq/dt = p et dp/dt = −ω2q et H = 1
2

(
p2 + ω2q2

)
. On déduit que α =

√
2ε0/ω et β = αω =

√
2ε0.
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Alors on véri�e que l'on a bien les relations dé�nissant la dynamique d'un oscillateur
de fréquence ω :

H =
1

2

(
p2 + ω2q2

)
dq

dt
= p (t) =

∂H

∂p
dp

dt
= −ω2q = −∂H

∂q

Pour le mode de polarisation circulaire droite, la démarche est identique, il su�t d'in-
verser le rôle de Ex et Ey.

D'un point de vue dynamique, le rayonnement électromagnétique classique dans le
vide est donc équivalent à une assemblée d'oscillateurs harmoniques. il y a une in�nité de
variables (q, p) di�érentes et indépendantes, pour chacun des modes (ou onde plane) :

mode ≡
(
~k ∈ R3, polarisation = ±1

)
Globalement, l'espace des phases classique est donc

Pphase = 2
⊕
~k∈R3

R2
qk,pk

et le Hamiltonien classique est la fonction suivante sur Pphase :

H =
∑
~k∈R3

1

2

(
p2
k + ω2

kq
2
k

)
avec ωk = c

∣∣∣~k∣∣∣. Noter que la décomposition d'une onde en ondes planes est similaire à la
décomposition de Fourier d'une fonction en modes de Fouriers.

2.2.4.2 Quanti�cation du champ électromagnétique

Bien qu'il s'agisse d'une onde, le champ électromagnétique de Maxwell est de
nature classique et non quantique (l'onde n'exprime pas une amplitude de probabi-
lité de présence d'une particule). Mais comme nous le ferons remarquer ultérieurement
(page 168), pour la cohérence interne de la physique, il est nécessaire de considérer que
le champ classique n'est que �l'apparence classique� d'un objet quantique �le
champ électromagnétique quantique� (essentiellement cela correspond à considérer
des superpositions quantiques de di�érentes con�gurations de champ électromagnétique).

Les expériences con�rment tout à fait l'existence de ce champ quantique. Les manifes-
tations sont nombreuses et les plus simples (à l'origine de la découverte de la mécanique
quantique d'ailleurs) sont
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◦ l'e�et photo-électrique (emmission d'un électron par un matériau soumis à la
lumière).
◦ le rayonnement du corps noir. (Voir page 133).

La théorie quantique du champ électromagnétique dans le vide est très simple, il su�t
de considérer que l'oscillateur harmonique décrivant une onde plane est un oscillateur
harmonique quantique comme (2.2.1) page 98.

L'état quantique d' un mode donné mode ≡
(
~k, pol

)
est décrit par une fonction d'onde

ψ (q) de la variable dynamique q. La dynamique n'est donc plus celle d'un point dans le
plan (q ∝ Ex, p ∝ Ey), eq.(2.2.23), mais d'une onde (�une onde quantique d'ondes électro-
magnétiques classiques�).

L'espace quantique total du champ électromagnétique est

H =
⊗
~k∈R3

(
L2 (Rqk)⊗ C2

)
où L2 (Rqk) est l'espace de Hilbert d'un oscillateur harmonique du mode ~k et C2 est pour
l'état de polarisation. (On verra plus loin pourquoi c'est un produit tensoriel).

2.2.4.3 Une onde classique est un paquet d'onde quantique

Essayons de donner un sens physique à cette onde ψ (q). Par exemple le faisceau mo-
nochromatique issue d'un Laser que l'on décrit de façon idéale par l'onde plane classique
(1.1.3), c'est à dire par le point de la �gure (2.2.6), est dans la description quantique plûtot
un paquet d'onde quantique centré sur ce point. On l'appelle aussi état cohérent du
champ. Ce n'est donc pas un état stationnaire.

La largeur du paquet d'onde s'appelle �uctuations quantique du champ électromagné-
tique. Précisement, le principe d'incertitude (1.6.10) ∆q∆p ≥ ~/2, donne pour une onde
plane selon z, d'après (2.2.23) :

(∆Ex) (∆Ey) ≥
~ω
4ε0

2.2.4.4 Les photons

Un état quantique stationnaire de l'oscillateur harmonique est de la forme |n〉 = |ψn〉
avec n = 0, 1, 2, . . ., décrit en (2.2.18), et d'énergie :

En = ~ω
(
n+

1

2

)
On appel cet état quantique |n〉 un état à n photons du mode mode ≡

(
~k, pol

)
.

Lorsque un atome se désexcite en émmettant un photon dans le vide, il crée l'état
|n = 1〉 pour un mode donné.
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Si l'espace environnant contient déjà n photon (état |n〉), alors l'atome rajoute un
photon, et il y a transition |n〉 → |n+ 1〉. L'énergie de ce photon supplémentaire est

∆E = En+1 − En = ~ω = hν : énergie d'un photon de fréquence ω

avec h = 2π~ et ν = ω
2π
.

Remarquer que la fonction d'onde ϕ (q) d'un état stationnaire |n〉 est une fonction
d'Hermite. Comme q ' Ex cette fonction d'onde est délocalisée dans les variables champs
électrique et magnétique. Pour cette raison, l'état idéal |n〉 n'existe pas longtemps : la dé-
cohérence (couplage à l'environnement) détruit rapidement un état |n〉 pour le transformer
plutot en paquet d'onde, contenant aussi n photons mais seulement en moyenne (c'est à
dire de même énergie moyenne En). 7

2.2.4.5 Le vide quantique du champ électromagnétique

Si l'espace vide est dans son état d'énergie minimal, chaque mode est dans l'état |n = 0〉.
On appelle ces états sans photon, le vide quantique du champ électromagnétique :

|V ide〉 ≡ (|0mode1〉 ⊗ ...⊗ |0modek〉 ⊗ . . .)

Ce qui est surprenant est qu'en mécanique quantique, ce �vide� est un état comme un
autre (une fonction d'onde non nulle). Seulement c'est l'état fondamental stationnaire, il
n'évolue donc pas, et ne peut fournir d'énergie. Pour cette raison il semble indétectable.

Une di�culté qui apparait cependant est que son énergie est 1
2
~ω pour chaque mode,

et il y a une in�nité de modes. D'après (2.3.3) page 132, un mode ondulatoire occupe le

volume (2π)3 dans l'espace
(
~x,~k
)
où ~k est le vecteur d'onde. Autrement dit le nombre de

modes dans d3~xd3~k est dn =
(
d3~xd3~k
(2π)3

)
. Donc dans un volume V et pour un intervalle de

fréquences ω ∈ [ω1, ω2], l'énergie du vide est (on somme la contribution
(

1
2
~ω
)
de chaque

mode)

Evide = 2

∫ (
1

2
~ω
)
dn = 2

∫ (
d3~xd3~k

(2π)3

)(
1

2
~ω
)

=
4πV ~

(2π)3 c3

∫ ω2

ω1

ω3dω =
V ~

8π2c3

(
ω4

2 − ω4
1

)
le facteur 2 est pour les deux états de polarisation, et on utilisé ω = ck, et

d3~k = |k2|dk (sin θdθdϕ) =
1

c3
ω2dω (sin θdθdϕ) .

Par exemple dans un volume V = 1m3, pour le spectre visible λ = 0, 4 → 0, 8µm, ω1 =
ck1 = c2π

λ1
= 2, 3.1015Hz, ω2 = 4, 7.1015Hz, l'énergie du vide est

Evide =
~

8cπ2

(
ω4

2 − ω4
1

)
' 2.1019J/m3

7. Des expériences remarquables, étudient des états |n〉 à n photons dans une cavité de miroirs, et
observent à quelle vitesse la décohérence les transforme en paquet d'ondes localisés. Voir Aroche et al.
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ce qui est énorme !
L'énergie du vide par unité de volume (et sur toutes les fréquences) est

Evide =
~

8c3π2

[
ω4
]ωc→+∞

0
−→ωc→∞ +∞

ce qui montre que en principe cette densité énergie est in�nie à cause des modes de
hautes fréquence.

La divergence de Evide s'appelle la catastrophe ultraviolette en théorie quantique
des champs. Comme il s'agit d'énergie par unité de volume, il y a une deuxième divergence
pour l'énergie du vide dans l'univers, si celui-ci a un volume in�ni. On appelle cette seconde
divergence la catastrophe infra-rouge. Depuis le début de la mécanique quantique, ces
divergences montrent un obstacle à la compréhension parfaite de la physique des champs
quantiques. On pense par exemple que les longueurs d'ondes des ondes électromagnétique
ne peuvent être plus petites qu'une échelle encore inconnue (taille des cordes ?), et cela
mettrait une limite ωc à l'intégrale divergente.

Il y a des spéculations disant que cette énergie du vide �très grande� pourrait être
relier à une enigme en cosmologie que l'on appelle l'énergie noire. Il semblerait en e�et
d'après des observations, que 70% de l'énergie contenue dans l'univers 8 et participant à
son expansion serait une énergie de nature encore inconnue et reliée à la valeur de la
constante cosmologique dans la théorie de la relativité générale. Pourtant l'énergie du vide
quantique du champ électromagnétique et des autres champs est trop grande (malgré ωc)
pour expliquer la constante cosmologique. Voir �Pour la science� mars 2003.

Malgré ces di�cultés, la théorie quantique des champs est considérée comme un grand
succés de la science, car on arrive à se �débarasser� de ces in�ni par un argument appelé
renormalisation, et prédire des phénomènes expérimentaux très précis. Un des résultats
les plus remarquables est le calcul du facteur gyromagnétique de l'électron, voir (4.9.2,
page 196) :

gexpérimental − 2

2
= 0.001 159 652 153 5(24 0)

gtheorique − 2

2
= 0.001 159 652 180 85(76)

(Voir wikipedia �moment magnétique anomale�).
La section suivante donne un exemple de calcul en théorie quantique des champs où

l'on parvient à prédire des e�ets physiques, malgré la divergence ultra-violette.

8. (Reférence : article dans �Pour la science�, mars 2003). Contenu en énergie/matière que l'on suppose
y avoir dans l'univers qui semble être plat à grande échelle (courbure nulle) :

◦ 0.01 % de photons
◦ 0.01 à 2 % de neutrinos
◦ 5 à 6 % de baryons
◦ 25 % de matière noire (matière non identi�ée) qui a une action gravitationnelle, en particulier

pour le mouvement de rotation des galaxies.
◦ 70 % �d'énergie noire� (non identi�ée, mais correspondant à la constante cosmologique des équa-

tions d'Einstein, nécessaire pour la courbure nulle de l'univers)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Moment_magn%C3%A9tique_anomal
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2.2.5 Un e�et surprenant du �vide quantique� de photons : la force
de Casimir (1948)

Référence : Milonni p.54 [Mil94].
Il s'agit d'une manifestation de la présence du vide quantique de photons, calculée par

Casimir en 1948, et observée en 1958 par Sparnay, et encore récemment avec une grande
précision.

Considérons deux plaques métalliques (conducteurs parfaits) de surface S, très proches,
d'une distance l ' 1µm.

On va montrer que le vide quantique électromagnétique induit une force attractive entre
ces deux plaques, appelée force de Casimir :

FCasimir (l) = −
(
π2~c
240 l4

)
S (2.2.24)

Remarquer que cette force décroit très vite avec la distance (en 1/l4), et que son expres-
sion fait intervenir seulement les constantes fondamentales ~c. Sa valeur est très faible :

FCasimir ' 10−7N pour l = 1µmet surface S = 1cm2.

Pour justi�er cette force, l'idée simple est que comme les plaques sont conductrices
et non chargées, les champs électriques s'annulent à leur surface, et donc les seuls modes
électromagnétiques qui peuvent exister dans l'espace les séparant, sont ceux de longueur
d'onde λ selon z (direction transverse) tel que l = n (λ/2) , n = 1, 2, 3, . . .. Il y en a un
nombre in�ni et donc l'énergie du vide E (l) entre les deux plaques est in�nie.

Considérons une plaque à la position l, libre de bouger selon z, dans une enceinte de
longueur L. Voir �gure (2.2.7).

l L−l

n=1

n=2

n=3

.

.

.

Force

z

Figure 2.2.7 � Miroir libre de bouger selon z dans une enceinte aux murs ré�échissants.
Le vide quantique des modes électromagnétiques n = 1, 2, 3 . . . est responsable de la force
de Casimir.
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L'énergie interne de l'enceinte est U (l) = E (l) + E (L− l). La force de Casimir exercée
sur la plaque est alors FCasimir (l) = −dU

dl
. On calcule ci-dessous que cette force est �nie.

Pour montrer que la di�érence est �nie, malgré le nombre in�ni de modes, on introduit
une fréquence de coupure ωc arbitraire, qui stoppe la divergence de l'intégrale, et rend
toutes les quantitées �nies (mais divergentes si ωc → ∞). Seulement à la �n du calcul on
fait ωc → ∞, et l'on observe étonnement que FCasimir (l) ne diverge pas. Physiquement,
cette fréquence de coupure peut être la fréquence de coupure dans les métaux, appelée
aussi fréquence plasma (pour ω < ωc le métal est ré�échissant, et pour ω > ωc le métal est
transparent).

Exercice 2.2.8. Soit une boite rectangulaire aux parois conductrices, de cotés Lx = Ly
et d'épaisseur très �ne Lz = l � Lx. Exprimer les vecteurs d'ondes ~k = (kx, ky, kz) des
modes pouvant exister dans cette cavité. Déduire une expression formelle de l'énergie du
vide quantique électromagnétique dans cette cavité E (l), comme somme sur ces modes (en
tenant compte des deux états de polarisation possibles). Quelle est l'origine de la divergence
de E (l) ?

On introduit une fréquence de coupure ωc et on décide de tronquer les hautes
fréquences en introduisant le facteur exp (−ω/ωc) qui rend l'expression de E (l) convergente.
Comme l� Lx, on pourra remplacer la somme sur les modes selon x, y par une intégrale.
Montrer que

E (l) =
~cπ2L2

x

2l3
d2

dx2

(
1

x (ex − 1)

)
avec x = πc/ (ωcl).

Utiliser l'expansion :

1

x (ex − 1)
=

1

x2
− 1

2x
+

1

12
− 1

30.24
x2 +O

(
x3
)

pour exprimer l'énergie du vide E (l) en puissances de ωc. Montrer que E (l) diverge comme
ω4
c dans la limite ωc →∞, et calculer les termes sous dominants jusqu'au terme �ni.

L'énergie dans l'enceinte de largeur L � Lx contenant une paroi mobile à la position
l a pour énergie U (l) = E (l) + E (L− l). Calculer U (l) et déduire l'expression de la force
de Casimir FCasimir (l) = −dU

dl
.

◦ La force de Casimir est observée expérimentalement avec une très grande précision.
Pour cela il faut corriger l'expression (2.2.24), par di�érents e�ets : la géométrie des
miroirs, la réponse optique des miroirs, et les e�ets thermiques. Voici une courbe
qui compare la théorie et les mesures expérimentales, obtenue par A.Roy, C. Lin,
U.Mohideen, Phys.Rev.D vol.60, p.,111101, (1999) :
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◦ Dans le calcul ci-dessus de la force de Casimir, on a choisi une fonction de troncation
e−ω/ωc . Le résultat ne dépend pas du choix de cette fonction, voir Milonni [Mil94]
(faire exercice @@).
◦ On peut obtenir l'expression de la force de Casimir, sans utiliser l'énergie du vide,
mais la pression de radiation (l'impulsion) des �uctuations du vide sur le miroir.
Voir Milonni [Mil94]. Faire exercice @@

2.2.6 (*) Les états cohérents et leur évolution par l'oscillateur har-
monique

On a obtenu que l'état fondamental de l'oscillateur Harmonique |0〉 = |ψ0〉 en eq.(2.2.16)
page (105), est ni plus ni moins qu'un paquet d'onde Gaussien |q0, p0, σ〉, eq.(1.1.6) avec
q0 = 0, p0 = 0 et de largeur σ =

√
~/mω. Autrement dit :

|0〉 = (|x0 = 0, p0 = 0, σ〉)

Nous avons déjà observé sur les calculs numériques, que lors de l'évolution, un paquet
d'onde Gaussien se déplace, mais reste un paquet d'onde Gaussien, de façon complètement
analogue à une particule classique. Voir �gures 1.3.1,1.3.3. Nous allons le démontrer ici.

2.2.6.1 Expression algébrique d'un paquet d'onde gaussien

Dans tout ce paragraphe, le paramètre σ =
√
~/mω qui est la largeur du paquet d'onde

est �xé. On omet de le mentionner.
Les coordonnées (q, p) et (Q,P ) sont reliées par (2.2.7). On utilisera les coordonnées

(Q,P ) sans dimension dans la suite.
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Proposition 2.2.9. Le paquet d'onde |Q,P 〉 dé�ni par (1.1.6), s'obtient à partir de l'état

|0〉 par action des opérateurs de translation en position T̂Q = exp
(
−iQP̂

)
et de transla-

tion en impulsion B̂P = exp
(
iP Q̂

)
, dé�nis par (2.1.13) :

|Q,P 〉 = B̂P T̂Q |0〉

En utilisant la coordonnée complexe :

z =
1√
2

(Q+ iP ) ∈ C : point de l′espace de phase

on a aussi

|Q,P 〉 = exp

(
iPQ

2

)
D̂(z)|0〉

où
D̂(z) = exp

(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
(2.2.25)

est l'opérateur déplacement sur l'espace de phase, voir �gure 2.2.8.

z=(Q+iP)/V 2

Q

P D(z)

TQ

BP

0

Figure 2.2.8 � Schéma du déplacement de z = (Q+ iP ) /
√

2 ∈ C dans l'espace de phase,
engendré par l'opérateur D̂(z).

Pour simpli�er la suite, on utilise la coordonnée complexe z ∈ C qui est plus commode,
et l'on pose (on change seulement une phase dans la dé�nition du paquet d'onde) :

|z〉 := exp

(
−iPQ

2

)
|Q,P 〉 = D̂(z)|0〉 (2.2.26)

Démonstration. on a énoncé cette propriété car elle est intuitive. Elle devrait même servir à
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dé�nir un paquet d'onde Gaussien de position moyenne x0, et d'impulsion moyenne p0. On calcule :

〈x|B̂p0 T̂x0 |0〉 = exp

(
i p0x

~

)
〈x|T̂x0 |0〉

= exp

(
i p0x

~

)
〈x− x0|0〉

= exp

(
i p0x

~

)(
1

πσ2

)1/4

exp

(
− 1

2σ2
(x− x0)2

)
= 〈x|x0, p0〉

On a utilisé 2.1.11. Ensuite, on a

exp

(
− iPQ

2

)
B̂p T̂q = exp

(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
en utilisant la relation (A.2.1), qui s'applique car

[
Q̂, P̂

]
= i Î, [a, a+] = Id.

2.2.6.2 Évolution d'un paquet d'onde gaussien

Supposons que à l'instant t = 0, la fonction d'onde est un paquet d'onde Gaussien
|ψ(0)〉 = |z0〉avec z0 ∈ C, alors à l'instant t, la fonction d'onde est d'après (2.1.2) :

|ψ(t)〉 = Û(t) |z0〉

avec Û(t) = exp
(
−i Ĥt~

)
. Or pour l'oscillateur Harmonique, on a Ĥ = ~ω

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
=

~ω
(
a+a+ 1

2
Id
)

= ~ω n̂, avec :

n̂ = a+a+
1

2
=

1

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
Alors Û(t) = exp (−in̂ωt).

En mécanique classique, les points tournent dans l'espace de phase avec la vitesse angu-
laire ω (dans le sens indirect). Nous allons voir que la situation est similaire en mécanique
quantique, et posons à cet e�et :

R̂(θ) = exp (−in̂θ)

On va montrer que c'est l'opérateur de rotation dans l'espace de phase, d'un angle
θ, dans le sens indirect. On a Û(t) = R̂(ωt).

Proposition 2.2.10. On a la relation :

R̂ (θ) D̂ (z) = D̂
(
e−iθz

)
R̂ (θ) (2.2.27)

Cette relation entre les déplacements et les rotations est intuitive car elle est aussi vraie
en mécanique classique. Voir �gure 2.2.9.
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z e−i θ

Q

P

θ

θ

z

Figure 2.2.9 � Cette �gure montre que sur le plan z ∈ C, on a R (θ) D (z) =
D(e−iθz)R (θ), où R est une rotation, et D(z) un déplacement de z. En e�et D (z) :
X → X + z, et R (θ) est linéaire donc pour tout point X, R (θ)D (z)X = R (θ) (X + z) =
R (θ)X +R (θ) z = D (R (θ) z)R (θ)X = D

(
e−iθz

)
R (θ)X.

Démonstration. voir exercice page 129. ou de façon plus élégante avec le Lemme de Shur, voir
Segal p.129 [Seg95].

Proposition 2.2.11. On a

|ψ(t)〉 = Û(t) |z0〉 = exp

(
−i1

2
ωt

)
|z(t)〉

avec
z(t) = z0 e

−iωt

montrant que l'état |ψ(t)〉 est à tout moment un paquet d'onde |z(t)〉 situé à l'emplacement
de la particule classique. Le paquet d'onde se déplace donc sur un cercle dans l'espace de
phase, sans se déformer. Voir �gures 1.3.1,1.3.3 page 32, et �gure (2.2.10).
Pour cette raison, on appelle aussi un paquet d'onde Gaussien, un état cohérent, (ou
plus précisément état cohérent du groupe de l'oscillateur Harmonique).

Démonstration. On a

|ψ(t)〉 = R̂(ωt)D̂(z0)|0〉 = D̂(e−iωtz0) R̂ (ωt) |0〉

Or R̂(θ)|0〉 = e−iθ/2e−ia
+a θ|0〉. Mais a+a|0〉 = 0, donc e−ia

+a θ|0〉 =
∑

n
1
n! (−ia+a θ)

n |0〉 = |0〉.
Donc

|ψ(t)〉 = e−iωt/2D
(
e−iωtz0

)
|0〉 = e−iωt/2|z(t)〉

avec z(t) = e−iωtz0.
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Q

P

z=(Q+iP)

2

Figure 2.2.10 � Évolution du paquet d'onde : |z(t)〉, avec z(t) = z(0) e−iωt

2.2.6.3 Algèbre et groupe de Weyl-Heisenberg (*)

Dans cette section, on présente de façon plus complète (et dans le langage de la théorie
des groupes), les opérations de translation dans l'espace de phase utilisées ci-dessus.

On a vu page 102, que les opérateurs Q̂, P̂ , Î, avec la relation de commutation
[
Q̂, P̂

]
=

i Î, forment une base d'une algèbre de Lie de dimension 3, appelée algèbre de Weyl-
Heisenberg, notée W . Un élément quelconque de cette algèbre peut s'écrire comme com-
binaison linéaire :

Â = αQ̂+ βP̂ + γÎ ∈ W , (α, β, γ) ∈ R3

(Remarquer que Â est un opérateur auto-adjoint).

Remarque : les trois opérateurs a, a+, Î sont une autre base de cette même algèbre,
mais avec des coe�cients complexes (donc ce ne sont pas des opérateurs auto-adjoints ; ils
appartiennent à l'algèbre de Lie complexi�ée) .
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Proposition 2.2.12. Les opérateurs Â ∈ W sont les générateurs d'un groupe appelé le
groupe de Weyl-Heisenberg noté W . Les éléments de ce groupe (qui sont des opéra-
teurs unitaires) sont obtenus en prenant l'exponentielle d'un élément de l'algèbre (d'un
générateur) :

Û = exp
(
−iÂ

)
= exp

(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ

))
∈ W, (2.2.28)

(La propriété que ces opérateurs forment un groupe signi�e qu'ils véri�ent les 3 règles
énoncés page 90. La moins évidente de ces propriétés est la loi composition qui est que si
Û1, Û2 ∈ W alors le produit Û3 = Û2Û1 ∈ W c'est à dire est aussi de la forme (2.2.28)).
(Cette propriété découle d'un théorème important et très général : les opérateurs obtenus
en prenant l'exponentielle des éléments d'une algèbre de Lie d'opérateurs G (et aussi
multiplication par certains éléments : le centre de G), forment un groupe de Lie G.)
De plus l'élément Û ∈ W ci-dessus peut s'écrire aussi :

Û = exp (−iγ + iαβ/2) exp
(
−iαQ̂

)
exp

(
−iβP̂

)
= e−iγ+iαβ/2 B̂−α T̂β

et s'interprète donc comme un opérateur de translation de (β,−α)dans l'espace de phase
(le premier terme est juste une phase multiplicative ; on verra son importance et sa signi-
�cation à la section (2.3.3)).

Démonstration. Utiliser la relation (A.2.1), qui s'applique car
[
Q̂, P̂

]
= i Î. Pour la dernière

formule, on a
[
−iαQ̂,−iβP̂

]
= −i αβÎ et

Û = exp
(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ

))
= e−iγ exp

(
−i
(
αQ̂+ βP̂

))
= e−iγeiαβ/2 exp

(
−iαQ̂

)
exp

(
−iβP̂

)
Véri�ons les trois règles page 90, permettant d'a�rmer que les opérateurs de la forme (2.2.28)

forment un groupe de Lie de dimension 3. Tout d'abord la loi de composition : si Û1, Û2 ∈ W
alors le produit s'écrit

Û3 = Û2Û1 = e−iγ2 exp
(
−i
(
α2Q̂+ β2P̂

))
e−iγ1 exp

(
−i
(
α1Q̂+ β1P̂

))
= e−iγ1−iγ2 exp (i (α2β1 − α1β2)) exp

(
−i
(
α1Q̂+ β1P̂ + α2Q̂+ β2P̂

))
où on a utilisé (A.2.1) et

[(
α2Q̂+ β2P̂

)
,
(
α1Q̂+ β1P̂

)]
= i (α2β1 − α1β2) Î. Donc Û3 ∈W , avec

α3 = α1 + α2, β3 = β1 + β2, γ3 = γ1 + γ2 − (α2β1 − α1β2)

On verra le sens physique de cette phase (α2β1 − α1β2) à la section (2.3.3).
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L'élément neutre est Î ∈W , et pour Û ∈W , son inverse est Û−1 = exp
(
−i
(
−αQ̂− βP̂ − γÎ

))
∈

W . Donc les opérateurs de la forme (2.2.28) forment bien un groupe de Lie de dimension 3.

Exercice 2.2.13.

1. Montrer que l'opérateur déplacement dans l'espace de phase, noté D̂(z), dé�ni en
(2.2.25) (et �gure 2.2.8) appartient au groupe de Weyl-Heisenberg W , et montrer
les expressions équivalentes suivantes pour cet opérateur :

D̂(z) = exp

(
−iPQ

2

)
exp

(
iP Q̂

)
exp

(
−iQP̂

)
= exp

(
− iPQ

2

)
B̂p T̂q (2.2.29)

= exp
(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
(2.2.30)

= exp

(
−|z|

2

2

)
exp

(
za+

)
exp (−za) (2.2.31)

= exp

(
|z|2

2

)
exp (−za) exp

(
za+

)
(2.2.32)

(a) Déduire les expressions suivantes pour un paquet d'onde Gaussien :

|x0, p0〉 = B̂p0 T̂x0 |0〉

= exp
(
iP Q̂

)
exp

(
−iQP̂

)
|0〉

= exp

(
i
PQ

2

)
D̂(z)|0〉

= exp

(
i
PQ

2

)
exp

(
−|z|

2

2

)
exp

(
za+

)
|0〉

Remarquer que la phase exp
(
− iPQ

2

)
fait intervenir la surface S = (QP )/2 dans

l'espace de phase, voir �gure 2.2.8. La notation complexe z = (Q+ iP ) /
√

2 ∈ C
permet d'identi�er l'espace de phase avec le plan complexe.

(b) Montrer que :
a|q0, p0〉 = z |q0, p0〉

ainsi un paquet d'onde Gaussien est vecteur propre de l'opérateur a, avec la
valeur propre z ∈ C. Remarquer que cette valeur propre n'est pas réelle, et que
l'opérateur a n'est pas auto-adjoint.

2.2.6.4 Algèbre et groupe de l'oscillateur Harmonique (*)

Il s'agit du groupe des déplacements dans l'espace de phase : translations et rotation
(quantiques). Rappel : on pose n̂ = a+a + 1

2
= 1

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
. On a vu page 102, que les
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opérateurs n̂, Q̂, P̂ , Î, avec les relations de commutation (2.2.10) , forment une base d'une
algèbre de Lie de dimension 4, appelée algèbre de l'oscillateur Harmonique, notée O.
Un élément quelconque de cette algèbre peut s'écrire comme combinaison linéaire :

Â = αQ̂+ βP̂ + γÎ + θn̂ ∈ O, (α, β, γ, θ) ∈ R3

(Remarquer que Â est un opérateur auto-adjoint).
Remarque : les trois opérateurs a, a+, Î , n̂ sont une autre base de cette même algèbre

mais avec des coe�cients complexes (donc ce ne sont pas des opérateurs auto-adjoints ;
ils appartiennent à l'algèbre de Lie complexi�ée). Dans cette base les relations de
commutation sont (2.2.15).

Proposition 2.2.14. Les opérateurs Â ∈ O sont les générateurs d'un groupe appelé le
groupe de l'oscillateur Harmonique noté O. Les éléments de ce groupe (qui sont des
opérateurs unitaires) sont obtenus en prenant l'exponentielle d'un élément de l'algèbre
(d'un générateur) :

Û = exp
(
−iÂ

)
= exp

(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ + θn̂

))
∈ O, (2.2.33)

(La propriété que ces opérateurs forment un groupe signi�e qu'ils véri�ent les 3 règles
énoncés page 90. La moins évidente de ces propriétés est la loi composition qui est que si
Û1, Û2 ∈ O alors le produit Û3 = Û2Û1 ∈ O c'est à dire est aussi de la forme (2.2.33)).
De plus l'élément Û ∈ O ci-dessus peut s'écrire aussi :

Û = exp
(
−iγ′Î

)
exp

(
−iα′Q̂

)
exp

(
−iβ ˆ′P

)
exp (−iθn̂)

= e−iγ
′
B̂−α′ T̂β′ R̂θ (2.2.34)

avec (en posant z = 1√
2

(β − iα) et de même pour z′)

z′ = −i
(

1− e−iθ

θ

)
z,

γ′ = γ −−1

2
=
(
z
′2
)

+
(sin θ − θ)

θ2
|z|2

L'équation (2.2.34) s'interprète donc comme un opérateur de rotation de l'angle θ suivit
d'une translation de (β′,−α′)dans l'espace de phase (le premier terme est juste une phase
multiplicative).
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Démonstration. Dans cette preuve sous forme d'exercice, on donne aussi une méthode utile
permettant de calculer des expressions équivalentes de Û et généralisable à d'autres groupes
(voir [WDG90] pour d'autres exemples). Cette méthode consiste à utiliser un isomorphisme
ϕ de l'algèbreO qui nous intéresse vers une algèbre de matrice 3×3 (donc simples à utiliser).
Cet isomorphisme ϕ est dé�ni sur les éléments de base (on utilise la base Î , a, a+, n̂ où les
expressions sont plus simples) :

ϕ (a) =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , ϕ
(
a+
)

=

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,

ϕ
(
Î
)

=

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , ϕ (n̂) =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Ainsi chaque élément Â de l'algèbre O est tout simplement représenté par une matrice
3× 3.

Exercice 2.2.15.

1. véri�er que ϕ est un isomorphisme d'algèbres de Lie (i.e. conserve les commutateurs).

(a) De cet isomorphisme, on déduit que par exponentiation, l'algèbre des matrices
va engendrer un groupe isomorphe au groupe O qui nous intéresse. Autre-
ment dit par l'opération exp (.), l'isomorphisme ϕ s'étend au groupe O par :

ϕ
(

exp
(
Â
))

= exp
(
ϕ
(
Â
))

, et tout élément du groupe O est tout simplement
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représenté par une matrice 3× 3. Montrer que :

ϕ
(

exp
(
−iα′Q̂

))
=

 1 −iα′√
2
−1

4
α′2

0 1 −iα′√
2

0 0 1

 ,

ϕ
(

exp
(
−iβ′P̂

))
=

 1 −β′√
2
−1

4
β
′2

0 1 β′√
2

0 0 1

 , (2.2.35)

ϕ (exp (−iθ′n̂)) =

 1 0 0
0 e−iθ

′
0

0 0 1

 ,

ϕ
(

exp
(
−iγ′Î

))
=

 1 0 −iγ′
0 1 0
0 0 1

 , (2.2.36)

exp
(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ + θn̂

))
=

 1 A B
0 e−iθ C
0 0 1

 , (2.2.37)

A = i

(
1− e−iθ

θ

)
z, C = −i

(
1− e−iθ

θ

)
z,

B = −iγ − 1

θ2

(
1− iθ − e−iθ

)
|z|2 , z =

1√
2

(β − iα)(2.2.38)

En déduire (2.2.34). Cela clot la démonstration.

Exercice 2.2.16. En utilisant la représentation matricielle ci-dessus, montrer (2.2.27).

Exercice 2.2.17. On pose r, l, δ, η ∈ C. Montrer les relations suivantes du groupe (com-
plexi�é) de l'oscillateur Harmonique :

exp (δ) exp
(
ra+
)

exp (ηn̂) exp (la)

= exp (δ′) exp (l′a) exp (ηn̂) exp
(
r′a+

)
= exp (δ′) exp (ηn̂) exp (la) exp

(
r′a+

)
avec

r = r′eη

l = l′eη

δ′ = δ − rle−η

Aide : utiliser la représentation matricielle 3× 3 ci-dessus.
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2.3 Correspondances classique-quantique à l'aide du pa-
quet d'onde Gaussien

2.3.1 Comptage semi-classique du nombre d'états. La loi de Weyl.

On va établir une formule très simple qui permet d'estimer (approximativement) :
◦ la position des niveaux d'énergie E1, E2, . . . En, . . . (les valeurs propres de l'opérateur
Ĥ) .
◦ la densité d'état ρ (E) = dn

dE

Pour simpli�er on considère un problème à une dimension. Considérons une particule dans
un puits de potentiel V (x). En mécanique classique, l'énergie d'un point (x, p) ∈ R2 de
l'espace de phase est le Hamiltonien :

E = H (x, p) =
p2

2m
+ V (x)

Pour une énergie E donnée, appelons S(E) la surface occupée par les points (x, p) de
l'espace de phase qui ont une énergie inférieure à E, c'est à dire

S (E) = Surface {(x, p) , H (x, p) ≤ E}
Voir �gure 2.3.1.

Considérons maintenant le Hamiltonien quantique Ĥ = p̂2

2m
+V (x̂) et ses niveaux d'éner-

gie E1 ≤ . . . ≤ Ej ≤ . . . solution de :

Ĥψj = Ejψj

On souhaite estimer :

N (E) := nombre de niveaux Ej ≤ E

En mécanique quantique, nous avons vu qu'un paquet d'onde occupe une certaine surface
élémentaire dans l'espace de phase, voir �gure (1.6.4). Cela découle du principe d'incer-
titude : ∆x∆p ' 2π~. Admettons pour le moment que cette surface élémentaire appelée
cellule de Planck est exactement 2π~ ( et non ~/2 par exemple). On déduit que dans la
surface S(E), il y a un nombre �ni d'états quantiques di�érents, dont le nombre est estimé
à N(E) ' S(E)

2π~ . Ce résultat est en fait rigoureux :

Théorème 2.3.1. �Loi de Weyl� (ou Loi de Thomas Fermi) :

N (E) =
S(E)

2π~
+

(
corrections en o

(
1

~

))
(2.3.1)

donc la densité d'état est

ρ (E) :=
dN (E)

dE
' 1

2π~

(
dS (E)

dE

)
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L'idée de la preuve rigoureuse est donnée ci-dessous.

x

p

S(E)

surface h

N(E)

E

Figure 2.3.1 � Pour l'oscillateur harmonique, V (x) = 1
2
kx2, les points (x, p) d'énergie

inférieure à E = p2

2m
+ 1

2
kx2 forment une ellipse de surface S(E) = 2πE

ω
. (en e�et la surface

d'une ellipse de 1/2 grand axe a et 1/2 petit axe b est S = πab. Ici en faisant p = 0 dans

l'équation E = p2

2m
+ 1

2
kx2 on déduit que a = x =

√
2E
k
et en faisant x = 0, b = p =

√
2mE

donc S = π
√

2E
k

√
2mE = 2πE

ω
.). On estime le nombre de niveaux d'énergie inférieur à

E, comme étant le nombre de cellules de Planck de surface h contenue dans S(E). Ainsi
N(E) ' S(E)/h, ce qui donne E ' ~ωN .

Par exemple pour l'oscillateur Harmonique, on trouve N(E) ' E
ω~ . Cela permet de

d'estimer inversement que l'énergie du niveau n est

En ' ~ωn

(C'est presque le résultat exact (2.2.18), sauf le terme 1/2, ce qui est négligeable si n est
grand).

Comparer la facilité avec laquelle on obtient ici ce résultat par rapport à la compléxité
du calcul algébrique exact page 105.

Remarques :
◦ (*) La formule (2.3.1) pour un système à 1 degré de liberté est obtenue dans le
paragraphe 2.3.3 page 136 à partir de la règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld.
◦ L'étude précédente s'adapte très bien pour des problèmes à plusieurs dimensions

(x, y, z), ou plusieurs particules. Par exemple, pour une particule à trois dimen-
sions, l'espace de phase (~x, ~p) = (x, y, z, px, py, pz) est de dimension 6. Les points
(~x, ~p) d'énergie inférieure à E donné forment un volume noté V(E). Le principe
d'incertitude est ∆x∆px ' 2π~, et ∆y∆py ' 2π~, et ∆z∆pz ' 2π~, donnant une
cellule de Planck élémentaire dans l'espace de phase de volume (2π~)3. La formule
est donc dans ce cas :

N(E) ' V(E)

(2π~)3 (2.3.2)

ρ (E) =
dN

dE
' 1

(2π~)3

dV
dE
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◦ Pour un spectre d'énergies, on appelle densité de niveaux, le nombre moyen de
niveaux par intervalle d'énergie. C'est à dire :

ρ(E) =
dn

dE
: densite de niveaux

Pour l'oscillateur harmonique, d'après En = ~ω
(
n+ 1

2

)
, on trouve ρ(E) = 1

~ω , qui
est une constante, montrant que les niveaux d'énergie de l'oscillateur Harmonique
sont équidistribués.
◦ Il est utile de retenir le résultat sous la forme suivante : à d degrés de liberté, un
état quantique occupe le volume hd dans l'espace de phase (x, p) ∈ R2d.
◦ La densité de niveau est une grandeur très importante en physique statistique par
exemple, car la densité de niveaux est reliée aux nombres d'états, ou de con�gura-
tions, que peut prendre un système près d'une énergie donnée E. Cela est précisé-
ment relié à l'entropie statistique microcanonique du système, dé�nie par

S(E) = kB log(ρ(E)).

On calcule ainsi S (E) pour N particules dans une boite, et on déduit la loi des gaz
parfaits PV = nRT , en utilisant les dé�nitions de la température : 1

T
= ∂S

∂E
et de la

pression P
T

= ∂S
∂V

. (voir [DGLR89]).
◦ Lorsque N(E) obtenu est un nombre �ni, on déduit que le spectre est discret. Cela
est possible si S(E) est �ni. Comme contre exemple, il y a la particule libre, avec
V = 0, et ayant un spectre continu. Dans ce cas, pour E > 0, la surface dans l'espace
de phase S(E) est in�nie, car la particule peut partir à l'in�ni. On explique ainsi le
résultat mentionné dans la �gure 1.5.2.
◦ La formule deWeyl semi-classique (2.3.1) dépasse le seul cadre quantique, et s'applique
plus généralement à tout problème ondulatoire dont les équations sont li-
néaires (ondes quantiques, ondes électromagnétiques classiques, ondes acoustiques,...),
dans le régime semi-classique, c'est à dire lorsque la �longueur d'onde est très petite
devant la taille du système�. Tenant compte de la relation p = ~k entre l'impulsion
et le vecteur d'onde, l'énoncé général en mécanique ondulatoire est le suivant. Un
état ondulatoire occupe le volume

∆~x∆~k = (2π)d (2.3.3)

dans l'espace de phase
(
~x,~k
)
∈ R2d à d degrés de liberté.

◦ On montre diverses applications de cette loi de Weyl ci-dessous (spectre du corps
noir, équidistribution de l'énergie des ondes sismiques,...)

Démonstration. (Idée de la preuve de la loi de Weyl) voir [?]. Soit P̂E le projecteur spectral
sur les états Ej ≤ E. Son expression est

P̂E =
∑

j,Ej≤E

|ψj〉〈ψj|
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On va utiliser que Tr (|ψ〉〈ϕ|) = 〈ϕ|ψ〉. Alors

Tr
(
P̂E
)

=
∑

j,Ej≤E

〈ψj|ψj〉︸ ︷︷ ︸
1

= N (E)

Par ailleurs on admet que l'on une expression approchée à l'aide des paquets d'ondes
(semblable à la relation de fermeture (2.3.4))

P̂E '
∫
H(x,p)≤E

|ϕx,p〉〈ϕx,p|
dxdp

2π~

Donc

N (E) = Tr
(
P̂E
)
'
∫
H(x,p)≤E

dxdp

2π~
= S (E)

2.3.2 Applications

2.3.2.1 Electrons dans un métal

Exercice 2.3.2. Electrons dans un métal

1. Utilisant la loi de Weyl semi-classique (2.3.1) calculer le nombre d'états quantiques
N(E) ayant une énergie inférieure à E, pour une particule libre à une dimension
entre deux murs de largeur L.

(a) Même question pour une particule libre dans une boite de volume V . En déduire
la densité d'états ρ(E).

(b) Application : pour des électrons libres dans un métal comme le sodium, appliquer
la règle de remplissage de Fermi, et estimer l'énergie et la vitesse des électrons
à la surface de Fermi, sachant que la densité est N/V = 2, 6 1022 électrons/cm3.

2.3.2.2 Spectre du corps noir : gaz de photons à l'équilibre thermique

Exercice 6. Spectre du corps noir : gaz de photons à l'équilibre thermique
Soit un volume V �xé, qui contient un gaz de photons à l'équilibre thermodynamique

à la température T �xée. Cela signi�e que ces photons sont en contact avec de la matière
qui est à la température T , car il n'y a pas d'interaction directe entre les photons.

La distribution d'énergie de ces photons s'appelle la loi de Planck ou spectre du
corps noir. L'allure de ce spectre dépend de la température T .

Exemples :
◦ A la surface du Soleil (blanc-jaune), le magma a la température T = 60000K.
L'étoile Betelgeuse qui est rouge a une température T = 2400K. L'étoile Bellatrix
qui est bleue a la température de surface T = 22000K.



134CHAPITRE 2. UNE PARTICULE QUANTIQUE SANS SPIN À 1 DIMENSION (II)

◦ Dans un four, on peut avoir T = 6000K. Cf Diu p826-917 pour une barre de fer. Le
forgeron a des tables de couleurs, lui donnant la température, à partir de la couleur
observée.
◦ Le rayonnement fossile de l'univers suit la loi de Plank pour T = 2, 725K ± 0.002.

On va établir la loi de Planck qui donne la distribution d'énergie u (ν) dν (par intervalle
de fréquence et par unité de volume) d'un gaz de photons à l'équilibre thermique.

Questions Pour un intervalle de fréquence ν ∈ [ν; ν + dν],

1. En utilisant la formule de Weyl sur le comptage d'états ondulatoires (2.3.3), trouver
le nombre de modes électromagnétiques par intervalle de fréquence dn

dν
, et dans un

volume V .

2. Considérons un mode de fréquence ν, noté (mode). D'après la quanti�cation du
champ électromagnétique, un mode de fréquence ν ayant N photons a une énergie
EN = hν (N + 1/2). De plus la loi de Boltzmann, stipule que cet état à N photons a
la probabilité PN = 1

Z
exp (−EN/(kT )) d'apparaitre. Déduire la loi de Bose-Einstein

sur le remplissage de ce mode, donnant le nombre moyen de photons dans ce mode <
Nmode >= dN

dn
. Déduire le nombre moyen de photons dN

dν
par intervalle de fréquence.

3. En déduire l'énergie contenue par ces photons, notée u(ν), par unité de volume et
par intervalle de fréquence ? Tracer l'allure de u (ν), appelée Loi de Planck :

u(ν)dν =
8πhν3dν

c3 (ehν/kT − 1)
: loi de Planck
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2.3.2.3 Equidistribution de l'énergie des ondes sismiques

Exercice 7. Equidistribution de l'énergie des ondes sismiques
La croute terrestre est solide, et inhomogène. Les ondes sismiques sont des ondes de

vibration élastiques dans ce milieu. Leur origine est diverse : tremblements de terre pour
les fortes amplitudes (qui sont relativement rares et localisées). Mais il y a toujours un
�bruit de fond� d'ondes sismiques dont l'origine est essentiellement par exemple le fracas
des vagues sur les côtés océaniques. Sauf près des autoroutes par exemple, où le passage des
poids lourds a un e�et dominant. Dans la croute, les ondes élastiques ont trois polarisations
possibles :
◦ 2 états de polarisation pour les ondes transverses (ondes P comme primaires car
plus rapides, elles arrivent les premières), qui ont une vitesse vP
◦ 1 état de polarisation pour les ondes longitudinales (ondes S, comme secondaires),
qui ont une vitesse plus faible vS = vP/1.73

Dans certaines régions, la croute terrestre contient de nombreuses inhomogénéités. Dans
ces régions les ondes du bruit de fond se comportent de façon très complexe (subissent
des re�exions, des interférences...). Il est donc raisonnable de supposer que tous les modes
sont excités de façon identique en moyenne. C'est une hypothèse sur l'équidistribution
de l'énergie entre les di�érents modes, semblable à �l'hypothèse ergodique� en physique
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statistique.

1. En utilisant la formule de Weyl sur le comptage d'états ondulatoires (2.3.3), consi-
dérer un intervalle de fréquence dν et un volume V , et calculer le nombre de modes
dnP d'ondes P et le nombre de modes dnS d'ondes S.

2. Avec l'hypothèse d'équidistribution de l'énergie entre ces di�érents modes, déduire
le rapport EP/ES entre l'énergie contenue par les ondes P et S dans un intervalle
de fréquence dν. Cette prédominance en énergie des ondes S sur les ondes P n'a été
étudiée que récement [PRK95] (1995), et observée dans une région du Mexique en
2001 [HTS+01], qui forme une cavité propice à la di�usion des ondes. Il faut noter
la di�culté qu'il y a de mesurer la polarisation des ondes sismiques.

2.3.2.4 Densité de niveaux semi-classique du spectre de l'atome H

Exercice 8. Densité de niveaux semi-classique du spectre de l'atome H

1. Utilisant la loi de Weyl semi-classique (2.3.1) calculer le nombre d'états quantiques
N(E) ayant une énergie inférieure à E pour un électron dans l'atome d'hydrogène.

2. Déduire la densité de niveaux semi-classique ρsc (E) = dN
dE
.

3. Comparer aux résultat exact connu à partir de l'expression En = − ε1
n2 avec ε1 =

me4

2~2 = 13, 6 eV. (voir chapitre ??). (Sans oublier la dégénérescence du niveau En qui
est n2).

2.3.3 (*) Règle de quanti�cation semi-classique de Bohr-Smmerfeld

Dans ce paragraphe, on utilise encore le changement de variables Q =
(
mω
~

)1/2
q, et

P =
(

1
m~ω

)1/2
p.

2.3.3.1 Non commutation des translations dans l'espace de phase

Exercice 9. 1. Montrer que que les translations en position et impulsion ne commutent
pas :

T̂q B̂p = exp (−iS/~) B̂p T̂q

où la phase S est une quantité que l'on interprétera géométriquement. Pour quelles
valeurs (q, p) est-ce que les opérateurs T̂q et B̂p commutent ?

2. Soit deux points (Q1, P1) ∈ R2 et (Q2, P2) ∈ R2. On note

D̂1,2 = exp
(
i(P2 − P1)

(
Q̂−Q1

)
− i(Q2 −Q1)

(
P̂ − P1

))
qui est l'opérateur déplacement du point 1 au point 2. Pour trois points consécutifs
1, 2, 3 montrer que

D̂2,3 D̂1,2 = exp(iS/~) D̂1,3

et interpréter géométriquement S. Voir �gure 2.3.2.
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3. En déduire que pour N points consécutifs

D̂N−1,N . . . D̂2,3D̂1,2 = exp(iS/~) D̂1,N .

z1∆

z2∆ z∆ NP

S

Q

Figure 2.3.2 � Composition de déplacements.

2.3.3.2 Déplacement d'un état cohérent par la dynamique

Exercice 10. 1. Soit une dynamique spéci�ée par la fonction de Hamilton classique
H(q, p). Soit un point (q0, p0) ∈ R2 de l'espace de phase. Donner l'expression de la
fonction H(q, p) linéarisée au voisinage de (q0, p0). Voir �gure 2.3.3.

2. Considérons un état cohérent |q0, p0〉 (paquet d'onde Gaussien). Comme cet état est
localisé en (q0, p0), l'action de l'opérateur Ĥ sur |q0, p0〉 s'obtient approximativement
en utilisant l'expression linéarisée de Ĥ. Donner ainsi une expression approximative
de Ĥ|q0, p0〉.

3. En déduire que
Û(∆t)|q0, p1〉 ' exp(−iE∆t/~)D̂0,1|q0, p0〉

où Û(∆t) = exp
(
−iĤ∆t/~

)
est l'opérateur d'évolution sur un temps court ∆t, et

où E et D̂0,1 seront précisés ? Interprétation ?

4. En déduire une expression de l'évolution d'un paquet d'onde sur un temps �ni
Û(t)|q0, p0〉 ? (Utiliser l'exercice précédent)

5. Considérons une trajectoire fermée (périodique) d'énergie E, de période T , passant
par le point (q0, p0). On a l'idée de construire un état stationnaire localisé sur cette
trajectoire, en superposant des états cohérents. Voir �gure 2.3.4. On considère ainsi :

|φ〉 =

∫ T

0

eiEt/~ Û(t)|q0, p0〉 dt

En appliquant l'opérateur Û(t′) à |φ〉, montrer que |φ〉 est un état stationnaire
(approximatif) d'énergie E à condition que eiET/~Û(T )|q0, p0〉 = |q0, p0〉.
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6. Exprimer cette dernière condition comme une condition sur l'action (surface) S de
la trajectoire :

S = n (2π~) + o (h) , n ∈ N

appelée règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld : la surface doit contenir
un nombre entier de cellules de Planck. Application : pour l'oscillateur Harmonique ?

q

p

q0

p0

Trajectoires de H

Figure 2.3.3 � L'approximation linéaire de H(q, p) près du point (q0, p0) revient à approxi-
mer les trajectoires classiques au voisinage de ce point, par un mouvement translation.

0 0|q  ,p  >

|z(t)>

S

Figure 2.3.4 � Construction d'un état stationnaire, en superposant l'évolution d'un état
cohérent. On obtient la règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld.

Remarques
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1. Cette construction permet non seulement d'obtenir une formule approchée pour
les niveaux d'énergie, mais aussi une expression pour les états stationnaires |φn〉,
montrant qu'ils sont concentrés sur une orbite classique spéci�que.

2. On n'obtient pas l'indice 1/2 correct du spectre de l'oscillateur Harmonique. Expli-
quer pourquoi @@.

3. Pour des problèmes à plusieurs dimensions, cette construction n'est pas assez précise
pour donner les états stationnaires. Elle peut s'appliquer cependant aux orbites pé-
riodiques, et donne une formule semi-classique très intéressante pour la densité de ni-
veaux, appelée formule de Gutzwiller, ou formule des traces semi-classique.
Voir [Gut91]. La formule de Weyl énoncée ci-dessus constitue le premier ordre de
cette formule.

4. On a choisit arbitrairement de mettre la phase eiEt/~ dans la construction de |φ〉. Ce
choix peut se justi�er, car c'est celui qui donne un état stationnaire le plus concentré
sur la trajectoire. (interférences constructives entre les paquets d'ondes). Cela a un
rapport direct avec la phase géométrique, ou phase de Berry. Exercice : le montrer.
(L'opérateur de déplacement D̂ ci-dessus réalise �un transport parallèle�).

5. Finalement, tout cela est lié au fait que T̂q et T̂p ne commutent pas. cette observation
se généralise, et donne lieu à la théorie de �la quanti�cation géométrique�. Voir
[Woo92], [F. 00].

2.3.4 (*) Représentation quantique dans l'espace de phase

Rappelons ce qu'est �la représentation en position� d'un état quantique mentionné
page 50. |x〉 est un état de position car bien localisé à la position x. On a la relation
de fermeture Î =

∫
dx |x〉〈x| qui montre que tout état quantique se décompose comme

superposition de tels états : |ψ〉 =
∫
dx |x〉 (〈x|ψ〉). Les coe�cients de cette décomposition

sont ψ (x) = 〈x|ψ〉, qui la fonction d'onde de l'état quantique.
Nous avons aussi vu que les choses sont analogues pour la représentation en impulsion,

donnant une fonction ψ̃ (p) = 〈p|ψ〉.
En suivant cette même démarche, nous allons voir que l'on peut naturellement dé�nir

une représentation dans l'espace de phase, i.e. en variables (x, p) simultanément,
appelée aussi représentation de Husimi. L'intérêt de cette représentation est grand. Il
se devine lorsque l'on sait que la mécanique classique (de Hamilton) qui est une limite
(courament utilisée) de la mécanique quantique pour des actions grandes (S/~ � 1) se
formule naturellement dans l'espace de phase (x, p), et que de nombreux phénomènes de
mécanique classique n'ont une explication claire que lorsqu'ils sont explicités dans l'espace
de phase (comme les structures des trajectoires pour les système réguliers, ou chaotiques,
voir [Arn76]) ; il en est de même pour de nombreux phénomènes quantiques, comme entrevu
ci-dessus.

Le paragraphe (1.3.2), présentant l'évolution de paquets d'ondes a clairement montré
l'avantage de la représentation de Husimi d'un état quantique par rapport à la représenta-
tion en position ψ(x) : elle permet de comprendre l'évolution en terme classique, sur une
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durée plus longue. Elle permet aussi de mieux comprendre la structure des états station-
naires.

La représentation de Husimi dans l'espace des phases présentée ci-dessous, permet de
donner un sens précis aux représentations schématiques dans l'espace de phase, faites ci-
dessus à propos de l'évolution d'un paquet d'onde, �gure (2.2.10), ou de la distribution
d'un état stationnaire quelconque, �gure (2.3.4).

2.3.4.1 Relation de Fermeture par les états cohérents

Nous avons vu en eq.(1.6.7), que le paquet d'onde |q, p, σ〉 dé�ni par eq.(1.1.6), est �assez
bien localisé� à la fois à la position x et à l'impulsion p, avec les incertitudes respectives
∆x = σ√

2
, ∆p = ~√

2σ
. Une famille de paquets d'ondes |q, p, σ〉 avec σ �xé, et (q, p) ∈ R2

serait donc un bon candidat pour dé�nir une représentation dans l'espace de phase. Il reste
à véri�er que l'on a une relation de fermeture.

Dans la suite, on considère que le paramètre σ est �xé, et on l'omet dans les notations.
Pour simpli�er, on utilise les ccordonnées sans dimension Q,P eq.(2.2.7) et la coordonnée
complexe

z =
1√
2

(Q+ iP ) ∈ C : point de l′espace de phase

Q =
q

σ
, P =

σ

~
p

On prendra l'expression |z〉 du paquet d'onde dé�nie en eq.(2.2.26) page (121) :

|x, p, σ〉 = exp

(
iPQ

2

)
|z〉

|z〉 = D(z)|0〉

D(z) = exp
(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
On utilisera aussi si besoin, les expressions équivalentes (2.2.29) pour D̂(z).

Proposition 2.3.3. Pour σ �xé, on a la relation de fermeture :

Î =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

2π~
dx dp |x, p, σ〉〈x, p, σ| =

∫
dxdp

2π~
|z〉〈z| (2.3.4)

Démonstration. Voir cours de M1 de math [Fau10b].



2.3. CORRESPONDANCES CLASSIQUE-QUANTIQUE À L'AIDE DU PAQUETD'ONDEGAUSSIEN141

2.3.4.2 Représentation de Husimi d'un état quantique

Dé�nition 2.3.4. Pour un état quantique |ψ〉 ∈ H on associe la fonction suivante sur
l'espace de phase, à valeurs complexes, appelée distribution de Bargmann de |ψ〉 :

Bargψ (x, p) = 〈z|ψ〉

on associe aussi la fonction positive sur l'espace de phase, appelée distribution de Hu-
simi de |ψ〉 :

Husψ (x, p) = |〈z|ψ〉|2 = |Bargψ(x, p)|2

Proposition 2.3.5. De la relation de fermeture, on déduit que la distribution de Barg-
mann Bargψ (x, p) caractérise l'état |ψ〉.

Démonstration. si ∀x, p Bargψ (x, p) = Bargφ (x, p), alors

|ψ〉 =

∫ ∫
dxdp

2π~
|z〉Bargψ (x, p) =

∫ ∫
dxdp

2π~
|z〉Bargφ (x, p) = |φ〉

Cela est moins clair pour la distribution de Husimi car il semble que l'on perd l'information
sur la phase en chaque point (x, p). Pourtant il n'en est rien :

Proposition 2.3.6. la distribution de Husimi caractérise l'état |ψ〉 à une phase
globale près.

Démonstration. [Fau10b]On a Bargψ (x, p) e|z|
2/2 = e|z|

2/2〈z|ψ〉 = 〈0|eza|ψ〉 qui est donc ana-
lytique en z. Il résulte de la théorie des fonctions à variables complexes que cette fonction est
déterminée (à une phase près) par son module seulement.

Proposition 2.3.7. La norme de l'état |ψ〉 s'obtient à partir de la distribution de Husimi
par :

‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ〉 =

∫
dxdp

h
Husψ (x, p)

Démonstration. on utilise simplement la relation de fermeture : 〈ψ|ψ〉 =
∫ dxdp

h 〈ψ|qp〉〈qp|ψ〉 =∫ dxdp
h Husψ (x, p).
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2.3.4.3 Exemples simples et importants

Onde plane si |ψ〉 = |p0〉 est une onde plane d'impulsion p0, dé�nie en eq.(1.1.3), alors

Barg|p0〉 (x, p) = 〈z|p0〉 =

√
σ

~
√
π

exp
(
i
x0p0

2~

)
exp

(
i
x0p

~

)
exp

(
−(p− p0)2

2(~/σ)2

)
et donc

Hus|p0〉 (x, p) =
σ

~
√
π

exp

(
−(p− p0)2

(~/σ)2

)
qui est une ligne en p = p0 qui a une forme transversale Gaussienne, de largeur ∆p = ~

σ
.

C'est un résultat attendu. Voir �gure 2.3.5.

Etat de position si |ψ〉 = |x0〉 est un état de position en x0, alors

Barg|x0〉 (x, p) = 〈z|x0〉 =
1

(πσ2)1/4
exp

(
−ix0p0

2~

)
exp

(
i
p0x

~

)
exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
(d'après (1.1.6), et donc

Hus|x0〉 (x, p) =
1√
πσ2

exp

(
−(x− x0)2

σ2

)
qui est une ligne en x = x0 qui a une forme transversale Gaussienne, de largeur ∆x = σ.
C'est un résultat attendu. Voir �gure 2.3.5.

Remarquer que Hus|x0〉 (x, p) et Hus|p0〉 (x, p) ne sont pas normalisable (norme in�nie) ;
cela est du au fait que |p0〉, |x0〉 /∈ L2 (R).

Etat cohérent si |ψ〉 = |x0, p0〉 est un paquet d'onde Gaussien de position moyenne x0

et impulsion moyenne p0, alors

Barg|x0,p0〉 (x, p) = 〈z|z0〉 = e−
1
2
|z−z0|2ei=(zz0)

et donc

Hus|x0,p0〉 (x, p) = e−|z−z0|
2

= e−
1
2

(Q−Q0)2− 1
2

(P−P0)2

= e−
1

2σ2 (x−x0)2− σ2

2~2 (p−p0)2

qui est une gaussienne centrée en (x0, p0) de largeurs ∆x = σ, ∆p = ~
σ
. Voir �gure

2.3.6. C'est un résultat attendu, qui donne un sens rigoureux à l'image (1.6.4) .
preuve : on utilise (2.2.29), et ezaez0a

+
= ezz0ez0a

+
eza. On a

〈z|z0〉 = 〈0|ezaez0a+ |0〉e−
|z0|

2

2 e−
|z|2

2 = ezz0〈0|ez0a+
eza|0〉e−

|z0|
2

2 e−
|z|2

2 = ezz0e−
|z0|

2

2 e−
|z|2

2

soit 〈z|z0〉 = e−
1
2
|z−z0|2ei=(zz0) �.
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Figure 2.3.5 � Distributions de Husimi Husp0(x, p) et Husx0(x, p) des états |p0〉 et |x0〉
dans l'espace de phase. Les unités sont arbitraires

Etat stationnaire de l'oscillateur Harmonique Si |ψ〉 = |n〉 état propre de l'oscilla-
teur harmonique (voir page 105), alors

Barg|n〉 (x, p) = 〈z|n〉 = e−|z|
2/2 1√

n!
zn

et donc en coordonnées polaires z = ρeiθ

Hus|n〉 (x, p) =
1√
n!
ρ2ne−ρ

2

qui est une distribution indépendante de θ, donc de symétrie circulaire, dont le maximum
radial est sur le cercle ρmax =

√
n . Voir �gure 2.3.6. Ce cercle coincide avec la trajectoire

classique d'énergie Eclass
n = ~ωn, comme observé numériquement sur la �gure (1.3.4). (Re-

marquer qu'il y a un petit décalage par rapport à l'énergie du niveau n : En = ~ω
(
n+ 1

2

)
,

mais ce décalage est plus petit que la largeur de la distribution).
preuve : 〈z|n〉 = e−|z|

2/2〈0|eza|n〉 = e−|z|
2/2
∑

n′≥0
1
n′!〈0| (za)n

′
|n〉 = e−|z|

2/2
∑

n′≥0
1√
n′!
zn
′〈n′|n〉 =

e−|z|
2/2 1√

n!
zn.

Le maximum de Hus et sa largeur se trouvent en dérivant par rapport à ρ. Ensuite, le hamil-
tonien classique H = ~ω

2

(
P 2 +Q2

)
= ~ω |z|2 = ~ωρ2�

2.4 Conseils de Lecture

◦ Cohen-Tannoudji [CBF], chapitre V.

Pour approfondir :
◦ L'application du comptage d'états à la physique statistique :
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Figure 2.3.6 � Distributions de Husimi Hus|x0p0〉(x, p) et Hus|n〉(x, p) des états |x0p0〉 et
|n〉 dans l'espace de phase. Les unités sont arbitraires

� Diu et al. [DGLR89],
◦ Pour approfondir les aspects mathématiques,
� Sur la théorie des groupes : Cours de Segal dans [Seg95]. Livre de Bacry [Bac].
� Sur les états cohérents (paquets d'ondes) en physique : [WDG90]


