Université Joseph Fourier. Master 1 Physique
TD de mécanique quantique

Solution du TD n°7
Un modele simple de ’émission spontanée

1 Un modéle simple de ’emmission spontanée : un état quantique
couplé a un continuum

1. Les états propres et valeurs propres de H sont notés

JEIWW =ceulthy), BEZ (1)

et sont inconnus pour le moment. On multiplie cette équation par (k| donnant

<k?|H|%> = 5u<k|¢u>

On utilise la relation de fermeture I = |@)(¢| + 3,/ |k} (K| et on écrit :
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cela donne
U<‘P|¢u> + Ek<k|wu> = 5M<k‘¢u>
On déduit donc (supposant €, — Ej, # 0) que
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2. De méme on multiplie I'équation (1) par (¢| donnant
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On trace les fonctions 5 .

0= ()P o= e



et les intersections donnent graphiquement les solutions €, p € Z. (On vérifie que €, — £, # 0)
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4. La probabilité de détecter I'état |¢) avec I'énergie €, est |<g0\1/1#>]2. La probabibilité de détecter
’énergie ¢,, dans I'intervalle [E, E + dE] est donc

donc
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L’énergie €, est I’énergie de I'atome désexcité (constant) plus 'énergie du photon émis. Donc
si 'on détecte 1’énergie du photon émis (spectre de fluorescence), on obtiendra justement une
telle courbe de forme Lorentzienne (en probabilité pour un photon, ou en intensité pour une
assemblée de photons).

5. On a [¢(t)) = e*im/ﬁ\@ et [ = > [¥u) (¥u]. Donce
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(avec z = %, et a = L),

Donc la probabilité pour que a la date t 'atome soit toujours excité (le photon non émis) est

P(t) = [(pl(t)]> = e

La loi de deséxcitation de 'atome est donc une loi de décroissance exponentielle avec la constante
de temps 7 = 1/T" donnée par la régle d’or de Fermi. Autrement dit la théorie des perturbation
dépendant du temps donne le résultat exact dans ce modéle simple et soluble sans approxima-
tion ; cela n’est plus vrai si la densité spectrale n’est plus uniforme.

2 (Option) Symétrie dynamique de deux oscillateurs de méme fré-
quence

1. On a 1 1
a1 = —= (Q1 +iP ) , al = —
1= 75 <Q1 1 G
en effet [al,aﬂ = %(—z Q1, P —i[Q1,P1]) = Id. De méme pour GQ,CL;. On a aial =...=
Hy — %, donc
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. . 1. . . 1.
H1:N1+§Id, H2:N2—|—§Id
2. OnaH = Nl —1—]\72 + Id. Donc
Hlny,ng) = (n1 +ng + 1) |n1, n2)
Les niveaux d’énergie sont donc
E=ni+ny+1eN*

Une base de lespace propre d’énergie E fixée, est le produit tensoriel |n1) ® |ng) noté aussi
|ny,ng), avec ny =0 — E — 1, et no = F — 1 —ny. Donc sa dimension est E (un entier).
3. Généralement, on a pour 3 opérateurs A, B,C
[AB,C] = ABC — CAB = A([B,C] + CB) — CAB
=A[B,C|+[A,C]B
Donc [a'a,a] = [a*,a]a = —a et de méme [aTa,a™] = a' [a,a"] = a™.

(a) Les opérateurs d’indices différents commuttent entre eux. Donc

[N1, J4] = [afal,a;al] = a; [afal,al] = a; (—a1) =—J4
[Ny, J_] = [afal,afag] = [a?al,aﬂ ag = afag =J_
[No, J4] = [af as, a3 a1] = [aFaz,a3 | a1 = a5 a1 = J4

[Ny, J_] = [a+a2,a+ag] = [a"'ag,ag] al = —ajas =—J_
2 1 2 1 1

Donc [H,J,] =0, [H,J_] =0, et [H, Jy] = 0.



(b) On écrit Jo = 5 (N2 — Nq). On obtient

1
[Jo, J4] = 5 [Nz = N1, J4] = J4

_ 1

o, J-] = 5 [N2 = N1, J-] = =]

[Jy, -] = [a;al,afag] =aj [al,afag] + [a;,afag] a1
= a;ag [al,aﬂ + [a;,ag} afal
=2Jy

On reconnait l'algebre du groupe de rotations (groupes SU(2) ou SO(3)). Attention, il ne
s’agit pas ici de rotation dans I’espace réel (z,y, z), mais dans ’espace de phase (Q1, P1, Q2, P»)
des oscillateurs.

4. On Hlnyng) = (1 + ny + n2) [ning). On utilise af |n1) = v/ny + Lng +1), et ar|n1) = /n1|ng —
1), pour déduire que Jo|ning) = 3 (n2 — n1) [nina), Ji|ning) = /n1 (ng + 1)|ny — 1,n9 + 1),
et j_\nlng) = /(n1 4+ 1)naln1 + 1,ne — 1). Le schéma est le suivant. Les 5 points entourés,
représentent ’espace propre de H avec la valeur propre E =1+ n; +n9 = 5.
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5. L’algébre du groupe commutte avec H , donc les espaces propres sont invariants par 'action du
groupe. Le vecteur |nq,no) peut s'écrire |4, m) avec j = (ng +mn2) /2, m = 3 (n2 —nq) donc
2j +1 = E. Conclusion : I'espace propre E est un espace de représentation irréductible du
groupe SU(2) (car j peut étre demi-entier).



