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1 Diffusion sur une sphére

Références : [1] chap.13, [2] chap.8. [3].
On considére une particule de masse m qui diffuse sur le potentiel central :

V(r)==Vysir<a Vo>0

=0 sir>a

On posera U (r) = 22V (r), et Uy = 23V},

1. Partant de ’équation de Schrédinger stationnaire H 1 = FE, Uécrire en coordonnées
spheériques avec ¥ (r,0,p) = R(r) Yy, (0,¢), et obtenir équation radiale que doit
satifaire R (r) sous la forme d’une equation de Besselm (distinguer les cas r < a et

82+2@ L2

r > a). Aide : le laplacien s’écrit A = S5 — 73,2 Ou L est Iopérateur moment

h2k2
2m

2. On cherche maintenant a résoudre 1’équation de Schrédinger radiale de la question (1) :
R (r) est combinaison linéaire des fonctions de Bessel j; et n;. Utiliser la condition que
R (r) doit étre fini en r = 0. Poser K2 = k? 4 Up. Ecrire le raccordement en r = a pour

or?

angulaire. On posera E =

1. Rappel sur les fonctions de Bessel radiales : L’équation de Bessel est

2  2d 1
R )=+1)F(p) =
(dp2+pdp L+ )p2+ ) (p)=0

et admet les solutions linéairement indépendantes suivantes (i.e. la solution s’écrit F' (p) = agi (p) + Bru (p),
a, B € C) (A) les “fonctions sphériques de Bessel” :

ji (p) = (=p)' (;ddpy Sizp

et (B) les “fonctions de Neumann sphériques” :

ni (p) = — (—p)" (;jp)l CO;p

dont les comportements limites sont pour p — 0 :

1 I . 1

o) = ss o

et pour p — o0 :

(qui sont des approximations correctes si p > @)


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/meca_q/index.html

la fonction R (r) et sa dérivée et déduire que I’équation de Schrodinger est équivalente
a
Kj| (Ka) _k (Bjj (ka) + Cnj (ka))

Ji (Ka) Bj (ka) + Cny (ka)

ou ny, j; sont les dérivées, B,C € C des coefficients inconnus.

3. Montrer que pour r — 0o, R (r) peut s’écrire :

1 l
R(r) = AE sin <k;r — g + 51)

Pourquoi appelle t-on §; “le déphasage” 7 Montrer que ’on peut aussi écrire :

1 ) —ikr ikr
= e (26

2ik T
et donner ’expression de S; & partir de §;. Donner 'interprétation de .5;.
4. A partir de la question (2), donner l'expression de tan d;.

5. Donner qualitativement la liste des ondes partielles [ qui participent a la diffusion,
en fonction de k et a (Argument semi-classique qui fait intervenir la relation entre le
parameétre d’impact b et le moment angulaire L = bp, L ~ hl).

6. On étudie maintenant le secteur d’ondes partielles [ = 0, qui est important a basse
énergie k — 0. Donner I'expression de tan dg en fonction de k,a et K7

7. Rappels : la section efficace totale se décompose oot = Y ; 0y, €t

4 .
0= 13 (20 + 1) sin? §

On définit la longueur de diffusion « & basse énergie par :

. tandy
o = — lim
k=0 k
Alors o4 — 4ma?® pour k — 0.
Montrer ici que
tan
aza(l— 7), v =ay/ Uy
Y

et tracer a en fonction de ~y. Identifier les “résonances” qui correspondent “pics” de oyor.

8. (Option) On étudier maintenant la limite Uy — oo qui correspond & une “sphére dure”.
A partir de (4) donner 'expression de tan d;, et son expression si ka < 1, et montrer
que | = 0 domine.

9. (Option) A basse énergie, exprimer 0y et oy,. Comparer a la surface d’un disque de
rayon a. Méme questions & haute énergie.
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