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1 Interférence de Young avec des spins 1/2

(cet exercice sert de préparation, pour donner un sens physique a l'exercice suivant. Il
est trés semblable a lexercice 2 du TD sur le spin 1/2).

On considére un dispositif expérimental ot un faisceau de particules de spin 1/2 (des
neutrons par exemple) entre selon 1’axe y. On suppose que chaque particule est préparée
dans I'état de spin |+,).
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1. Ce faisceau polarisé entre dans un appareil de Stern-Gerlach dans le plan x qui a
donc pour effet de décomposer 1'état de spin |+,) par rapport aux états |+,), |—z).
Les deux faisceaux sont recombinés au point R en un seul faisceau avant de pénétrer
a nouveau dans un appareil de Stern-Gerlach orienté selon z (voir figure). A la sortie,
on place deux détecteurs aux points D et E. Décrire I’état aux points A, B puis au
point R puis aux points D, E. Calculer les probabilités Pp, Pg de détecter les
particules en D et E respectivement.

2. Méme question si on place un absorbeur au point A (qui détecte et détruit la par-
ticule). Par analogie avec I'expérience des doubles fentes de Young, interpréter ces
résultats en terme d’interférence.


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/meca_q/index.html

3. Pour avoir une description plus fine du passage de la particule aux points A et
B, on suppose maintenant que I'état de la particule est toujours dans ’état pur
|[+.) au point I de départ, et isolé de 'environnement qui est dans I’état |E) initial
((E|E) = 1 normalisé). Au passage au point A, la particule transforme I'état de
I'environnement en |E4) (normalisé¢) et de méme, au point B elle modifie I'état
de T'environnement en |Ep). Concrétement, ce peut étre I’émission d’'un photon
au départ des points A ou B respectivement. Mathématiquement, la particule est
décrite par son spin dans l'espace noté Hgyi, = C* et Uenvironnement est décrit par
son état |E) € Hepny. L'espace total est Hior = Hopin @ Hen-

(a) Décrire 1'état total ©Yupant € Hioe au point I et en A, B avant I’émission du
photon, puis 'état total évolué ¥,p,.s en A, B aprés I'émission du photon. Dans
cette écriture, commenter les “corrélations” entre I’état de la particule et 1’état
de Penvironnement. Ecrire I’état Yapres aUX points D, E.

(b) L’opérateur densité total avant est poyant = |Vavant) (Vavant|- Déduire[] la matrice
densité réduite Paant = Trenv (Pavant) (dans la base |+,), on a tracé sur He,,) de
la particule et de méme papres = Treny (Papres), en fonction du produit scalaire
(Ea|EB).

(c) Déduire les probabilités Pp, Pr de détecter les particules en D et E respecti-
vement en fonction de (E4|Ep). Discuter et interpréter physiquement les 2 cas
extrémes (F4|Eg) = 1 ou (E4|Ep) = 0. Dans chacun des cas écrire la matrice
densité réduite pgpres €t le vecteur polarisation P du faisceau au point R, définit

par Papres = % (Id + ﬁé)

2 Modéle simple de décohérence

(modeéle proposé par Zureck (90’). Réf : cours d’Haroche sur le site du collége de France).

Introduction : Le modéle étudié dans cet exercice fait suite a ’exercice précédent. C’est
un modéle dynamique qui traite 1’état du spin (dans Hgp,) couplé & I'environnement (dans
Henw) €t qui montre comment I’équation de Schréodinger (qui est unitaire) peut expliquer
que la matrice densité réduite p (t) = Tren, (p (¢)) du spin peut évoluer de fagon irréversible
vers ’état d’entropie maximale non polarisé :
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Cette évolution d’un état initial pur vers un état non pur, s’appelle la décohérence. Elle
est due au couplage du spin avec son environnement. En résolvant ce modéle on obtiendra
de plus une expression pour le temps de décohérence T4..on. qui est le temps caractéristique
de convergence vers cet état d’équilibre. Par rapport a I’exercice précédent, on peut penser
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1. on rappel que en algébre linéaire Tr (|a)(b]) = (a|d)



que le modele présenté ici décrit I’évolution du systéme total dans la partie entre les points
I et R (ou le faisceau est séparé spatialement et interagit avec ’environnement de fagon
différente selon qu’il est en A ou B).

L’espace total du systéme étudié est Hypr = C2 @ Heno. L’état initial est

[ (0)) = [5(0)) ® [E(0))
15(0)) = [+2) = % (H2) +1=2)) € C*, |E(0)) € Hen.
Le Hamiltonien total est
1/2 0
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> dans la base |£,)
ot H. agit dans H.,,. Noter que 'on ne précise ni |E (0)), ni H..
1. Ecrire Iétat total ¢ (£)) = e~ |4 (0)) & I'instant ¢ puis Iopérateur densité total
p(t) = ¢ (t) (¥ (t)]|. Déduire I'expression de la matrice densité réduite de p =
Treny (p (t)) dans la base |&;) en fonction de la fonction de “corrélation temporelle”
de lenvironnement (F (0)|E (t)) = (E (0) |e"*H<| £ (0)).
2. On suppose maintenant que I’environnement est composé de N degrés de libertés

indépendants mais identiques (penser N particules d’un gaz), chacun décrit par un
espace quantique H et un opérateur Hamiltonien H : H — H, c’est a dire que :

Hew=HOH®...®H

N
et que
~ 1 N
Henv = T = Hz
ol X X
H=d®...ldy H,6 &Id...®Id
position i

agit dans I'espace de la particule ¢ de 'environnement. L’état initial de 'environne-
ment est un produit

[E(0)) =le(0))®...@e(0)),  le(0)] =1
Pour simplifier les calculs, on suppose que I'énergie moyenne de chaque particule
est nulle : (e (0) [H|e (0)) = 0 et on note o2 := (e (0) |H?|e (0)) la variance (carré de
I'incertitude en énergie). Montrer que a t fixé (quelconque) et pour N — oo, on a
(E(0)|E (t)) = e7*°*/? et déduire que la matrice densité réduite est donnée par

~ 1 1 —t%202/2
p (t> = Treny (p (t)) ]\:; 5 ( e~ t?0?/2 1 )



3. Donner expression de la matrice densité réduite () dans la base [+.) = £ (|+.) + |—2)),
|—2) = 3 (|+2) — |—=)) et comparer a la question (3-b) de I'exercice 1.

4. Déduire I'expression de I'entropie S (p (t)) (en particulier simplifier pour les limites
t — 0, t — o00) et tracer son allure en fonction de ¢t. De méme donner et tracer le

vecteur polarisation P (¢) du spin, défini par j () = i (Id + P(t) 3) Déduire que
le temps caractéristique de décohérence est donné par

1

Tdecoh. = —
g

5. Montrer plus généralement que les calculs précédents sont identiques (mais préciser
les nouvelles expressions) si 1’état initial total est donné par un opérateur densité

p(0) = ([S(0))(S(0) ) & penv avec
Penv :pe®'-‘®pe

tel que Tr (f[pe> =0.

3 Entropie d’une distribution de Boltzmann

L’oscillateur harmonique quantique a une dimension a les niveaux d’énergie E; =
hw (z + %) avec ¢ € N, et d’aprés la loi de Boltzmann, a I'équilibre thermique de tem-
pérature T, la probabilité pour que la particule soit au niveau ¢ d’énergie E; s’écrit :

1 =B 1 hwGr1/2) 1 i
P = —€ T = kT = —e P

~ 7 7" Z
1
-7
1. Calculer Z en fonction de § (aussi appelé fonction de partition).

en posant 3 = ZﬂT et % e~ 37 . 7 est un facteur de normalisation de sorte que Y .p; = L.
2. Calculer I'entropie S en fonction de f.

3. Donner I’expression de S (les premiers termes du développement limité) pour 5 — 0
(haute température) et pour S — oo (basse température).
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