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Introduction

Dans une description partielle de la nature qui nous environne, on considére qu’il y
a deux types “d’éléments” qui cohabitent et intéragissent en permanence : la matiére
qui est constituée par un assemblage d’atomes. Chaque atome est constitué d’un noyau
nucléaire et d’électrons qui gravitent autour, et le rayonnement, que I’on décrit par un
champ électromagnétique (un champ électrique et un champ magnétique magnétique). On
utilisera donc le terme rayonnement pour décrire d’une part les ondes électromagnétique
qui se propagent a la vitesse ¢ = 300.000 km /s (dans le vide), que sont les ondes radio, la
lumiére infra-rouge visible et ultraviolette, les rayons X, mais aussi (et de fagon abusive)
les champs électriques et magnétiques statiques comme le champ électrique autour d’une
charge électrique, ou le champ magnétique terrestre.

Il faut savoir que cette description est incompléte et méme se révéle incohérente par-
fois : une vraie description de la matiére nécessite la mécanique quantique ou les atomes
sont décrits aussi par des ondes : des ondes quantiques de matiére. Par ailleurs, le champ
électromagnétique lui aussi doit étre décrit par la mécanique quantique. Mais la description
non quantique (dite “classique”) que nous adoptons est plus simple et suffit pour décrire
les phénoménes qui nous intéressent dans ce cours.

La matiére et le rayonnement intéragissent en permanence. Les équations de New-
tons décrivent le comportement de la matiére : elle décrivent comment une particule char-
gée se déplace a cause de I'action des champ électriques et magnétiques qui I’environnent.
Les équations de Maxwell décrivent le comportement du rayonnement : comment une
particule chargée modifie autour d’elle le champ électromagnétique. Ce sont les équations
fondamentales que ’on rappelle dans la section 1.1.

Dans le chapitre 1, & partir de ces équations fondamentales, on décrit comment un
atome qui recoit une onde électromagnétique incidente, se met en mouvement, et émet a
son tour une onde électromagnétique. On parle de diffusion de I’onde.

Dans le chapitre 2, on décrit le méme phénomeéne pour une assemblée d’atome, que peut
étre un gaz ou un matériau. Cela permet de comprendre comment la lumiére, les ondes
radios ou les rayons X se comportent sur un matériau ou un gaz : s’ils sont réfléchis, ou
pénétrent dans eux, avec de la diffraction ou de I'absorption. On en déduit des propriétés
de base de 'optique.

(tableau de Laval|?| pIII.)

| | Radio AM | Radio FM-TV | Micro-ondes | Infra rouge |
Frequence v (Hz) 106 108 1010 10%?
Longueur d’onde A 300 m 3cm
Transitions Spin nucléaire Spin électronique Rotation Vibration
Sources Semi-conducteurs | Tubes électroniques Masers Lasers
H Visible ‘ U.V. ‘ X ‘ Gamma, ‘
v(Hz) 10 1016 1018 > 10
A 0.5um 3AA
Transitions | Electroniques idem nucléaires
Sources lasers Rayonn synchrotron | idem




Chapitre 1

Mécanismes microscopiques

1.1 Equations de Maxwell et lois de Newton

TD :
obtenir les equations globales a partir de Maxwell.par intégrations.
Eq de conservation locale d’énergie. Ex Feynmann 27-5.

références : Laval [?] chapl

Feynmann : mécanique, chap 9. (8...14), électromagnétisme, chap 1,
Jackson chap 6

Dans tout le cours, on utilise les unités MKSA (voir Jackson p811).

1.1.1 Equations de mouvement d’une particule

La matiére est constituée d’un grand nombre de particules. Considérons une particule
de masse m, et de charge ¢. (Par exemple I’électron a m = 9,1 1073'kg = 0,5 MeV/c? et
g=—-e=-1,61071°C))

Appelons Z(t) = (z,y,2) la position de la particule a Uinstant ¢. Et ¢(t) = ‘2—? sa
vitesse, et @(t) = % son accélération.

On note E (Z,t) la valeur du champ électrique a ’emplacement de la particule. Alors

ce champ exerce une force électrique sur la particule donnée par

De méme, notons B (Z,t) la valeur du champ magnétique a I’emplacement de la parti-
cule. Alors ce champ exerce une force magnétique (dite force de Lorentz) sur la particule

donnée par
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La particule subit d’autres forces comme la force de gravitation Fg.On va supposer que
I’effet de cette derniére force est négligeable devant les forces électriques et magnétiques,
ce qui est généralement vrai pour les particules chargées.

La loi de Newton dit que le mouvement de la particule est déterminé par les forces qui
agissent sur elle, d’aprés 1’équation de Newton :

1.1.1.1 Solutions particuliéres

~ Si E est constant et B = 0, le mouvement de la particule est accéléré uniformément.
— Si E =0 et B est constant, la trajectoire de la particule est une hélice.

1.1.1.2 Remarques

— Dans un traitement plus correct, pour des particules microscopiques, il faut décrire
la particule par une onde quantique, et I’équation de Newton est remplacée par
I’équation de Schrodinger établie dans les années 1920.

— L’équation de Newton a été établie en 1675, pour décrire les mouvement d’objets
macroscopiques soumis a la force de gravitation (chute des corps, mouvement des
planétes). Les notions de forces électriques et magnétiques datent du 19éme siécle.

1.1.1.3 Densité volumique de charges et de courant

Considérons une assemblée de particules identiques, de densité volumique N. Chaque
particule a une charge ¢, et se déplace a la vitesse v.

On définit la densité volumique de charge p (en C/m3), et la densité volumique de
courant des charges j par :

p=Ngq
j=Ngi
Si la densité N(Z,t) et la vitesse 0(Z,t) dépendent de I’emplacement & et du temps ¢,
alors il en est de méme pour p(Z, ) et j(Z, t).
Voici comment les densités p,j permettent d’obtenir des charges et des courants :
La charge contenue dans un volume V' est

— 2\ 37
Q—/Vp(x)dm
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et le courant a travers une surface S est

I= /j.ﬁd%
S

oll 77 est un vecteur normal & la surface et d?s un élément de surface.

1.1.2 Equation de Maxwell du champ électromagnétique

cf Jackson section 6.4.

Feynmann chap 18.

Au cours du 19éme siécle, les physiciens et ingénieurs ont découvert I’existence des forces
électriques et magnétiques, et le fait que la lumiére est constituée d’un champ électrique
et magnétique qui oscille et se propage. Ces concepts ont été unifiés par Maxwell en 1885.

Le champ electromagnethue est un objet assez complexe, pulsqu il est décrit par la
donnée d’un vecteur électrique E(Z,t) et d'un vecteur magnétique B(Z, t) en tout point de
I’espace #, et a chaque instant ¢. On parle de champ vectoriel.

Ces deux champs ne sont pas indépendants et pas quelconques, puisqu’ils satisfont les
premiéres équations de Maxwell :

B .
divB =0 (1.4)

Ils sont aussi déterminés par la présence et le mouvement de particules chargées, d’apres
les deuxiémes équations de Maxwell :
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OE S
92 ProtB — =] (1.5)
€o
=P
divE = — (1.6)
€o

ol p(Z,t) est la densité volumique de charge (en C/m?), et j(&,t) est la densité volu-
mique de courant des charges. Voir eq.(1.1).

Et :
c=2.9910°m.s ! vitesse de la lumire
1 1 e .
€ = e = 0 permittivite du vide
On a
! 9.10°(V.m/C)
—— ~0. .m
47'('80

(Remarque sur l'origine et sens des valeurs : c¢f Feynmann chap 4-2. EM1, Jackson
p81l.)

1.1.2.1 Remarques (*) :

— A partir des équations de maxwell locales, on déduit des lois globales : loi de Gauss,
de Faraday et d’Ampére) (voir TD) qui ont des interprétations physiques précises.
Considérons S une surface de bord I' et ¥ est une surface fermée. Alors :

1. Circulation de E sur Fz—% ( flux de B par S) : Loi de Faraday

2. Flux de B par X est nul.

3. ¢ (circulation de B sur P) = % (Flux de E par S) + é (Flux de ; par S) :
Loi d’Ampére.

4. Flux de E par ¥ = % (Charge totale dans ¥) : Loi de Gauss.
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1.1.2.2 Equation de conservation de la charge

ref : Cohen Tad. “photons atomes”, Feynmann Chap 27-1.
Des équations de Maxwell on déduit

% + div (]) =0 (1.7)

appelée équation de conservation des charges car cette équation exprime la conser-
vation de la charge totale :

Q) = / d*7 p(Z,t) : Charge totale contenue dans le volume
Volume

on a

aQ = | &#FZop= _/ d*z div()) = —/ jds
dt v % Suface

cad la variation de charge dans le volume est seulement due au flux de courant 7 A travers
la surface (échange de charge avec I’extérieur). Il n’y a pas création ou disparition de charge
dans le volume.

1.1.2.3 Densités j et p pour des charges ponctuelles (*)

ref : Laval p61 [?].
si X (t) et #(t) = 4 sont la position et la vitesse d’une particule ponctuelle de charge
q, alors

1.1.2.4 Solution particuliéres des équations de Maxwell

o

—_1 q
T dmeo |77

— Si charge statique ¢ en ¥ = 6, on a la solution de Coulomb B = 6, et

obtenu par la loi de Gauss.

— Si un fil neutre est parcouru par un courant I, alors avec la loi d’Ampeére, on déduit,
E =0 et B est orthoradial, et B(r) = 60021271'7“'

— Autres exemples : dipoles électrique,... voir Feynmann EM, chap 6,7, chap 14.

1.1.3 Potentiels, Jauge de Coulomb (*)

ref : Feynmann chap 18-6, Cohen T. “photons et atomes tome 1”7 ,
D’aprés ’équation (1.4), il existe un champ vectoriel A(Z,t) (a priori pas unique) appelé
potentiel vectoriel, tel que :
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B =rotA (1.8)

. .o 1 = = . . . .
alors I’équation (1.3) s’écrit rot (% + E) = 0, et on déduit aussi qu’il existe un champ

scalaire V(Z,t) (& priori pas unique), appelé potentiel scalaire tel que

A L —
8_t + E = —gradV (1.9)

Remarquons que les champs A et V déterminent les champs E et é, mais que inver-
sement ils ne sont pas uniquement déterminés. En effet si u(%,?) est un champ scalaire
quelconque, et si ’on pose

5 . —
A'= A+ gradu

alors on vérifie que les champs modifiés A’ et V' satisfont aussi les équations (?7?) et (?7?).
On dit que I'on a modifié les potentiels par une transformation de Jauge, et que les
champs E et B sont invariants de J auge.

(cela généralise la propriété en électrostatique que le potentiel électrique V' est déterminé
a une constante pres).

1.1.3.1 Jauge de Coulomb

Jackson p221, Cohen T. p12, Laval p18 [?].

Puisqu’il y a un arbitraire dans le choix des potentiels, certains choix sont préférés,
comme celui de Coulomb car il simplifie I’écriture des équations de Maxwell : Le choix de
Coulomb, ou Jauge de Coulomb, consiste a choisir u(Z,t) tel que

div(A) = 0
(cela est possible en choisissant u tel que Au = divA"). Alors, I'eq(1.6) donne :

AV = _r équation de Poisson
€0
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1.1.3.2 Jauge de Lorentz

Jackson p221, Cohen T pll, Laval pl17 [?].
On choisit u(Z,t) tel que
- 10V
div(A) + —w—=- =0 1.10
(A + 5o (110
(cela est possible en choisissant u , cf Jack p221). Alors I’éq. (1.5,1.6) deviennent (utiliser

roirol (@) = grad (div(@)) — Ad)

1
av =—p (1.11)
€o
0i=_Lj (1.12)
N 5062] ’
avec I'opérateur Dalembertien
O(f) (1) 252 f

1.1.4 Lois de conservation, énergie et impulsion du champ

Jackson p236, Cohen p10,p63, Feynmann chap 27.

Suposons que l’espace contienne un champs électromagnétique E , B ainsi que des
charges pontuelles indicée par a = 1,2, ..., de masse m,, position Z,, et vitesse ,. Consi-
dérons alors les termes :

Hin(t) = Z H, + /d3fu(f) : énergie totale

o

u(Z,t) = B (E*(Z,t) + ¢*B*(Z,t)) densité d'énergie du champ
1
H, = o™ |17(l|2 énergie cinétique d'une particule
= — 1 3 = = . .
Pi(t) = Do+ — [ &°TS(T) : impulsion totale (1.13)
c

a

S(z,1) = PeoE(7,1) A B(Z, t) vecteur de Poynting(1.14)

— — .

Do = MqU, impulsion d'une partic(ilel5)
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—_

- ]_ -
Jiot(t) = E To NP+ / d*TF A S(Z,t) moment cinétique tota
c
o

1.1.4.1 Propriété de conservation :

Hiiy Pioty Jior sont constants au cours du
temps.

Interprétation : il peut y avoir transfert de 1’énergie cinétique des particules vers
I’énergie du champs, mais la somme est constante. Par exemple lorsqu’une lampe brille,
il y a un transfert du champ électrique-magnétique dans le fil vers I’énergie cinétique des
électrons dans le fil, puis vers ’énergie du champ lumineux rayonné par le fil.

1.1.4.2 Loi de conservation locale et preuve des lois de conservation(TD)

(Jack p237, Laval pl14 [?], feynmann chap 27-2, 27-3)
La loi de conservation locale de I’énergie s’écrit :

) L .
8—?+divS+E.j:0

et s'interpréete en disant que la variation locale de densité d’énergie est due d’une part
a la perte par le flux d’énergie donné par le vecteur

f;nergie = § (116)

et aussi par la conversion d’énergie du champ en énergie des particules ; En effet la puissance
développée par la force électro-magn. par unité de volume est

-

1 R . ,
d ( m172) =NFiJ=NqEvY=E.,)

N—
dt

2
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preuve (TD) :

i = e (EE + CZBB) = & <02E rot(B) — —Ej — cQBrot(E)) = —eocidiv (E A B) — Ej
€0
d’apreés (77).
Ensuite pour la conservation d’énergie, (Cohen p63.)

= —5002/d3xdiv (E A E) =~ Jour face S.d%s

Montrant que la variation d’énergie totale dans un volume est due aux flux
d’énergie a tavers la surface frontiére. Si il n’y a pas de flux (i.e. si le volume
contient toute la matiére et tout le rayonnement,) alors I’énergie est constante.

Remarques :

— Ainsi § représente a la fois la densité d’impulsion et le flux d’énergie,
voir Feynmann chap 27-6.Cela résulte d’un résultat général en théorie des champs
relativistes sur la symétrie du tenseur 7),,.

A partir de la relation relativiste E = pc, on a S = flux energie = E.c = pc*donc
en effet p = C%
— Voir Feynmann chap 27-5 pour I’exemple intéressant du flux d’énergie dans un fil

conducteur.

1.1.4.3 L’énergie de Coulomb (TD)

cf Feynmann chap EM p143.
En électrostatique, considérons une distribution de charges p(Z), créant un champ E(Z),
dérivant d’un potentiel V (Z).

Propriété : L’énergie totale électrostatique est

1

H=3 / &7 p(7) V (7)
vol
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preuve :

on a —% = AV, donc
2 2
= Z—O/d% grad(V).grad(V') (par parties)

12
= £ fx@‘zﬂ

2
en particulier, pour deux charges ponctuelles ¢;, go distantes de r, I’énergie
totale est
192 R o 1
H= = V() = @V (%) = 5 (Vi + V%)
471'60 2

ou V; est le potentiel créé par la charge g; seulement.

remarque : Il y a un probléme fondamental en physique : pour une charge ponctuelle (ou
plusieurs) ’énergie du champ est infinie. ¢f Feynmann EM1, chap 8-6.

1.1.5 Rayonnement dans le vide : ondes planes progressives

Jackson p269-273, Cohen p13,p30,p34 Feynmann chap 20.

Les équations de Maxwell couplent les champs E, B avec les densité de charge et de cou-
rant p, j Ce sont des équations aux dérivées partielles, linéaires, et a coefficients constants.
Pour cette raison, il est trés approprié de considérer les solutions de ces équations sous la
forme d’ondes planes, c’est a dire dont la dépendance spatiale (Z) et temporelle (t) est de

la forme : )
e—zwt ezkw

avec w € R, k € R3. Plus correctement, on dit que ’on peut résoudre ces équations dans
“I’espace réciproque” c’est a dire par transformée de Fourier.

Du fait de la dépendance en e‘f‘*’t on dit que ’onde est monochromatique.

Du fait de la dépendance en €™, on dit que I’onde est plane. (voir ci-dessous I'illus-
tration).

1.1.5.1 Notation complexe

Supposons donc les formes

ﬂﬁ@:m(%wﬂ%ﬁﬂ’:%weﬁ
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(car les champ physiques sont réels) et de méme pour B ] 2

L’amplitude complexe E~ caractérise donc le champ E (%, t).

La partie réelle est necessalre car le champ physique est réel. Seulement pour les calculs
il est pratique d’utiliser les nombres complexes. Les composantes sont complexes & cause
du déphasage possible.

1.1.5.2 Onde scalaire a une dimension

Suposons que le vecteur & soit selon z, et considérons par exemple la composante

Ey(z,t) =R <Ey,,§’we_i“’teikz) = |Ey| cos (kz — wt — )
avec @ = —arg (EyEw)

La phase 0 (les crétes) se trouvent en z = (o + wt + 27wn) /k, n € Z, et se déplace donc
a la vitesse de phase

w .
Vy = E . vitesse de phase

(qui peut étre négative). La longueur d’onde est A = 27 /k,, et la période T' = 27 /w.
Voici donc 'aspect de cette onde :

E A Créte
y ¢ A

déplacement vitesse Vo

1.1.5.3 Onde scalaire a 3 dimensions

Supposons toujours pour simplifier que k soit selon 7 ; alors les expressions ci-dessus sont
valables et ne dépendent pas de v, z, ’onde se propage selon la direction x. L’emplacement
des crétes forment des plans paralléles (z = (o + wt + 27n) /k, n € Z et y, z quelconques).
Pour cela on dit que E, est une onde plane.



CHAPITRE 1. MECANISMES MICROSCOPIQUES 15

1.1.5.4 Onde vectorielle & une dimension

Supposons toujours pour simplifier que k soit selon Z, et que la composante E, soit
nulle. (Ce sera le cas dans la suite). Alors

Ey(z,t) =R (E 7 e’iwteik‘”) = |Ey| cos (kz — wt — «)

Yskyw

E,(z,t) =R (E .

z,k,w

e’iwteik‘”> = |E,|cos (kx — wt — )

avec o = —aryg (Ey,,;’w>, et B =—arg (Ezﬁw)

Pour z fixé et ¢ variable, le vecteur E (z,t) décrit donc une ellipse dans le plan (Ey, E,).
La forme de ellipse et le sens de parcourt dépend des valeurs |E,|, |E,|, a, 5. On parle de
polarisation du champ. cf feynmann Méca chap 33. (Ne pas confondre avec la polarisa-
tion des charges introduite plus loin!)

E créte y

"o /)
0000 X L 5

déplacement

Voici des cas particuliers de polarisation.
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E E E
y y y
A) 7Y
(/ E \J E E
z z z
Polar. générale Polar. Circulaire Polar. Rectiligne

elliptique Droite ou gauche
On remarque qu’une polarisation elliptique quelconque, s’exprime comme superposition
de deux polarisations de bases : par exemple circulaire droite/gauche ou rectiligne y/z.

1.1.5.5 Ecriture des équations de Maxwell dans 1’espace réciproque

Pour l'onde plane (1.17), on a les relations utiles suivantes :

div(E) = R ((ZEE) e‘iwtei’gﬁ) . rot(E) =R <z/; A Ee‘i‘*’te“;i)

En effet (on omet les indices I;, w) div (E) =0,F,+0,Ey+0.E, =R ((zkmEz + ik, E, + ik, E,) e "

R < (ZEE) e‘i‘”teiﬁf)

0

et rot (E) =|0, N E, =R (zE/\ Ee‘i“’tei*‘ﬁ).
aZ EZ
Alors les équations de Maxwell donnent en notation complexe :
wB=kAE
kB =0
—— . 927 =4 1 e
—iwE =1c’k AB — —j (1.18)
€0
kE=2 (1.19)
€0

qui sont beaucoup plus simples car il n’y a plus de dérivées partielles.
(Preuve : on invoque le fait que les égalités obtenues sont vraies pour tout Z,t, ce qui
permet d’enlever la partie réelle)
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1.1.5.6 Evolution d’une onde plane dans le vide

Jack p269, Cohen p30,34
Si 'espace est vide de toutes charges, c’est a dire p = 0,5 = 0, alors les deux équations
(1.18) (1.19) donnent

—W = = N

EE=0 (1.21)

Des quatres équations de Maxwell, on déduit que /;, f), B forment une base ortogonale
directe, et que

w
C= 17
k
— 1—'
B =-|E
C
. 1k L
B(ﬁAE
¢ k
E
k
B

Il reste comme paramétre libre les phases «, 8 décrivant la polarisation du champ E
comme décrit ci-dessus.

On a vu qu’il y a deux polarisations “de base” du champ électromagnétique. Par exemple
polarisation Droite/Gauche ou rectiligne y/z.

Le champ B oscille donc avec le champ E.

1.1.5.7 Forces électriques et magnétiques

On remarque le facteur 1/c¢ pour l'intensité du champ B par rapport au champ E. Cela
a la conséquence suivante : pour une particule de charge e, de vitesse v, l'intensité des
forces électriques et magnétiques sont : Fp = eF,

Fp = ‘617/\ é‘ = evB = eEE = Fy. (E>
c c
Donc pour des vitesses non relativistes v < ¢, la force magnétique est négligeable :

Fp <L Fgy
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1.1.5.8 Flux d’énergie

— — — — 2 - -
Le vecteur de Poynting S = ¢?2cyFE A B = cey |E| E est colinéaire a k, et oscille aussi a
k )

la fréquence w. En moyenne sur une période T' = 27 /w, d’aprés (1.22)

(8 = %[

2
Propriété (TD) : en notation complexes, si A = R (Ae “!) et B = R (Be ™), alors
en moyenne sur une période :

2

—

S

1 1 . ) -
<AB>periode = T /dt§ (Ae—zwt (Be_“"t + B@Z‘M) (122)

+ X@iwt)
1w
4

(AB+AB) = (AB) (1.23)

1.2 Action du rayonnement sur un atome

*modéle classique de I’atome, Laval p107 [?], Jackson p155-158, p285-288.
Feynmann EM, chap11-1, 11-2,11-3, Meca chap 31-2.

TD : Loi de Curie : effet de T sur la pol. de mol polaires, et sur I'indice.
calcul de moments dipolaires.

Dans cette section, nous allons préciser comment un rayonnement électagnque de fré-
quence w (une onde plane qui est constitué d’un champ électrique et magnétique oscillants)
passant sur un atome, lui impose un mouvement de vibration & la méme fréquence w. Nous
allons montrer que les charges et par conséquent le moment dipolaire électrique de I’atome,
se mettent & osciller dans la direction du champ électrique de I’onde incidente ; voir figure
1.1.

1.2.1 Modéle classique de la polarisabilité

Pour commencer, nous allons considérer le cas de ’atome Hydrogéne, contenant un
noyau de charge +e, et un électron de charge —e. Nous modélisons ici 'atome par la
mécanique classique de facon schématique.

Lorsque 'atome est isolé (sans force extérieure), I’électron tourne autour du noyau, et
la position moyenne de I’électron (dans I’état de plus basse énergie) est située au centre
de Datome. Par contre si il y a une force extérieure, comme F = (—¢)E due & un champ
électrique, la position moyenne de 1’électron est décalée d’une quantitée que I’on notera X.
Voir figure 1.2.

Notons X le déplacement de la position moyenne de 1’électron par rapport au
noyau, et m la masse de I’électron. Le noyau exerce une force de rappel sur 1’électron,
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E
YR
AN

k !
@

B B
N
charges

atomiques
|

Onde plane incidente

F1G. 1.1 — Action d’une onde plane incidente sur un atome : son moment dipolaire se met
a osciller dans la direction du champ électrique incident.

position moyenne de (€)

force force
D e D e—= D e<—

S Force=0 Si Force>0 Si Force<0

F1G. 1.2 — Schéma de la position moyenne de 1’électron dans 'atome d’hydrogéne, selon la
force extérieure appliquée.

(+e)

Wy (=€)
‘position moyenne
§W® de I’électron

m

X

F1G. 1.3 — Modéle classique de I'atome comme un dipdle oscillant, constitué d’un noyau
lourd et d’un électron de masse m et charge (—e).
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I’empéchant de s’échapper, de sa position d’équilibre. Cette force est la force de Coulomb,
mais dans notre modéle, on écrit que la force de rappel effective sur la position moyenne
est . .

F, rappel — —kX

, comme si le noyau et la position moyenne de 1’électron étaient reliés par un ressort de
raideur k .
Le champ électrique extérieur E exerce une force

Fy = (—e)E

sur I’électron. Nous négligeons la force Fig éxercée par le champ magnétique, pour la raison
expliquée dans la section précédente.

Finalement, comme dans tout systéme physique il y a de la dissipation : I’atome consi-
déré n’est pas un systéme parfaitement isolé, il peut échanger de 1’énergie avec son en-
vironnement. Pour un atome isolé, cette dissipation provient du couplage avec le champ
électromagnétique : ’atome perd son énergie en rayonnement (Feynmann méca, chap32-3).
Dans un gaz, cette dissipation (ou relaxation) provient de la collision entre les molécules.
Dans un gaz a trés basse pression, ol les collisions deviennent rares, ce sera plutot les chocs
avec les parois qui détermineront la dissipation. Dans un solide ou un liquide, ce sera un
échange d’énergie avec le réseau ou le milieu environant. Cf Laval [?] p.85. On introduit
ici cette dissipation par une force de frottement

. dX
Fdissip = _m’YE

Alors la loi de Newton appliquée au déplacement X , selon ’axe du champ électrique
donne :

d’X dX
= kX — — —eFE 1.24
M= = —kX =y — (1) (1.24)

Or E(t) = R (E,e~**). Posons aussi

en régime stationnaire. Soit wy = \/% la pulsation naturelle de ’atome. Alors :

e
Xy = E
Yom(w? - W iyw)

En général la dissipation est trés faible, ce qui signifie que 7y est trés petit devant la
fréquence de résonance wy (Voir Jackson p285, Feyn méca 32-3).

Il s’agit d’oscillations forcées, et on remarque que si la fréquence de la force extérieure
eEy,
mywo

peut

w, est proche de la fréquence naturelle de I’atome wy, alors 'amplitude |X,,,| = ‘
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étre trés grande (car v < wy petit) ; on parle de résonance. Ainsi, prés de la résonnance
les effets de dissipation sont importants pour limiter cette amplitude. Loin de la résonance,
les effets de dissipation sont négligeables, on peut négliger le terme 7yw.

L’atome forme un dipole électrique, et son moment dipolaire électrique est :

P(t) = (—e) X(t) : moment dipolaire
(1.25)

On déduit que le moment dipolaire oscille aussi : p(t) = R (P,e~*?), avec 'amplitude

—

Po = €00y, E, (1.26)

avec le coefficient qui peut étre complexe, est appelé polarisabilité, et dont ’expression
est alors :

(€*/20)

2 _

- : polarisabilité
m(wi — w? — iyw)

(1.27)

o, =

1.2.2 Etude de la polarisabilité

L’unité de la polarisabilité a est (longueur)?.(Utiliser la formule de Coulomb E =
e/(4dmeor) pour le vérifier).

1.2.2.1 Graphe de Re(a) et Im(«)

(avec maple polar.mws), (cf Jackson p286). On verra que ¥(«) donne I’énergie dissipée,
et aura une importance pour 'indice de réfraction d’un milieu en optique. On calcule que

pour w >~ wy et si v <K wy

S(aw)) = (5077(;;’0) 1+ (@)2

qui est une lorentzienne de largeur Aw ~ /2
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a(w)

, Im@)

F1G. 1.4 — Graphe de la polarisabilité d’un atome a(w), au voisinage d’une résonance.

1.2.2.2 Comportement basse fréquences

pour w K wy alors
_ (€%/e0)

o 5~ = 0p : constante (1.28)
mwé

Dans ce cas, le mouvement du champs est suffisament lent pour que la position de 1’élec-
tron s’ajuste “instantanément” au champ (ce sera important pour expliquer la diffusion
Rayleigh)

1.2.2.3 Comportement hautes fréquences

pour w > wy alors

(€*/€0)
o 1.29
Q= 3 (1.29)
Dans ce cas la force de rappel F = —kX semble négligeable, et I’électron se comporte

comme une particule libre soumise seulement & la force électrique.
(sera important pour la diffusion Thomson)

1.2.2.4 Bilan d’énergie (TD)
cf Laval p116-117 [?].
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L’énergie interne du dipole oscillant (le Hamiltonien) est définie par

1 1
H=-mX*+-kX?
2 2
mais H n’est pas conservée a cause de la force externe Fj et de la dissipation Fijssip. En

effet : il

E = _m’YX2 —ebX = _Pdissip + 7)Recue

avec la puissance dissipée Pissip = mfyX 2 > 0 et la puissance recue du rayonnement
incident Precye = —eEX.

En régime stationnaire, en moyenne sur une période, (dH/dt) = 0 donc
Pdissip - PRecue > 0

D’aprés (1.22) (Paissip) = (Precue) = =53 (EX) Or p = —eX = gyaE donc

we o |2
<Pdissip> - 70% (aw) Ew

donc () informe sur la puissance que 1’atome recoit et dissipe.

On verra ensuite que ’atome rayonne a son tour. Une partie de 1’énergie recue est donc
diffusée; si cette partie est négligeable, le calcul présent est encore valable (cf laval p121
[?]) : Pairf < Puissip; sinon un traitement de la force de rayonnement, montre (cf Cohen
T1) que les formules précédentes sont valable, mais -y correspond alors a la partie rayonnée.

Dans un traitement quantique, on peut avoir des situations ot Pjee, < 0 lorsqu’il y
a inversion de populations des niveaux d’énergie de ’atome. Cela a pour conséquence
que 'atome fournie de 1’énergie au champ incident, et I'amplifie. On parle de émission
stimulée. ce mécanisme est a la base du laser. cf laval p119. (modéle classique possible
QQ?)

1.2.3 Ordres de grandeur de « pour atome H

Les niveaux d’énergie de 1’électron dans I'atome H sont discrets, et 1’écart entre les deux
premiers niveaux (n=1,n=2) est de l'ordre de

oom [ ¢ 2ch2 5
=0 \Ingy ) = 2 @ 1306V

avec la constante de structure fine

e? 1
o= ~
dreghe 137

qui est sans dimension est caractérise l'intensité de la force électromagnétique.
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si 'on veut interpréter le mouvement de 1’électron comme une oscillation de fréquence
wy, il faut poser E = hwy, soit wg = ¥ = 2.06 10*rad.s™*, correspondant & A = 27c/wy =
10~2um (domaine des rayons X). Cela donne une polarisabilité & basse fréquence (w< wy) :

oy ~ 4aj ~ 0.592 A* (1.30)

avec le Rayon de Bohr :
h? h
an = =
7 m(e?/ame,)  ame

1.2.3.1 Remarques :

— Dexpérience qui consiste & mesure I'indice d’un gaz (car on verra que I'indice dépend
de la constante diélectrique, qui dépend de la polarisabilité) donne ay = 0.66A3,

— Pour la plupart des atomes et molécules simples, la polarisabilité se situe entre 10 et
1000 A3. (Laval p110)

— La condition w < wy correspond a la condition A > %ao ~ 0.1 pym.

— Nous avons traité approximativement le cas de I’atome H. Mais notre traitement est
plus général. Pour une molécule, appelons X la position du barycentre des charges
négatives par rapport a celui des charges positives. Alors on distingue deux classes
d’atomes ou molécules concernant la polarisabilité :

1. Les molécules non polaires qui ont un moment dipolaire nul si il n’y a a
pas de champ extérieur. C’est le cas de 'oxygéne Os, ou des molécules mo-
noatomiques comme ’Hydrogéne étudié ci-dessus. La polarisation est crée par
I’application du champ E extérieur comme ci-dessus. On parle de polarisation
électronique pour le déplacement du nuage d’électrons. Mais les noyaux sont
aussi sensibles au champ E . Dans ce cas, il faut appliquer le modéle précédent
avec la masse des noyaux m, qui est notablement plus grande que celle de I’élec-
tron. Par conséquent, la fréquence de résonance est plus faible. Cela s’interpreéte
en disant que a cause de leur grande inertie, les noyaux ont du mal a suivre les
variations du champ électrique dans les hautes fréquences. On parle de polari-
sation moléculaire. En général dans un atome ou une molécule non polaire,
la polarisabilité provient surtout des électrons de valence qui sont peu liés, et
donc trés sensibles au champ électrique extérieur.

2. Les molécules polaires qui possédent un moment dipolaire permanent
(sans la présence d’un champ extérieur), car le barycentre des charges négatives
et positives n’est pas au méme endroit, c’est a dire X = )?0 # 0 , méme si
E = 0. C’est le cas de ’'eau (H20) par exemple. La molécule a alors un moment
dipolaire permanent py = (—e))?o. Comme ci-dessus, le champ électrique agit
sur les charges et donne une force Fr=—¢E qui a tendance & aligner le dipole
dans la direction du champ E.

Mais a température ambiante, la direction du moment dipolaire permanent
d’une molécule d’un gaz ou liquide fluctue a cause de I'agitation thermique.
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Voir TD pour le calcul de la polarisation moyenne, sous I’effet d’un champ élec-
trique constant. on trouve :

(=B

Pr=3%r
La dépendance en 1/T s’appelle la loi de Curie. cf Jackson p157, Feynamnn
chap 11-3 p182.

— Modeéle quantique (TD) : Un traitement plus correct mais plus technique, consiste a
traiter I’atome en mécanique quantique. On obtient une expression de la polarisabilité
hors résonance « similaire a eq(1.27), mais faisant intervenir plusieurs fréquences wjg
qui correspondent aux fréquences de transition entre les niveaux d’énergie quantifiés
E; et le niveau fondamental Ey de I'atome :

1
7 (B — Ey)

Wwjo =
La courbe R («) (w) présente alors des résonances a chacune de ces fréquences.

Re(

1.2.4 Causalité, et relations de Kramer-Kronig (*)

cf Laval p182-195, Jackson p311,331

Relation de causalité pour o, @QQ

—==—=—= Faire QQQ=—============——=
Tenseur de polarisabilité, cf viano, pour CO2.

1.3 Rayonnement d’un atome oscillant

ref : Laval chap 3. Jackson chap 9, p391, chap 12 p601, chap 14 p654
Cohen ex6 p73
Feynmann EM1 21-4.

TD :
*retrouver le résultat du dipole statique directement.
*calcul d’une antenne, et propriétés.Exemple de I’antenne QQ cf Jackson p396.
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Les équations de maxwell (1.5) et (1.6) suggérent que la matiére peut créer du rayon-
nement électromagnétique, & condition que cette matiére soit chargée ou ait une densité
volumique de courant non nulle j.

C’est le cas de 'atome de la section précédente puisque les charges oscillent sous I'in-
fluence d’un champ électromagnétique incident, et créent donc un courant local qui oscille.
Dans cette section, nous allons étudier le champ électromagnétique “secondaire” créé par
cet atome oscillant.

On suppose que de la matiére chargée est localisée dans I’espace dans un vo-
lume qui a une taille inférieure a d, caractérisée par p, j

Par exemple, imaginer une “antenne” contenant des électrons libres dans un fil conduc-
teur, qui a une taille d ~ gques cm , ou imaginer un atome contenant un noyau chargé (+)
et des électrons chargés (-) qui a une taille d ~ gquesA, comme dans la section précédente.

On va supposer que la matiére chargée oscille a la fréquence w (a cause d’une force
extérieure, voir section suivante). On va montrer qu’il y a création d’un rayonnement
électromagnétique, 4 la méme fréquence w, et donc de longueur d’onde A = % On va
caractériser ce rayonnement, en montrant qu’il est polarisé, et directionnel.

Dans la suite, on va supposer que la taille d du systéme est trés petite devant
la (ou les) longueur(s) d’onde émise A :

d< A (1.31)

Cela suppose que la fréquence est assez petite. Nous supposons aussi que les charges
ont des vitesses non relativistes v < ¢

1.3.1 L’approximation dipolaire électrique (TD).

En supposant ’hypothése 1.31, en partant des équations de Maxwell, on peut établir
que le rayonnement créé par les charges en mouvement, au point &, & 'instant ¢, est en
Jauge de Lorentz (voir eq(?7?)) :

— 1 —
Alex,t) ~ 7/ B (f’,t— 5) (1.32)
v C

c4rmegR

ot ] est la densité de courant a I'emplacement des charges, contenues dans le volume V/,
et R est la distance entre les charges et le point d’observation .
Voir schéma.
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Pour justifier (??) : il faut partir de (1.12), et utiliser la fonction de Green reterdée. cf
Jackson p226.

1.3.2 Expression de A a I’aide du moment dipolaire

cf Laval p.50 |?|, Jackson p391 |?|. Feynmann EM2 chap 21-4.
Avec une intégration par parties (rem : div :rj) = Jg +xdiv (j)), et utilisant la conser-

vation de la charge (1.7) % + div(y) =0, 0on a:

/d?’f'f(f’,t— 5) = —/ &> div(j) T
v ¢ v
dp
= [ &7 (—) 7
/v ot

Il est donc naturel d’introduire le vecteur p(t), appelé moment dipolaire électrique
de la distribution de charges, associé a la distribution de charges :

pt) = / d*7 p(#',t) ' : moment dipolaire de la distribution de charges
v

alors :

1.3.2.1 Remarques

— La valeur de p’ dépend du choix de 1’origine de I’espace, mais dp/dt n’en dépend pas.
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— Ce sont des ondes sphériques, car dépendent de R, mais pas de la direction.

— pest une généralisation pour des charges continues, du moment dipolaire introduit en
(1.25) pour deux charges ponctuelles : 7= QX. Dans ce cas, on obtient directement
le résultat précédent : [ ji=Qv= ‘;—Izet A= 47r51002%’7 = 47T61062%,cf Feynmann EM1,

chap 21-4.

1.3.2.2 Source monochromatique

Si les charges oscillent a la fréquence w, c’est a dire p(t) = R (P,e*?), alors :

Az 1) =% (Aw(f).e*iwt)

- Tw? .
A, (D) = "Il R e* B,
avec o w
F=3=s

1.3.3 Champs électriques et magnétiques
On obtient le champ magnétique d’aprés eq.(1.8) :

3

= — o w ; 1
B, =rot(A,) = ————*F(1- — ) (& APu
rot(Au) = p AR ( ikR> (& A B.)

ér = % est un vecteur unitaire. On a utilisé les formules (A.3) et (A.1).
Le champ électrique s’obtient avec (1.5), donnant (en régime monochromatique w, et

=,

dans le vide j = 0)

;2
E, = —rotB,

W
= L wQI%e““R (€ NPu) ANE:) + (3(€..p) & — P) (% — %) eikR

4megc?

en utilisant (A.3),(A.1).

En supposant que R > )\, (c’est a dire que le point d’observation est a plusieurs
longueurs d’ondes, 1/(kR) < 1) qui correspond a la zone “lointaine” dite de zone
radiation, alors
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B(@,t) =R (Ew(:f) e—iwt) (1.35)
B(@t) =% (ﬁw(f) e_i“’t) (1.36)
g = % R =7 (1.37)

qui est le comportement typique des champs de rayonnement (1.20), car en effet pour
kR > 1, une onde sphérique (de grand rayon R) est localement plane.

F1G. 1.5 — Champs rayonnés par un dipole oscillant.

La polarisation du champ rayonné est indiquée sur la figure (1.5). Remarquons pour
la suite, que E est dans le plan (€, p).

1.3.4 Flux d’énergie, et Puissance rayonnée

cf Feynmann méca chap 32-2.
— Le flux d’énergie est donné par (1.16), donc par la norme du vecteur de Poynting

eq.(1.13) ‘5’“ = cQEO‘EAE‘ = 0350‘§

période T = 2fd’aprés (1.22), le flux d’énergie, qui est aussi la puissance rayonnée

2
qui oscille lui aussi. En moyenne sur une
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par unité de surface, est

dP : = Ao | |2 1wt L

@ = <ﬂllX energle) =< |5| >= T w|l = W@ |€r AN pw‘
1 w

B.|”sin @

- £0c23272 cR?

ot 0 = (2, P.).

— La puissance moyenne rayonnée par unité d’angle solide est alors

dP dP 1wt 2
L = R~ |p.l°sin%40 1.38
dQ)  ds? £0c?327? ¢ [Bo| ( )
ol df2 = dR—sj = sin fdfdy est ’élément d’angle solide. Ce dernier résultat montre que
le rayonnement est maximum dans une direction orthogonale a P, et nul dans la
direction de p,.

— La puissance moyenne totale rayonnée (a travers une sphére de rayon R centrée
sur la source) est (car [ sin®0dd = %)

P = / <5‘> R
w4

[Bul’

- 4dmenc33

/o

X,y

F1G. 1.6 — Puissance rayonnée P en fonction de la direction 6.

1.3.5 Ordres de grandeur pour ’atome d’hydrogéne

cf Laval p60, Chartier p445-446.
Si on prend l'ordre de grandeur
P = eaqg
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alors le temps pour qu’un état excité d’énergie E relaxe vers I’état fondamental en
perdant son énergie sous forme de rayonnement, est :

que 'on peut comparer & la période de I’électron sur son orbite qui est de I'ordre de
T =27r/w~3.1071%s, avec F ~ hw :

T hw? 6
— ~ =—=1510"
T  P2r o

donc 7 est trés long (7 ~ 4.107%s) relativement & T'.

En fait pour un atome, 77! est la probabilité d’émission d’un photon par unité de
temps.

(rem : en mécanique classique, I’état fondamental de I’électron a une énergie —oo ce qui
crée un probléme que seule la mécanique quantique résoud grace au principe d’incertitude).

Exemples concrets pour la polarisation... (arva?)Q@Q

Exemple de ’antenne Q@ cf Jackson p396.

Rem sur termes quad elect et dipol magn. QQ.

1.4 Diffusion du rayonnement par un atome

Diffusion : Laval p114, Jackson p 411.
Cohen ex7 p76. QQ
Feynmann méca chap 32-5.

On va maintenant combiner les deux sections précédentes, pour décrire la diffusion d’un
rayonnement par un atome.
On considére un rayonnement incident monochromatique sur un atome E;(Z,t) =

R (Ew Ee*iw”i’;ﬁ). On suppose que cette onde incidente est une onde plane. D’apreés

la section 1.2, cela induit un moment dipolaire de I’atome p(t) = R (Boe~™*), qui & son
tour va créer un rayonnement étudié a la section 1.3, que 1’on notera /Yd, Ed, B,. Au total,
on observe donc un rayonnement secondaire comme réponse au rayonnement incident . No-
ter que les directions du rayonnement secondaire sont différentes de celles du rayonnement
incident. On dit que ’atome diffuse le rayonnement. Nous allons caractériser cette

diffusion.
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Onde diffusée

349,

O —T— 1= Onde incidente transmise

1.4.1 Section efficace de diffusion

En combinant les résultats (1.38) et (??), on obtient, que la puissance moyenne diffusée
dans la direction 6 (ou 6 : angle avec la direction du champ incident) est proportionnelle &
I’intensité I de I'onde incidente.

On pose :
de dO’d
ou
= €oC |2 |2
1= (|5))="C|E,
2
= flux d’énergie incident
= puissance incidente /unité de surface transverse
et avec
dad 1 4 2 .. 9 . c s . . .
ol ¥ )2k la,|”sin” @ : section efficace différentielle de diffusion.
7r

avec k = w/ec.
Si on intégre sur toutes les directions observées, on obtient la puissance moyenne
totale diffusée

P:I.Ud

avec la section efficace totale de diffusion :
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1
Oq = @kll ‘Oéw‘2
1 et wt

~ 6m 2t m? ((w% —w?)? 4 72w2)

@Son

ou on a utilisé I'expression (1.27) de a,.

1.4.2 Etude de la section efficace de diffusion
1.4.2.1 Remarques

— La section efficace a I’'unité d’une surface, carc = P/I,or P = J/set I = J/s/L>.
On peut interpréter o4 comme la surface effective que rencontre le rayon incident et
qui ’empéche de continuer, et le diffuse donc dans d’autres directions.

— La diffusion est donc caractérisée par la polarisabilité o, de 'atome qui diffuse.

— Cette diffusion change la direction du rayonnement, mais pas sa fréquence. On parle
de diffusion élastique.
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1.4.2.2 Comportement basse fréquences

pour w < wy (wpg : fréquences de résonnances de 'atome) alors eq.(??) donnait o, ~
(82/471'60)

—>—~ = qap : constante. Alors l'intensité diffusée varie comme k*, soit w*, ou A 7* :
0]
1., 9
Oq = —k |C¥0| (140)
67

C’est 1a loi de Rayleigh qui montre que les petites longueurs d’ondes sont plus diffusées
que les grandes. Cela explique la couleur bleue du ciel, voir plus loin. Plus générale-
ment, cette loi est valable tant que la taille du diffuseur (ici atome) est petite devant
la longueur d’onde du rayonnement incident. Le terme “diffusion de Rayleigh” est réservé
pour la diffusion incohérente sur de petits diffuseurs, voir plus loin.

1.4.2.3 Comportement hautes fréquences

(62/47r50)

—mw?

pour w > wy alors eq.(1.29) donnait oy, ~ . Alors

et 1,
Td = 2,404 G €
bregetm 6T

appelée section efficace Thomson,
avec le rayon classique de I’électron QQ

62

r, =
¢ gome?

Dans le régime haute fréquence on a vu que 1’électron se comporte comme une particule
libre cf (1.29).

Remarques (*)
— Noter que si 'atome contient Z électrons, alors pour des fréquences supérieures aux
fréquences propres, la section efficaces est la somme des sections Thomson

o= Zorp

Cette situation se rencontre pour des rayons X d’énergie ~ 100keV (X ~ 0.1A). ref
Laval p161.

— Pour des fréquences plus élevées, si hv > mc?, il faut tenir compte de la nature
corpusculaire du rayonnement (les photons), donnant une diffusion inélastique des
photons sur les électrons : la diffusion Compton. c¢f Cohen T. tome 2 [?], p.89.
Voir aussi le cours de relativité.
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1.4.2.4 Cas de ’atome d’hydrogéne

Pour 'atome H, on a calculé I’expression de « “a basse fréquences” w < wy, voir (77).
Cela donne une section efficace totale, (suivant la loi de Rayleigh) :

oq=9.(2m)°. (%)4613

qui est donc trés inférieur au carré du rayon de Bohr (surface apparente de ’atome) car
A > ap-.

Si rayonnement incohérent, raie d’absorption p122-124.

emmision spointanée, non classique, pour explmiquer I’équilibre thermique, importante
a hte fréquence. p125,127.

emmision spointanée, responable des sources thermiques, p131.



Chapitre 2

Phénoménes collectifs

Pb de différencier I’absorption et la diffusion, créant tous deux n imaginaire. @QQ cf
Born etolf.

TD : attirance des objets dielect par champ E intense : cf feynmann EM1 p176. Rem :
pour le magnétisme il y a deux signes, cf FeynEM2p257.
diffusion sur un cristal parfait.

Dans le chapitre précédent , nous avons décrit la diffusion d’une onde sur un atome
isolé. Pour comprendre 'interaction entre la matiére (assemblée de plusieurs atomes) et
le rayonnement, il faut tenir compte du fait que les rayonnements diffusés par des atomes
différents interférent, et aussi que ’absorption diminue 'intensité de ’onde incidente au
cours de son trajet dans la matiére.

Dans ce chapitre, nous allons donc étudier la diffusion sur une assemblée d’atomes.
Nous obtiendrons les équations de Maxwell macroscopiques, et déduirons le comportement
des ondes dans la matiére, avec la notion d’indice de réfraction importante en optique.

2.1 Diffusion par une assemblée d’atomes

2.1.1 Facteur de structure

cd Lavalp140

Jack p417, Ascroft et mermin p107, Kittel p56.

Soit un volume V' contenant M atomes positionnés en Z;, i =1,..., M.

Supposons une onde plane monochromatique incidente sur le volume V' de la forme
(1.17). Chaque atome développe alors un moment dipolaire (1.26)

Pi = €00, B (7))
et & son tour émet une onde monochromatique (non plane mais sphérique) donnée par

(133) : Ed,ia Ed,i-

36
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Pour un point d’observation dans la direction €, (vecteur unitaire), et & une distance
R trés grande devant la taille de V| les différents champs diffusés auront méme intensité

mais une différence de phase donnée par (l; Z; — ke, j}) (voir figure ).

02

o / < o
WAL ///

o1 N

\
\
\

Observation

F1G. 2.1 — Déphase ¢ = @1 + @9, avec p; = k.Z; et 9 = —ke.x;.

Au total les amplitudes A; = |A| i(F8i—ke &) ont s'ajouter donnant A;pp =) . A;, et

- 2
. oy 2 2 2 2 i(kT;—kér T; : :
lintensité mesurée |A;|” = |A]" >, ¢!(FZiker %) "gait alors apparaitre un facteur de

structure définit par

ol ¢ est le changement de vecteur d’onde pendant la diffusion. en résumé, le facteur de
structure F'(¢) donne 'intensité diffusée I(€,) par 1’assemblée d’atomes dans une direction
donnée €,, a partir de la connaissance de l'intensité diffusée par un seul atome |A\2. Ce
facteur de structure tient compte des effets d’interférences entre les différents diffuseurs.
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La puissance totale diffusée sur cette assemblée d’atomes est donc obtenue a partir de
la puissance totale diffusée sur un unique atome (1.39)

AP (dP4
aQ (dQ ) F@

2.1.2 Cas de la diffusion sur un cristal parfait (TD)

Laval p141, Jackson p418
Calculons le facteur de structure F'(§) pour des atomes identiques disposés sur un
réseau cubique de maille a, formant un cristal de cotés Ly, Lo, L3, on calcule

sin (42)

F(‘D = Hi:z,y,z sin2 (q_;a—)

preuve siles atomes sont en z; =[la, avec [ = 0..N; —1, N; = %, et de méme en y, 2,
alors F' = F, F, F,, avec

2 .
py |3 | Lt ine (1)
P 2R Rl e e o
Remarques
F
1
N2m
1
11 P )
-_—= ql
2m/a - -
= 211/A

2m/Ly M max
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— F(@) a des pics lorsque les conditions de Bragg sont satisfaites : g;a = 2mn, n =
0,1,2,.... Alors I'intensité des pics de Bragg est est F' = (%)2 = M?, (M :
nombre d’atomes). Voir figure (avec maple : bragg.mws). L’interprétation est que les
interférences des diffusions sont destructrices sauf dans les directions de Bragg, ou
F est alors de 1'ordre de M? . La largeur des pics de Bragg correspond & des angles
~ \/L; trés petits.

— On a ¢ =2 (i — €) donc 0 < |gla < 2. Donc les conditions de Bragg n # 0 ne
peuvent se produire que a petite longueur d’onde A < a, pour la diffraction avec
des rayons X.

— Dans le visible, seul le pic n = 0 est possible, qui correspond a k o € cad la direction
avant. Cela explique la transparence et la grande pureté des cristaux.

Question : cas du verre qui est amorphe ? longueur d’atténuation—"7? cas des fibres
optiques 7QQ

2.1.3 Diffusion sur un cristal imparfait : diff Brillouin

Lavalp143-151, Kittel p61.
@@

2.2 (Cas d’un milieu dilué : diffusion de la lumiére dans
un gaz

cf Jackson p422-427, Laval p151-160, Feynmann méca chap 32-5.

Dans un gaz dilué, les positions des atomes sont indépendantes les unes des autres, et
par conséquent, en moyenne (moyenne sur une durée courte, mais assez longue pour que
les atomes bougent d’une longueur d’onde) (€'@%~%)) = 0 pour 7 # j. Donc

(F(9) =M

donc
df)tot - M dpdz ff.-par un atome

aQ dQ

et intégré sur les directions :

Py =M Pdiff. par un atome

qui s’interpréte en disant que les puissances s’ajoutent car les atomes diffusent
indépendement les uns des autres.

2.2.1 Longueur d’atténuation (TD)

Jack p423, Laval p159. Chartier p602.
M

Considérons un volume unité de gaz. N = 77 est la densité volumique d’atomes.
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L’intensité transmise I(z) du faisceau incident décroit en fonction de la longueur par-
courue r puisqu’une partie est diffusée.

Considérons le faisceau incident traversant une épaisseur dx, de surface transverse unité,
contenant M = N dx atomes. La perte d’intensité dI correspond & la puissance diffusée

Pioyp=—dl = MP;=Mo4l =o0yqdxl

Soit
dI/I = —Uvold.l‘

avec la section efficace totale par unité de volume qui est (dans le régime Rayleigh
w <K wp), d’apreés (1.40)

N
Oyol = NO’d = 6_7Tk4 |C¥0|2

Donc apreés la traversée d’une épaisseur = large (somme de épaisseurs infinitésimales
dz) l’intensité transmise diminue comme :

A=

Owol B N 04
ol A qui est la longueur d’atténuation.
On verra en (2.27) que la polarisabilité o des atomes est reliée a I'indice n du gaz par

1+ Na

n = —.

2

Donc ) )
1 2 k*(n—1)
i___ 2 2 2.1
AT TN (2.1)

A cause du facteur k* dans o0, typique de la diffusion Rayleigh, on déduit que le bleu
est plus atténué que le rouge.
Précisement, pour I’atmosphére (cf Jack p423), n ~ 1+2.78 104 N = 2.7 10*molecules/cm?.

‘ Couleur ‘ Longueur atténuation A ‘ Fraction transmise au Zenith ‘ Fraction transmise au cou
Rouge 0,66um 188 km 0.96 0.21
Vert 0.52 um 77 km 0.90 0.024
Bleu 0.66 ym 30 km 0.76 6.510°°

En réalité I'atténuation est supérieure a cause de présence de vapeur d’eau, d’ozone, de
poussiéres dans I'atmosphére....
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Remarques cf Laval p156-160; Jack p422-425; Chartier p602.

— a partir de la formule (2.1), et de mesures de k,n, A, on peut déduire la valeur de N
qui refléte la structure atomique, et déduire le nombre d’Avogadro. (C’est parait-il
une remarque de Maxwell & Rayleigh.)

— La diffusion Rayleigh montre que sur des diffuseurs ponctuels que sont les molécules,
le bleu est plus diffusé que le rouge. Cela explique pourquoi le ciel parait bleu,
et que le couché du soleil est rouge. Particuliérement, un ciel couchant rouge
indique que I’horizon est dégagé, et annonce donc du beau temps dans les heures qui
suivent (car en france les vents dominants viennent de 1’ouest).

AN | /
O
Diffuseur / /]
rouge transmit o
non polarisé bleu diffusé
P / \ polarisé

?&observateur ﬁ\observateur

— La polarisation du ciel se déduit de la figure (1.5). En effet en supposant que
la lumiére incidente du soleil n’est pas polarisée, il faut moyenner sur la direction
du champ E, et 'on déduit que la polarisation est nulle pour une diffusion dans
la direction avant, et qu’elle est rectiligne totale, dans la direction orthogonale, car
E est dans le plan &, 7. (la direction de polarisation du champ E se trouve dans le
plan orthogonal a la direction incidente). Tester avec un filtre polarisateur @QQ. Les
photographes utilisent des filtres polarisants pour assombrir le ciel sur leurs photos.

— Nous avons parlé de la diffusion Rayleigh qui est le régime w < wy oul la longueur
d’onde est trés grande devant la taille du diffuseur. Ce n’est pas le cas lorsque la
lumiére du soleil diffuse sur les gouttes d’eau d’un nuage. Dans ce cas (modéle
de diffuseur de Mie, cf Laval p160; Jack p425), toutes les couleurs sont diffusées de
maniére comparables, et pour cela le nuage apparait blanc. Les objets blanc mat
(comme la peinture, la neige,...) résultent aussi de ce phénomeéne.

— Des phénoménes plus subtils arrivent lorsque la lumiére diffuse sur des objets de la
taille comparable & la longueur d’onde : ’arc en ciel, ou la “gloire”.

— Lorsque le milieu est assez dense, la diffusion de la lumiére peut etre multiple : on
ne peut plus considérer que le rayonnement recu est le résultat de la diffusion du
rayonnement incident sur un centre diffuseur. Au contraire, on observe le résultat
(Vinterférence) de multitude de chemins qui ont subis de nombreuses diffusions.

— Effet de corrélations, Laval p154; Jack p425
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2.3 Cas d’un milieu dense; équations de Maxwell ma-
croscopiques

LAval p173,

Ascro Mermin p536, Jack p226-235.

Cohen t1 p283.

Dans ce paragraphe on considére un matériau (gaz ou liquide ou cristal) de volume V.
Dans ce matériau, le champ E présent a diverse origines : il est créé par le champ extérieur
appliqué Em (par exemple une onde plane incidente), mais aussi par les atomes de la
matiére qui sont polarisés sous 'effet de Eewt.

Le but de ce paragraphe est de calculer ce champ E , appelé champ
local microscopique. Par définition, le champ extérieur E, ;;
est le champ qui serait présent sans la présence du matériau.

2.3.1 Moyennisation des fluctuations microscopiques du champ

Dans la matiére dense, les charges ponctuelles sont en mouvement incessant créant des
variations du champ, sur des échelles de temps 107'2s pour les noyaux, & 10~!"sec pour
les électrons, et sur des échelles de distance de 1A. Pour comprendre les effets collectifs a
plus grande échelle de cette matiére, nous allons moyenner ces fluctuations sur une
échelle de distance R qui sera grande devant les distances inter-atomiques mais petites
devant les longueurs d’ondes du rayonnement que 1’on considérera :

1A <« R< A~ 1000 A
On notera <E> (Z,t) le champ E(:E’, t) ainsi moyenné, et de méme on obtient <l§> ,{p), <I>
Voici précisément ’opération qui consiste 4 moyenner une fonction f(z) a une dimension :
(@) = [ @' 1) wia - o)
. 1 _—x%/R?

on w(x) = N

E(f, t) s’appelle le champ microscopique, et <E(§:’, t)> le champ macroscopique.

est une gausienne d’intégrale unité.



CHAPITRE 2. PHENOMENES COLLECTIFS 43

<E> :champ macro moyénné

E :champ micro

En appliquant cette opération de moyenne aux équations de Maxwell, on remarque que
les champs moyennés vérifient aussi les équations de Maxwell. (car ces équations
sont linéaires) :

’ <af> S— <E> (2.2)
div <§> -0 (2.3)

240 1 ain ((7)) =0 (2.6)

Dans le cas d’un champs oscillant monochromatique, cette opération n’est pertinente
que si la longueur d’onde est grande devant R. Ce n’est donc pas valable pour les rayons
X.

2.3.2 Schéma du probléme ; décomposition des champs

Dans le matériau, au point 7, le champ extérieur E..; (%) influence (polarise) les atomes
qui créent un champ noté Ejpipiewr (Z). Le champ total “microscopique” est donc
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Ce champ est le champ ressenti par les atomes qui sont polarisés; Il y a donc un phénoméne
self-consistant :

— —

Eezt (3_3’) = B (f) - Eezt (3_3’) + Eintrieur (f) = ﬁw (i:) = EOawEw (-f)
f v

—

ﬁ(f’) crée Eiptrieur (f)

2.3.2.1 Simplification :

Pour estimer le champ Emt (Z)créé par les dipoles situés en ¥ # Z, on considére que
ceux qui sont loins de # ont une action diffuse, cad que I'on remplace ces dipoles par une
distribution moyénnée spatialement de dipoles.

On considére une sphére centrée en Z, de rayon R, grand par rapport aux échelles
atomiques, appelée sphére de Lorentz. On décide que les #’ contenus dans la sphére sont
proches, et ceux extérieurs sont loins.

sphére de lorentz

Nous allons décomposer E;,ericur, 1€ champ créé par ces atomes, en deux contributions :

Einterieur(f) = E’proche(f) + Eloz'n (f)

—

Eproche €st le champ créé par les atomes voisins contenus dans la sphére,et dépend donc
fortement de la configuration local du matériau (structure du cristal par exemple).

Elom est le champ créé par les atomes en dehors de cette sphére. A cause de la distance,
la structure atomique ne joue plus et on peut considérer la valeur moyennée qui est crée
par la distribution moyénnée des dipoles.

Définition : La polarisation ﬁ(f) est la densité volumique de moments dipolaires,

moyennée spatialement :
P(i) = <Zp:-5(f— x)>
i
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Comme exemple simple, si les moments dipolaires p' sont identiques, et qu’il y en a
N(Z) par unité de volume, alors

P(#) = N(%)p (2.7)

Définition : On notera Edepolarisation le champ créé par une dis-
tribution P (¥)moyénnée de dipoles, et appelé champ de dépola-
risation. (Justification du nom, voir plus loin).

Par contre on tient en compte la position précise des dipoles proches de ¥, situés par
exemple sur un réseau cristallin.
On a alors la décomposition suivante :

—

+ Eintrieur (f)
+ Ez'nte'r. loin (_‘) + Ez'nte'r.proche (f) (28)
+ Edepol,(VolfSphere) (f) + Eproche (f)

= E

= Eewt o
E

5 + Edepol,(Vol) (f) - Edepol,Sphere (f) + Eprache (f)

(%)
(%)
(@)
(%)

Cette décomposition est illustrée sur la figure suivante.

_—

J—

_—
[

- B —

JE—
[

—_—

E = Eext

+
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Propriétés :
1. Dans le cas d’un cristal cubique, si 7 est positionné sur un atome du cristal,
alors

—

Eproche = 6 (29)

dém : Kittel p406. Jackson p153. Par raison de symétrie. Pour un autre cristal, il peut
en é&tre autrement. Mais la relation (2.9) est aussi valable pour un liquide (@@ ? ?)(
cf Feynmann 32.28, et 11.24 p187, Jackson p154).

2. On verra a la section suivante que

7 P
depol—sphere — —
P P 360

3. Remarquons que

<E (f)> = <Eewt (f) + Eintrieur (f)>
= Eea:t (f) + Edepol,(Vol) (f)

(attention de ne pas moyenner la derniére ligne de (??) car on ne connait ses termes
que pour les valeurs de # sur un atome.)

On déduit dés a présent, des relations ci-dessus, que dans le cas d’un cristal cubique, si
Z est positionné sur un atome du cristal, alors

— — ﬁ
E = <E> + 3’ relation de Lorentz (2.10)

€0
cette relation montre que par rapport au champ macroscopique moyenné, le champ
microscopique a une fluctuation d’amplitude % a 'emplacement d’'un atome, dans un

cristal cubique (Cette fluctuation sera donc d’amplitude opposée entre les atomes, et a cet
endroit Eppoche 7 6)

Dans I’étude précédente, seuls les champs E et Eproche ne sont pas moyennés, et fluctuent
a Déchelle de ’atome.

2.3.3 Propriétés macroscopiques & partir des propriétés microsco-
piques : relation de Clausius-Mossotti
Notons p'le moment dipolaire d’un atome (ou molécule) situé en 7. Rappelons que dans

le cas d’un atome sans moment dipolaire permanent, ce moment dipolaire est induit par
le champ électrique local (1.26) :

Po (%) = g0 Ey (T) (2.11)
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On déduit que B, (&) doit étre proportionnel a <Ew (:E')>, et on définit la susceptibilité
diélectrique par :

P, (%) = coxe <Ew(f)> (2.12)
X : susceptibilité dielectrique  (2.13)

nous allons chercher & relier y,, et a.

Remarque : il est faux de dire que Py, (%) = o (N () o) <Ew(§fz)>

En utilisant, les résultats cidessus, on déduit une relation entre y et «, appelée relation
de Clausius Mossotti

Xw
— 2 —Na, 2.14
1+ X (2.14)

ou encore
N oy,

Xw = N o
-

Cette relation relie le paramétre microscopique polarisabilité a. (caractérisant les atomes)
avec le paramétre macroscopique (susceptibilité) y caractérisant la réponse du matériau
au champ appliqué.

Vérification expérimentale. cf Kittel p411, Feynammn EM1 p189.

Cas molécule polaire H20, cf rem EM1 p189.

Cas d’un milieu dilué dans un milieu dilué comme un gaz de faible densité N, la
relation de Clausius Mossotti se simplifie et donne au premier ordre :

Xw:Naw

cela correspond aussi a négliger P =n P dans le relation de Lorentz (2.10), et a consi-
dérer donc que le champ microscopique F agissant sur un atome, est égal au champ macro-
scopique <E > Autrement dit, si le milieu est dilué, le champ créé par les atomes voisins
est négligeable.

2.3.3.1 Les différents types de polarisabilité dans un matériau

On déduit la courbe de x,, & partir de celle de a(w). (?7)
cf Courbe Kittel p410.
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X(w)

Moléculalire

lonique

Electronique

! ¢\/’f ®

Ondes UHF

Fic. 2.2 -

2.3.4 Champ de dépolarisation, charges et courants de polarisa-
tion
2.3.4.1 Champ de dépolarisation, et charges de polarisation
Les dipoles de la matiére sont responsables d’une partie du champ électrique présent
E.
Propriété :

Le champ Eg4cp, s'interprétre comme étant créé par des charges de pola-
risation de volume

Ppol = —divP

et charges de polarisation de surface

Opol = n.P

(ou i est le vecteur normal 4 la surface de I'objet).

Preuve (TD) : (Kittel note 2 p402 )
Le potentiel créé en O par un dipole p'= ¢dZ placé en z est (Feyn, EM1, 6-2)

1 1
p-grad(—=)
7|

Vo =
0 471'60
remarque : il y aurait un signe (-) pour le potentiel créé en z par un dipole situé en 0.

(cela s’obtient d’aprés le principe de superposition pour deux charges proches : V(Z) =
dz — — — —
ﬁ <—|:Efdf\ — %) = fograd (ﬁ), car f(Z + d¥) — f(Z) = grad(f).dZ.)

Donc pour une distribution volumique de polarisation P (%), d’aprés (A.4) :

1 = 1 1 1 5 1 -
= T P. —) = T ) —P ) — —=div (P
deg /dx grad( |3_3’|) drregy /dm (dw (\a_:'\ ) Z div ( ))

Vo
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Donc

Vi = PsiP— 4 — —<—d' P)
0 4mo/5 SnEE 47T80/V 7 \ vl
1 1 1 1
= d? — 4+ _— [ =
4eg /s ? Tpel || - 47T50/V || Piel

2.3.4.2 Courant de polarisation

Si ﬁ(f, t) varie au cours du temps, les charges p,, engendrent un courant de polarisation

—

dP

ool = —— 2.15

preuve : Avec (2.7) et (1.1), on a P=Ngietj= Nq‘i—f, voir Feynmann 32.10 , Laval
pb0,pl178.

car div (;pol) + d'gg’l = 0.

2.3.4.3 Illustration

Cohen T1 p283, Feynmann 32.9 p220, 10.16 p172.

Pour comprendre plus intuitivement le résultat précédent, pourquoi un champ de dipole

est responsable d’une distribution de charges moyenne, considérons :

— le cas simple d’une polarisation P homogéne due a des dipoles identiques p = ¢X,
et si P est orthogonale aux faces d'un cube, et nulle & ’extérieur du cube, il y a des
charges de surface qui sont 0,,; = N¢X = P. Plus généralement, prés de la surface
de normale 7, il y a des charges de surfaces de densité

Opot = 71.P (2.16)
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—

— Dans le cas plus général ot P (%) n’est pas uniforme, il y a une distribution volumique
de charges de polarisation py, () :

ppat(Z) = —div(P) (2.17)

preuve : dans un volume V', la charges totale est Qpoy = — [, P Opord’s =— [ s P d?s =
— [, &Z div(P), or Qpor = [, d*F ppo(F).

Exemples (TD)
— Par exemple, si la polarisation P est uniforme dans le volume V' (et nulle en dehors),

alors p,e = 0, et le champ Edepol créé par P en un point & est égal au champ créé
seulement par des charges de surface au volume V', de densité surfacique : 0,9 = 7. P
, eq.(2.16).

- - - E=0

— en particulier, & I'aide du théoréme de Gauss, et symétries, pour une tranche (trés)
fine, orthogonale a P,on trouve (TD, Feyn 5-6)

—

~ P

depol — —
D €0
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— pour une tranche (trés) fine, paralléle a P, on trouve (TD)

Edepol = 6
— Pour une spheére, on trouve (TD)
. P
Edepol = _3—80 (218)

preuve partielle (1) : en coordonnée sphériques, o,y = P.ii = Pcos 0, et £, =
— ‘E cos f, donc au centre de la sphére
1 1 1 P

E,=-— . = — 2) (P = ——
Tnes /d 50y lRQ cos 6 Ines TP (dfdy sin @ R?) (P cos @) cosf 30,

car [ dfsinfcos?§ = 2. Mais on n’a pas montré que E est uniforme.
preuve totale (2) : (Feynmann EM1 6-4) : On remplace la sphére par deux sphéres
superposées décalées de dz, chacune étant chargée uniformément, de densité de charge
respective p et —p. Alors la charge résultante est nulle & I'intérieur, et en surface elle
vaut o, = pdzcosf = P.it avec P = pdZ. Pour la sphére de charge p, d’aprés

la loi de Gauss, le champ interne est E(r) = +-€:. Le potentiel interne est donc

V(r) = _65 r%. Le champ externe est celui créé par une charge ponctuelle Q = Vp.

D’aprés le principe de superp051t10n le potentlel résultant a 1’1nterleur est Vi (Z) =

V(Z—d2) =V (Z) = —grad(V).d7 = +3&-re,.d7 = &-zdz = 35 . Le champ électrique
P

est donc uniforme et vaut E, = %.

— Plus généralement : Propriété : (cf Kittel) Si V est un ellipsoide, et si P est uniforme
dans V' et nul en dehors, alors Edepol est uniforme dans V.
Remarquons que dans le cas d’une sphére diélectrique par exemple, si le champ E:m est
statique, il induit un champ de polarisation P paralléle et dans la méme direction (d’aprés
1.28), et donc le champ de dépolarisation Edepol créé par les dipoles induits, est opposé a
Eemt, ce qui explique son nom.

E ext

_ P -
-

- -
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2.3.5 Equations de Maxwell macroscopiques

Voici en résumé les équations de I’électromagnétisme dans un matériau.
Décomposons tout d’abord la densité moyenne de charge (p) dans le matériau en charges
libres et charges de polarisation :

<p> = Plibre + Ppolar = Plibre — d“)ﬁ

Les charges libres correspondent aux porteurs libres dans un métal ou un semi-conducteur,
alors que les charges de polarisations définies en (2.17), est la densité de charge appa-
raissant par effet de polarisation des molécules.
De méme,
s e i dp’ rd
<]> = Jpol + Jautres = % + Jautres

Le second groupe des équations de Maxwell moyennées (?7?) donnent alors

e () L)

ot €0
div <E> = % = % (—div(ﬁ) + ,Olz'bre)

soit en posant

5:€0<E>+ﬁ

On obtient le premier et second groupe d’équ de Maxwell macroscopique :

’ éj> S— <E> (2.19)
div <§> =0 (2.20)

divD = pure  (2.21)

—

oD — /= -
- = EOCQTOt <B> — Jautres (2'22)
ot
o . /2\  ddiv(P) . . .
On a :div Jeutres = div <]> - =~ {0) + Ppot = —pPribredonc

dw jautres = —Plibre
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Remarques :

~ L’intérét de la définition de D est qu’il n’y a plus de référence a la polarisa-
tion, qui est le phénoméne microscopique. C’est aussi pourquoi historiquement, les
équations de “Maxwell macroscopiques” sont d’abord apparues.

— fautres contient le courant des charges libres ]_"lib,eet un courant de magnétisation
fmagn, voir Cohen T1 p283. @QQ, Feynamnn EM2 36-1. On supposera ici que les effets
magnétiques sont négligeables. on pose aussi (en supposant les effets magnétiques
négligeables) \

15-%5

Ho €0

H=

2.3.5.1 Relations constitutives

Il est convenu de définir la permittivité di-électrique ¢, par les relations consti-
tutives qui relient les champs <E> et D

Ew <Ew> = ﬁw

donc ¢ est relié a la susceptibilité y par

gw =¢0 (1 + Xw)

et la relation de Clausius Mossotti (2.14) reliant ¢ avec le paramétre microscopique (pola-
risabilité) « s’écrit aussi :
£-1_(Na)
=+2 2

(2.23)

Remarque : dans un cristal non isotrope, £, est en fait un tenseur.

2.3.6 Champ a la frontiére de deux diélectriques (*)

cf Jackson, Laval, cf notes

2.4 Propagation des ondes dans la matiére

Feynmann EM2 chap 32.

TD : indice d’'un mélange, fynamm EM2 p227.
TD : largeur des raies pour résistance au rayonnement, Feyn chap32-3, eq.(32.13)
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2.4.1 Equation de Helmohltz

A partir des équations de Maxwell macroscopiques (2.20,2.21), on déduit que pour une
onde monochromatique de fréquence w, et dans un milieu sans charge pjipre = 0, Jautre = 0,

on obtient \
_w .
7Dw = gorot(B) = —ggrot(rot(E))

donc

Wwiey= L =

rotrot B, (%) — 5
" &o

—

(ou rappel : E(Z,t) =R (ﬁwe_i‘“t)).
On suppose aussi que le milieu est homogéne. Alors ¢, ne dépend pas de Z. et
. = . ]. g 1 . —
div(E) = div (—D) = —div (D) =0

9 9

. On obtient ’équation de Helmholtz ou équation des ondes

E,(#) =0: équation de Helmholtz  (2.24)

Comme il s’agit d’une équation linéaire en E, (%), a coefficients constants, on cherche

des solutions sous forme d’ondes planes (1.17), i.e. ]:jw(ac) = Ew’gei’gf. On écrit

kE=kil

oll % est un vecteur unitaire réel. Cela donne :

k:f¢§f
c'V eo
(

d’aprés (2.20), B est donné par

B,i=

€|
N1
>
=
£
ol
N———

et donc i, E, B sont orthogonaux.
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2.4.2 Atténuation de ’onde

Feynmann mécanique chap 31-4.
Mais attention que € est en général complexe, et donc il sera de méme pour k. On
décompose :
k =k +ik"

k', k" sont donc donnés par

2
K2 — 2 = 2R ( < ) (2.25)

c2 €0

2
A Y 2.26
25 () (2.26)

ces équations relient &', k" et w.
donc si E | est réel (pour éviter la discussion sur la polarisation),
)

e 8T cos (K'T.7 — wt)

— montrant que la vitesse de phase est

w
’U(p = E
et la longueur d’onde
2m
)\ = F
et que 'onde est atténuée dans le milieu sur une longueur d’atténuation de ’ordre
de
A~1/K"
(on retrouve 2.1)QQ@ ?
— Si k" =0, le milieu est transparent.
— La vitesse de groupe est (QQ montrer)
dw
vg(w) = k'

et peut dépendre de la fréquence. La vitesse de groupe correspond a la vitesse de
déplacement d’un paquet d’onde (et donc de I'énergie). Si v,(w) n’est pas constant,
le paquet d’onde peut s’étaler au cours de sa propagation. Pour cette raison, on
appelle les relations (2.25), relations de dispersion.

— Si k" < k' cad si A >> A, alors (Jackson p287)

B %(E)
C €0
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3(e)
kll ~ kl
R(e)
qui montre que pour un milieu faiblement absorbant,
A R(e)
A S(e)

qui est le rapport entre la longueur d’atténuation et la longueur d’onde.

2.4.3 Indice de réfraction

Laval p188-191, Jackson p284-298,p271.
Interpréter I'indice comme un retard @QQ.cf feynmann méca chap 31-2.
On définit I’indice de réfraction par

9 Cc
n:‘lg—:m:;k
0

ainsi I’équation de Helmoltz (2.24) s’écrit

2
AE + S B =0
C

Remarques :
— l'indice n qui est sans dimension mesure la vitesse de phase

Uy = =
par rapport a la vitesse de la lumiére. Donc en général n = é < 1.(exception possible,
car une vitesse de phase ne correspond pas & une vitesse de transport d’information,
donc il est possible que v, > c).

— Dans un large domaine de fréquences w, on peut négliger la partie complexe de ¢.
En effet € est relié a o par (2.23), et « est réel sauf prés des résonnances, voir figure
(1.4). Dans ce cas I'indice est aussi réel.

— Pour un gaz dilué, on a x, ~ Na, < 1, et donc

Nay,
2

ny ~ 1+ (2.27)

— L’allure de R(n(w)) se déduisant de R(«) est la suivante : Laval p192, feynmann
chap31-3.
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— Interprétation :

o7

Transitions

Roranon sibration =roagen Flevtroniques

VISIBLE

dw __ c
dk’ wi—Z—kn
une dispersion dite normale. Et si dn/dw < 0, on peut avoir v, < 0, donnant une
vitesse de groupe négative. Voir Jackson QQ.

Rappel : La valeur de 'indice n # 1, explique la réfraction et la réflexion de I'onde &
une interface (si changement d’indice) ; voir figure feynmann méca chap 31-1; Loi de
Ibn Sahl (le Caire, Xeme siécle, et plus tard Descartes, ou Snell XVIIeme) nq sini; =
Ty SIN 45.

Prés des résonances de n(w), k" est important ; cela explique les raies d’absorption
du soleil, qui permette de déduire la composition chimique de 1’atmosphére solaire.
Rem : la largeur de la raie est A\ = 2mcAw/w? = 2mwey/wd, est donc relié & v qui
intervient dans (1.24).

Rem (*) : dans les domaines de dispersion normale, on peut montrer (par D.L.) la loi
empirique de Cauchy (cf chartier p437) pour les milieux dont les raies d’absorption
sont dans I’'UV

si k" =0, on a v, Lorsque n(w) est croissante, c’est

et la loi de Briot pour les milieux dont les raies d’absorption sont dans I'UV et
I'infra rouge (c’est le cas de 1’eau, voir plus loin)

B C

n:_AI/\2+A+§+F

2.4.4 Ondes dans un métal

ref : Feynmann EM2 32-6. Jackson p287

L’analyse précédente est basée sur 1’effet du champ électrique sur les électrons liés d’un
matériau. c’est tout a fait valable pour un isolant (appelé aussi diélectrique). Mais pour
un métal, I’effet dominant du champ électrique sera sur les électrons libres, qui
ne sont pas attachés a un atome. Il faut modifier I’étude précédente.
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La premiére modification est que au lieu de subir I'effet du champ local microscopique
dans (2.11), un électron libre se déplacant sans cesse, il subit I'effet du champ moyenné,
dit macroscopique, et donc :

7.(2) = o0y (B ) (@)
On en déduit que au lieu de la relation de Clausius Mossotti (2.14), on a :
x=Nu«a
), mais avec une “raideur” k = 0, donnant wy = 0, et donc

(€2 /4mey) _ (e*/4mey)

Yo = m(w? —w? —iyw)  mw(—w—ivy)
N 2
€0 drmiw (iw — ) €
Erreur : redresser Im(n) QQ :
1| Re(n) Eb
5 - | 7
~Im(n)

2.4.4.1 Modéle de Drude

cf Jackson p296.

Dans un premier point de vue, avec les equations de Maxwell macrosco-
piques ci-dessus,

les courants de polarisation sont pris en compte par la permittivité ¢ et jjipre = 0 :

—IWE =

rotB = E

(&
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Dans le deuxiéme point de vue, (Modéle de Drude) supposons que la constante diélec-
trique est £ = g¢, et que les effets de de courants de polarisation sont dus a la conductivité
o

ju = 0,E,
Les équations de Maxwell donnent alors
rotB = 12 (0 — iweg) E
c
Ces deux points de vue sont équivalent si :
€ 10

g [
€0 [ 1%

La comparaison avec ’expression (??) donne le comportement de la conductivité a
basses fréquences, du modeéle de Drude, reliant le coefficient de frottement v = 1/7 a la
conductivité mesurée o :

_ Ne?
Y drm(y — iw)

et donc o
n’=1+ 0

idmeow (1 + iwT)

qui est une formule utile pour les métaux.

2.4.4.2 A basse fréquences : effet de peau

Jackson p296,Feynmann 32-6.
Pour w < 1/7 et w < 0/€, alors avec la conductivité de Drude a w =0 :

Ne? Ne2r
[0} = = ,
0 dmmy  4dmm
T = 1/v
on obtient :
n? o j—20
T Adrmeqw
soit
[ o
n o~ 141
24meqw ( )
I’épaisseur de peau est donc
1 c 24megc?

A = — = — =
k" n"wi/eo ow

A.N. : Pour le cuivre, et des micro-ondes, w ~ 10GHz, A~ 7.10~*e¢m cf Feynmann p233.
Rem : a freq 50Hz, A=.., donc le courant ne passe que a la surface des gros cables. @QQ
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2.4.4.3 A hautes fréquences : freq. plasma

Feynmann p233, Jackson p288

Remarque : le paragraphe suivant est aussi valable pour les diélectriques (isolants). La
différence conducteur-isolant, cad électron libre-lié ne se fait sentir qu’a basse fréquence
par un pole de la fonction e(w) en w = 0.

Siw > 1/7, alors
2 wp\?
e (2)
w

Ne?
wp = ——

avec la fréquence plasma

Tracer Im(n) (w), Re(n) (w) QQ

Conséquences
— sl w < wy, alors 'indice a une partie imaginaire et les ondes sont amorties. C’est le
cas des métaux dans le visible. On fait des lunettes de protection, en évaporant une
mince couche de métal (or) sur du verre.
— Si w > wp, l'indice est réel est le métal est transparent. C’est le cas des métaux dans
les rayons X, ou ultra-violet @Q.Exemple Pour Na, A, = 0.2 10-7A.

Remarques

— Méme comportement pour les ondes dans l'ionosphére avec la densité de charges
N qui est plus faible que dans un métal, et donc w, plus faible aussi, (ou dans
I'atmosphére d’une étoile) : Les ondes longues sont réfléchies, les ondes courtes
traversent 'ionosphére (utilisées pour communiquer avec les satellites).

— La vitesse de groupe est nulle en w = w,, car dn/dw = 0, et augmente ensuite. Cela
se manifeste pas “les siflements” (cf Jackson p295) : lorsqu’il y a un éclair, il émet
des ondes elect-magn, qui se réfléchissent entre le sol et la ionosphére ; I'intensité se
reconcentre aux anti-podes de 'éclair. Les basses fréquences (w =~ w,) arrivent qques
secondes aprés les hautes fréquences. On entend donc un siflement dans un poste de
radio des aigues vers le grave.

2.4.4.4 Exemple de ’eau

ref : Jackson p291.
Schéma de l'indice n(w) et de la longueur d’absorption A(w) :
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10
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e}

Indice n ~ 9) : longueur de pénétration A ~ 10m. Utilisée pour la communication

avec les sous marins.

Forte absorption micro-ondes (utilisation : four).

Forte absorption LF. (a cause de la structure vibrationnelle).
Fenétre dans le visible spécifique a ’eau. Cela a t-il eu comme conséquences que les

yeux des mamiféres (dont les origines sont des espéces marines) sont sensibles dans

le visible ?

Absorption U.V., fréquence plasma.



Annexe A

Formulaire

références : Jackson, début et fin.
f(Z) représente une fonction. V(&) représente un champ de vecteurs.

A.0.4.5 Rappels sur le calcul différentiel vectoriel.

Voir Feynmann “Electromagnétisme”, chap 2.
si E = (E;, Ey, E,) sont les coordonnées du champ vectoriel E(Z), alors le champ

W = otE a pour coordonnées :

OFE, OE,

Ww 0 oz
W, 6Eux oFE,
Y 6% 9E
Yy __ T
Wz Or Oy

, . — = — — , . —
on s’en rappel en écrivant : rotE = V A E avec “l'opérateur vectoriel” V = (a%’ 6%, %).

Et divE = (8E” + BE” + 8Ez), qui se retient en écrivant divE = V.E.
-
Pour un champ scalalre V(z,y, z), le champ vectoriel W = gradV a pour coordonnées :

— o
W, = %‘;, W, = %‘;, W, = BV . On écrit aussi : gradV = VV.

Le laplacien AV est le champ scalaire : AV = %27‘2/ + %27‘2/ + ‘3;7‘.2/.

Propriétés importantes :

—

7;% (gradV) =

div (r_oz’:ﬁ) —0

div(gradV) = AV

roirol (@) = grad (div(@)) — Ad

62



ANNEXE A. FORMULAIRE

Formules de Stokes Si v est un chemin dont a, b sont les extrémités, alors

/ grad (f).d = £(8) - f(a)

Si S est une surface donty est le contour, alors

/ﬂ@ .ﬁd%:/FVdf

Si V est un volume dont le bord est la surface S = 9V, alors

/ div(V) d*v = / V.iid®s
14 »=0V

A.0.4.6 En coordonnées sphériques

r 7 81

A.0.4.7 Analyse vectorielle :

(A.1)
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