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TD n°6

1 Min-Max, formule variationnelle

I8, p.117][3, P.302|[7, p.51][2, p.89].

1. Soit H un opérateur autoadjoint sur un espace de Hilbert 7. Supposons que le bas de son
spectre contienne des valeurs propres (en tenant compte de la multiplicité)

A< Ao S...)\n...<inf(jess(H)

Montrer que

An = inf < sup <u|Hu>>

LcDom#),dimL=n \ueL,|ul=1

Ap = sup ( inf <u|Hu>)
rcDom(#),dimr—n \u€L:lull=1
2. Donner expression (simplifiée) pour A;.
3. Application : si H) < H® sont deux opérateurs autoadjoints avec les hypothéses ci-
dessus, montrer que pour tout n, )\53 ) < )\53 ),

4. Application (voir [Il chap.5]) : dans R™, si deux ellipsoides F, E’ centrés en 0 sont tels que
E’ C E, montrer que les demi-axes vérifient

ay<aj, j=1...n

2 Transformation F.B.I. ou Bargman

Références : [5],[6], chap.3],[4].

Siu e 8§ (R™), le but de cette transformation est de traiter simultanément le comportement
local de u et le comportement local de sa transformée de Fourier Fu. (On parle de “comportement
micro-local”).

Remarque : cette théorie est aussi similaire & la “théorie des ondelettes” en théorie du signal.

Soit i > 0. Soit (x,£) € R™ x R"™ et le paquet d’onde défini par

1

_ i (y—%) — o lz—yl? n —
O(ze) (y) = ae (v=8)e=mmle—vl  yeRM o= ()"

On définit la transformation de F.B.I. ou transformée de Bargman de u € S (R") par

(Tﬂ)@z€)=<¢@@ﬂu>=u/¢i£5(y)u@0dy e S (R)

1. Montrer que

(a) ladjoint formel est
dxd
T0) ) = [ e )0 (@9 G

. (noter que la mesure sur R?" est (‘é‘ffii ).



(b) T*oT = Idgn

(¢) T s’¢tend de fagon unique & une isométrie 7 : L? (R™) — L? (R?").

(d) P:=T oT* sur L? (R?") est un projecteur orthogonal sur Im (7). Calculer son noyau
de Schwartz appelé noyau de Bergman..

2. Posons z = \/% (x — ih&) € C™. Montrer que
o) (y) = ae™V eV F e 265512,

On considére 'espace H (C") des fonctions e~%?/2® (z) avec ® holomorphe en z € C".
Montrer que

T(SRM) =8 ®R*™)(\H(C") T (L*(R")=L*R>™)[H(C")

T(S'®Y) =S (R)\H(C), T HRY) =L (R, () (\H(C")
ou H*® (R™) est l'espace de Sobolev, s € R. Ainsi l'espace des distributions sur R" est
représenté par un espace de fonctions trés réguliéres puisque analytiques, mais sur R2".
3. Sur R, calculer 7 (§) o ¢ est la distribution de Dirac.

4. On défini le micro-support ou Wave-Front W F (u) d’une distribution v € &’ (R™) par
son complémentaire qui est un cone en £ et contient les directions ou Twu décroit trés
rapidement, :

(WF (u) = {(z,6) € R™, VYN >0,|(Tu) (z,2)] < O (A7)}

Quel est WF (6) 7 et si u € S (R™) quel est WF (u)?
5. Sur R, montrer que ‘
ToF= elaRw/Q oT
ot F est la transformée de Fourier, R/, la rotation(z,{) — (£, —x) et a une phase.

6. Sur R, si a = & + ik est “'opérateur création” montrer que ([B0)

e (TaT*v) (2,8) = zv (x,€)

(T T0) (2,€) = -0/(5,6)

déduire que les monomes ® (z) = 2%, @ € N sont vecteurs propres de l'oscillateur harmo-
nique a*a.
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