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TD n°2
Ezxtensions auto-adjointes. Propriétés d’opérateurs auto-adjoints

1 Opérateur impulsion sur |0, 1]

réference : [1L p.59,p.74]
On considére I'espace de Hilbert H = L2 ([0, 1]), et I'opérateur

(Hg) (x) = %2, o€ Dom (H) = G5 (0,1)

1. Montrer que H est symétrique

2. Montrer que Dom (H*) = H! (][0, 1])(espace de Sobolev) et que H*t = —z‘éw au sens
des distributions, pour ¢ € H* ([0, 1])
3. On définit l'espace de déficience LT := (Ran (H +i))" = Ker (H* — ). Montrer que

L" := Span (e_w)

et de méme
= (Ran (H —1i))" = Ker (H* + 1) = Span (™)
Conclusion sur l'existence d’extensions autoadjointes de H ?

4. Donner les expressions des extensions possibles de I'opérateur de Cayley unitaire
Upgt : LT — L™
Utilisant le fait général qu’une extension essentiellement autoadjointe est de la forme :
Dom (H> = Dom (H) P (1 — Uew) (L)

déduire que les extensions auto-adjointes de H sont :

Dom (Hy) = {go e H'([0,1]), ¢(1)=¢"%p (0)} : "condition périodique"d € [0, 27|

dp
Hyp = —i——
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2 Particule libre sur R

référence : [1, p.60]
On considére I'espace de Hilbert H = L? (R), et 'opérateur

d2

(Hy) () = ==5, ¢ € Dom (H) = C¢° (R)
1



1. Montrer que H est symétrique.

*\ __ 2 0 >y
2. Montrer que Dom (H*) = H* (R)(espace de Sobolev) et que H*y) = —%— au sens des

distributions.

3. Montrer que les espaces de déficience sont
LT := (Ran (H 4 i))* = Ker (H* — i) = {0}
L™ := (Ran (H —i))* = Ker (H* +14) = {0}

Déduire que H est essentiellement auto-adjoint.

3 Critére de Weyl

|2, p.51]
Supposons H = H* c’est a dire H auto-adjoint.

1. Montrer que le spectre résiduel est vide
Ores. (H) =1

(rappel : opes. (H) := {X € C,Ker (H — \) = {0} et Ran (H — \) C H pas dense})

2. Montrer le “critére de Weyl” :
A€o (H)

& 3(un) pers»tn € Dom (H) , | = 1, [ (H = X) un]| = 0 pour n — o
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