Annexe A

Solution des exercices

A.1 Chapitre Analyse

Exercice 1.0.4 page 13
— La fonction log (.) est C™ sur (0,00) et el est C™ sur R donc e®'°8l7l est C> sur
R\ {0}.
— Pourz > 0,ona f(z) = e*o8l7l | f/(z) = qeleDloslel ¢ () =a(a—1)... (a —k+1)e
— Pour x — 0, on a f(x) — 0 donc f est C° en x = 0.
— Si0<a<1l,onaa—1<0donc f'(x) — oo donc f n’est pas C*.
— Sil<a<2 ona f (z)— 0donc f est pas C' mais o — 2 < 0 donc fP? (z) = oo
donc f n’est pas C?. Etc...
— Dans le cas particulier a = 1, alors f (z) = 1, f® (x) = 0 donc f est C*°. De méme
sia €N, f¥(z) =1et f est C.

Exercice 1.0.5 page 13 Par définition, si f est dérivable en x = 0, il faut que ! (y);f © —

sin (i) ait une limite pour y — 0, y # 0. Ce n’est pas le cas, en effet, la suite y,, = m
2

donne sin (yi) = (—1)" qui ne converge pas pour n — oo (et y, — 0).

Exercice 1.0.19 page 22

1. On développe en série :
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Alors
d:E 1,2 _g,4 (—g)n(/d.f 124)
7 — e 2% e a? = ~ -7 e 2% =
(9) V2T = nl4n V2
_ (=g)" (4n -1
—~~ Z nl4n
Gauss n>0
(=9)" (4n)!
TLZn
Y Lol
n>0
avec

_(CtEm () ()"
= v e, v ()

' Stirling

On obtient donc que le coefficient de la série ¢"Z,, diverge comme (gn)" pour tout
g > 0. Le rayon de convergence est nul, et donc la fonction Z (g) n’est pas analytique
en g = 0.

2. Comme V, () > V; (), la dérivée n-iéme de Z (g) vérifie pour g > 0

7/( )(g) _ _27T6 Vg() (Z) < A )(0)

donc le reste de la formule de Taylor donne

gn+1 (n) i
B < L 20 0] = 2
3. Ona M (n) ~ \/Lﬁ (%22)" donc L (n) := log (M (n)) ~ nlog (*2) — 1log (7n). On

cherche le minimum en considérant n € R :

dL 4 1
0=—=log on +1—-—<4gn~1
dn e 2n

donc
1
no ~ —
0 Ig

4 4g 1
Moin (9) = M (no) ~ 1/ ?ge,no ~ ,/?e +

qui est une fonction plate en g = 0. Pour g = 0.1, on calcule ng = 2 et M,,;, ~ 0.1.
Pour g = 0.01, on calcule ng = 25 et M,,;, ~ 10711

Alors
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Exercice 2.0.2 page 25 Sin # 0, observons tout d’abord que

—i2TnT —i2TnT
e =—20, (e
2mn x< )

On fait une intégration par parties dans la 2eme ligne :

1 - 1
~ . ) .
n) = ze Py = — | 10, (e7?™) dx
oy = | s | @e ()
. . 1
— ! [xe—i%mx]é _ ! €—i27rn:c dr
2mn 2mn J,
=0
i
 2mn

Sin=0,
. 1 270 1
fo=[fawe= 3] =3

Exercice 2.0.9 page 29 On a d’une part

1 1 1
|m@=Af@ﬁmzAﬁM:§

et d’autre part d’aprés I’égalité de Parseval et le résultat (2.0.2)

1 .
s=IfIE = ﬂ\

Parseval

donc

Exercice 3.0.6 page 35

C’est assez analogue au calcul de (3.0.6). On a limg_,; \/ﬂ f R
le contour, il faut distinguer deux cas, £ > 0 et £ < 0.
En coordonnées polaires z = Re® on a

_ _ 7/0 i .. i .
e i€z _ e iERe e i§R(cos 0+isind) __ e szcosGefRsmG

Donc ‘efifz} < eﬁRsinel

_lgl‘d.’b
1422

317
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1 1
1t Y
n>1

. Pour refermer
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Si & > 0, il faut refermer l'intervalle d’intégration z €] — R;+R[ par le demi cercle
inférieur 75 := Re, 0 = 0 — —n dans le sens indirect car sinf < 0 donc e$#5"% < 1 et

—i€z R 10 —z{z ™R ¢Rsin 6
€ 4| < /Ze—deg/e—de
p 1422 o 1+ R%e? o R2—-1
™ R
dg) — 0
- /0 R2—-1 R—o0
Donc en notant la courbe fermée v :=] — R; +R[Ujg on a
/ —zEz
\/ 21 Sy, 1+ 22
Cette courbe entoure un pole en z = —1i et
e k2 e k2 e—¢

1422 (z—0) (2 41) =i —20(2 +1)

alors avec la formule de résidu (un signe — vient du changement de sens)

,g T
=—— 127 —e7t
= \/—( )(2) \/g

Si € < 0 il faut refermer le contour par le demi-cercle supérieur contenant un pole en
z =1 et on obtient de fagon similaire

e—ifz B e—ifz N ef
1422 (2 —1) (2 +1i) =i 2i (2 — i)

1 € T
J = — % o) = [ L et
oz 2; (27) \/g6

Au final pour tout £ € R, on a obtenu

I \/gem

Exercice 4.0.2 page 38

B=i¢, C=0,

c’est une intégrale Gaussienne, voir (B.1.2), posant A = o =,

1 iz~ oa? g 1 ™ B? e
(ff) (5) = (27‘(‘)1/2/6 56 20 dr = W\/; (4A) ge 7t
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Exercice 4.0.3 page 38 on écrit

1 = © 2 o
(]:f) (f) = (271')1/2 </0 e~ €= ] +/O ezm{e—mdx) _ W% </0 esze—zdx)

or [ eéemrdy = 1 [ei R = L _ IHE Done (Ff) (€) = \/g#

Exercice 4.0.4 page 38 Le paquet d’onde est

2
. |z—zq|
z{o‘ze 552

Pzo,&0 (I) ‘= ae

avec (xg,&) € R?™ et 0 > 0, a > 0. Sa transformée de Fourier est

1 .
(Fous) O = — [ € ) o

(27'(' n/2
_ a iz.(§0—¢&) —Wd — a eH@+0)-(§0—8) ‘fd
= (27]-)71/2 § (& e 20 T = W . € 20 X

C’est une intégrale Gaussienne, voir (B.1.2), posant A = #, B =1i(—-¢&), C =
iz (£ — &), on obtient

a T\ /2 B? a n/2 o? 2
x = — C+— )= 2mo? —1 &) — = 1§ —
Fona) O = 55 (5) oo (-e+ %) e (2n0) e (i (€ 6) - G ke~
: o?
= ao” exp (—mo (€ —¢&) — > € — §0|2)

Exercice 4.0.12 page 43 On pose f (z) = (g * g) =[g(y —y) dy. Le support
de g (y) est [—3,1]. Le support de g (z —y) est [;1: 2,:17 + —} L mtégrale est donc sur
'intersection des 2 supports. Ainsi si |z| > 1, les supports sont disjoints et donc f (z) = 0.
Si0<z<1alors f(z) = f;ﬁmdy =1—x Etsi —1 <z <0alors f(z fm;r/lf

x+1=1—|z|. Donc f est la fonction tente (4.0.3). On calcule facﬂement si€#0:

1 1 —i€x
A (et

(Fo)(©) = e =

7
21 J-1y2

1 (sin}
 Vr %

Avec (4.0.9) on déduit

sin & ?
FI(© = V2 (Fa) () = o= ( : )
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A.2 Chapitre algébre

Exercice 6.0.5 page 55 Une base est formé par les monomes de la forme

eyt

Qm
m

avec la condition a; + ... a,, < d. D’apreés la figure suivante, on déduit que

. m (m+d)!
dlm (Ed) = Ungd = W
oAq g Ao /wate>/a
e I own SRR A O I S
T 4 ™
—T N T

Exercice 6.0.6 page 55 Une base est formé par les monomes de la forme

e D)
eyt

Om
m

avec la condition oy + ..., = d. D’aprés la figure suivante, on déduit que

| vy _(mtd—1)
dim (Eg) = Coigy = (m =Dl

Exercice 6.0.8 page 56

soit u € G. Comme G = Vect (E|JF), on peut écrire
u=-e+ f, ecE feF
Montrons que e et f sont uniques. Siu=¢€'+ f'=e+ f avec ¢’ € E, f' € F alors posons

vim (=)= (= f)
—_——
S EF
doncv e (E(F)={0}doncv=0=e=¢€et f=f
On a ainsi un isomorphisme

G— EoF
u— (e f)
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Exercice 7.0.6 page 61

Il y a deux sens & montrer. Supposons A est injective cad Yu,v, (A(u) = A (v))
(u=v). Soit u € Ker (A) c’est & dire A(u) =0 = A(0) donc u = 0 donc Ker(A4) = {0}
Inversement, si Ker(A) = {0}, supposons que A (u) = A(v) alors A (u —v) = 0 (par
linéarité) donc u —v € Ker (A) donc u —v = 0 donc u = v.

=

Exercice 7.0.7 page 61 soit ki,...k, une base de Ker(A) que 'on compléte pour
obtenir une base de E par (em41, .. - €min) (noter que dim (E) = m + n). On pose f; :=
A(emyi) pour j = 1,...n. On vérifie que c’est une base de Im (A) et que A ([ens]) = f
définit un isomorphisme entre (E/Ker (A)) et Im (A).

Exercice 7.0.8 page 61 On utilise le résultat général (7.0.4) : dim £ — dim (Ker (A)) =
dim (Im (A)). On écrit :
A injective < Ker (A) = {0} & dim (Ker (A)) =0
< dim(Im(A)=E<Im(A)=F
< A surjective
Concernant I'exemple sur RY, il est clair que u € Ker (A) ssi v = (u',0...). Donc A
n’est pas injective (dim(Ker (A)) = 1). Mais A est surjective.
Par contre Ker (B) = {0}, B est injective mais pas surjective, car le vecteur (1,0...)
n’est pas dans l'image.
En mécanique quantique, il y a la base [n),n =0, 1..., de “'oscillateur harmonique”
de l'espace E = L*(R), |13, chap.2]. L’opérateur création vérifie

at|n) = vn+1n+1)
Soit |u) = > u™n) € E. On a
oty = 30 (@) = S wVa T Tn+ 1) = 3wt mlm)
n>0 n>0 m>1

donc par rapport a cette base,
at (W) = (0, u, V2ut, V32, . >

est similaire a opérateur B cidessus (injectif, pas surjectif). De méme l'opérateur annihi-
lation a vérifie :
alny = njn — 1)
Donc
alu) =Y u"(aln)) = " u"nln —1) =Y w"m £ 1|m)
n n>1 m>0
ainsi

a(u oty ) = (ul V2R Vad )

est similaire & 'opérateur A (surjectif, pas injectif).
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Exercice 8.0.3 page 66 u € E définit une application linéaire @ € E** par @ («) =
a(u) € R, avec a € E*. L’application ¢ : u € F — @ € E** ainsi définie est injective donc
c’est un isomorphisme. (QQ@ montrer).

Exercice 8.0.4 page 66 si a € F* est un vecteur dual, on pose
A" (o) :=a(A()): E—-R (A.2.1)

qui est linéaire donc A* (o) € E* c’est a dire que

. {F Ny
a —a(A())

Autrement dit : (A*a) (u) = o (A (u)) pour u € E, ce qui s’écrit en notation de Dirac :

(A*alu) = (o] Au)

Exercice 9.1.3 page 70
1. Soit A =73",le:)(e*|. On a Ae; = 3", |e;) {(e*|ej) = e; donc A = I.
——

5
2. Ona . ‘ |
g (97)" g5 = Z< () (ex] e;) = (€"7]e;) = i
I
3. On observe l'action sur un vecteur de base e; : on a (e”[e;) = 0% et (eile;) =
g (€i,ej) = d;; si base o.n. Donc (€*']| = ().

4. On vérifie que 'action sur un vecteur de base e, est I'identité :

; lei) (97)" (ejlex) = lex)

Exercice 9.1.4 page 73 Supposons que (ey, . .. €,)est une b.o.n. c’est a dire que (e;|e;) =

dij» et que A(e;) =3, Ale;, AT (&) = > (A*))e;. On a

(A" (63) lei) = (e Aei)

& ffr exle;) = AF (ele
Z 6|z Xk: Z(;I )
ki 7.k

& (A7) = Al

7
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Exercice 10.0.4 page 87 Soit T'= ), . g; ;" ®e* tenseur de type (2,0). On 'applique
sur les vecteurs de base, et on trouve

T (ex, 1) ng (ex) € (e)) = g1 = g (€x, er)

donc T'=g.

Exercice 10.0.5 page 88 Soit T'= ). el A f; tenseur de type (2,0) antisymétrique. On
I’applique sur les vecteurs de base, et on trouve

Ten f) =D (ef (ex) 7 (f) = f7 (en) € (f1) = Z Oi=k0i=t = Op=t = w (ex, f1)

i

etc. donc T' = w.

Exercice 10.0.6 page 88

L. Onau=3_; ulf; = > ud (3, Ple;) =3, (ZJ u/ij> e; donc

ut = (ZPZ J) & u=Pu

J

2. Soit B:= 3, P/ f* € E*. On va vérifier que 8 = e en les appliquant sur tous les
vecteurs de base. On a

fk =e" (Z Pkez> =
et par ailleurs

ZPJ “fo) =Pl =¢e(f),  Vk

donc en effet 3 = e*. Ensuite

D SUEED D SLTAED o] bORTE) Vi
) [ 7 J )

donc
o pi o
aj—ZozZPj<:>a =aP
i
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. . . -/
3. D’aprés ci-dessus, on a e’ = >, PL f* et ¢; = >0 fir (P77 done

_ J (%t _ Y i pxi —1\J’
P Yreen) - X ((Tr) o (Ta )
i.j ij il I
On utilise la bilinéarité du produit tensoriel pour obtenir :

T=3 5 () P (1 e )

— —
i,g" g

et déduire le résultat.

A.3 Chapitre géométrie différentielle

Exercice 18.1.11 page 143 On a tan (g) = 2 donc

T op

6
p = 2cot (5)

Exercice 20.2.4 page 217 Les formules pour passer des coordonnées sphériques a car-
tésiennes sont

' = rsinfcosy (A.3.1)
2z = rsinfsing
® = rcosf

Noter au passage que les coordonnées sphériques ne sont définies que sur la carte r > 0,
0 <6 <m0 < @ < 2m, soit I'espace R3 privé du demi-plan {x > 0,y = 0,2 € R}. Les
différentielles de ces fonctions sont

dz' = sinfcos dr + r cos f cos pdf — rsin 0 sin pdyp (A.3.2)

de* = sin@sin pdr + r cosfsin pdf + rsin 6 cos pdyp

dz3 = cos@dr — rsinfdh

donc en développant (et ne gardant que les termes différents)

v = da' Ada? A da?
= (sinfcospdr) A (rsinf cos pdp) A (—rsin 6db)
+ (1 cos 0 cos pdf) A (rsin 6 cos pdyp) A (cos Odr)
+ (—rsinfsin pdp) A (sin 0 sin pdr) A (—r sin 0d0)
+ (—rsin@sin pdp) A (rcossin pdf) A (cos Odr)
= 1” (sin” f cos® p + cos® B sin f cos® ¢ + sin® §sin® ¢ + cos® I sin O sin” ) (dr A db A dip)
r?sin 0 (dr A df A dy)
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Plus généralement, un changement de variable dans une forme volume fait intervenir le
Déterminant de la matrice des différentielles. Ici :

o(xt,z? 2®)\| .
Det’<w) =T Slne

Exercice 20.2.6 page 217

— Base de A2 qui est de dimension Cf =1 : 1

— Base de AL qui est de dimension C} = 4 : dx, dy, dz, dt

— Base de A2 qui est de dimension C} = 6 : dox A dy, dz Adz, de A dt, dy A dz, dy A
dt, dz A dt.

— Base de A2 qui est de dimension C§ = 4 : dz Ady A dz, dv A dy A dt, dz A dz A
dt, dy \dz A dt

— Base de A2 qui est de dimension C} =1 : dz Ady A dz A dt.

Exercice 20.2.8 page 218 On écrit
x =rcosb, y =rsinf

alors
dx = cos @dr — rsin 8dd, dy = sin 0dr + r cos 0df

on élimine la composante dr par :

cos @dy — sin Odx = rdf

donc ]
df = — (r cos Ody — rsin Odzx)
r
On déduit 1
a=di = Zi (xdy — ydz) (A.3.3)

Exercice 20.2.9 page 218

Une premiére méthode consiste a partir des expressions (A.3.2) et déduire

1
dp = dz* — sin pdx’
® s (cosgo x° —singp x)

1
g = - (COS 6 cos pdx' + cos O sin pdr? — sin cpdm3)
T

alors

B =sind (df A dy) = rli" (z' (d2® Ada®) + 2® (da® A da?) + 2° (da' A da?))
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Une autre méthode consiste a observer d’apreés (20.2.8) que
v =dx' Ada? Ada® = ridr A B

On voudrait éliminer le terme dr & droite pour déduire 5. D’aprés la relation dr (%) =1,
il faut appliquer le champ de vecteur

a2 ox'\ 0 N ox?\ 0 N ox3\ 0
or or ) Ox! or ) 0x? or ) 0x3

= 1( 1 9 +x2i+x3i>

r\" ot T 02 T e

On obtient de méme

1 0 1
B = i (E, . ) =3 (z' (dz® Ada®) + 2® (da® A da?) + 2° (da' A da®))

Exercice 20.2.10 page 218

Comme dans Eq.(18.4.5), on a ¢ = rcosf, p = rsinf donc dqg = cosfdr — rsin0df,
dp = sin Odr + r cos #df donc

w=dg A dp = (cos@dr — rsin0df) A (sin Odr + r cos 0d0)
= rcos? Odr A df — rsin®0dé A dr = rdr A df

ensuite dA = m2rdr donc w = %dA A do.

Exercice 20.5.4 page 223 Dans un systéme de coordonnées (z', ..., 2"), pour simplifier
les écritures, on note
I=(iy,...5) € {1,...n}"

un multiplet et
de’ = dax™ A .. A dx®

f=>_fdat,  g=>)"gsda’
T 7

Alors

et
JANg= Zf[gj (dz" A dz”)
17
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donc

d(fANg) = Z Y a(gf;gJ) (dwk/\dx[/\dxj)
J

97+ f1—> (da:k Adz! A dx‘])

— ZZ (a—ggJ (dajk N /\dm‘]) + (_1)}7 fl% (dx[ A da® A de))
,J

0
(%d{ﬁk A d:BI) (gsda”) + (=1)F (fida") (%dzk A d:v‘]))
= df Ng+ (=1 fAdg

on a utilisé dz* A da’ = (—=1)" (dz’ A dz*).
Exercice 20.5.5 page 223

On note f les 3 composantes de f si f est une 1-forme ou une 2-forme, et de méme pour
g.
1. Casp=0,¢=0:laformule d(fg) = (df) g+ fdg donne

grad (fg) = ggrad (f) + fegrad (g)

2. Casp=0,qg=1:1aformule d(fg) = (df) A g+ fdg donne
ot (£§) = grad (f) A g+ frot (g)

3. Casp=0,q=2:laformule d(fg) = (df) A g+ fdg donne
div (£§) = grad (f) .3 + fdiv (§)

4. Casp=1,¢q=1:laformule d(f A g) = (df) Ng — f N dg donne

N

div (fA g) = rot (f).g — frot ()

Exercice 20.5.10 page 227

1. Sur le domaine D = R\ {0}, on considére la fonction f (x) =1siz > 0, et f(z) =0
si z < 0. Donc f € C™ (A%, df = 0. Mais f # cste.

2. Sur le domaine D = R? \ {0}, en coordonnées polaires, on considére la 1-forme
a = df (qui est bien définie sur D, voir (218)). On a da = ddf = 0. Montrons
que a # df. Sur un cercle de rayon fix¢, 'intégrale [a = 0220 df = 2m # 0. Or si
a=df = 4dg, on aurait [« = 92:”0 df = f(27) — f(0) = 0.
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3. Sur le domaine D = R3 \ {0}, en coordonnée sphériques, on considére la 2-forme
B = sinfdf A dy qui est la 2-forme d’angle solide, bien définie sur D. On a df =
cos@dfd N df N\ dp = 0. Montrons que 8 # da. Sur une sphére de rayon r fixé,
Vintégrale est [ [ =47 #£0. Orsi f =da, on aurait [ [ S = [ [da=0.

Exercice 21.0.6 page 230
1. Sur R, gy = dx est la mesure volume sur R, et dx est aussi une base o.n. de Al.
D’aprés la définition, pour tout a € C*° (A%), on a da = (dd—g‘) dz, et

[ tda @)@ ds = [ (a@).aB (@) ds

@/(da)b(:r)dx—/a(x) (d*B (z)) dx
o / ( >dx—/a(x) (d*B (z)) dw

(par parties), donc d*3 = — ( m)

2. Sur R? 1,0, = dx A dy est la mesure volume sur R, et (dx,dy) est aussi une base
on. de A' et dz A dy une base o.n. de A%. D’aprés la définition, pour tout o =

azdr+a,dy € C (A'), onada = < Bng + 6%) dx Ndy. Posons d*f3 = b,dx+0b,dy

ou 'on cherche b,,b,. On a

[ tda @) B @)y (dz ndy) = [ (o <x>,d*ﬁ (), (da A dy)
P / ( day )@Ey (dzdy) = / (auzbs + ayby) ddy
o / (az% —a aﬁmy) (dudy) = / (aby + ayby) dady

Y ox

(par parties), donc b, = % et by = agiy

Exercice 21.0.2 page 232
1. Sur R" avec les coordonnées x = (x!,...2") la métrique Euclidienne (18.5.2) donne

Y

la matrice diagonale g; ; = 6;;, alors (g7 ()" = 0 et G (z) := det (g (x ); = 1.
La formule (21.0.5) donne

2. En coordonnées polaires sur R2, d’aprés (18.5.4) et (18.5.5) on déduit que (g71)" =(r.0)
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0 r2 i

1o [ of o (1 of 1o [ of 10%f
‘Af—;(a(W)*@(ﬁ%))75(75)*7«—2@

O%f 19f 1 9%f
o T ror ol

( L0 ), G (z) :=det (g;j (z)),. = r?. La formule (21.0.5) donne

Exercice 20.5.5 page 223

A.4 Chapitre espaces fibrés

Exercice 23.1.10 page 260 : On va calculer le degré C' de sa fonction de recollement
défini par Eq.(23.1.4). On procéde comme dans la preuve ci-dessus. On trivialise le fibré
au dessus de Hy, et Hs, et on déduit le degré C' de la fonction de recollement. Voir figure
qui représente les deux hémisphéres vues par dessus et dessous avec un champ de vecteur
sur chacune. On trouve C' = +2.

LF(—Q"H’)—.:Q. 2T &mc C = —}-2_



ANNEXE A. SOLUTION DES EXERCICES 330

A.4.0.1 Exercice 23.1.14 page 264 :

A.4.0.2 Exercice 23.2.5 page 270 :

Soit Py le projecteur orthogonal sur Fy). Il est donné par en notation de Dirac par

_ )]
T )
La dérivée covariante est donc
Dy Pdp_ [OQIE) _ W)
e T B DA
L, Wi

(¥[¥)
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Exercice 23.2.13 page 279 : On écrit
(ANA), ZAMAV = ZAVAAA

—ZA” A dx /\dx])

At /u
0,5,

==Y AN AL (dat A da?)

05\

_ %Z AL AN AN AY ) (da A da)

AT,
1,0,

= 2 (1A, 4);

Exercice 23.2.19 page 284 D’aprés la formule de composition

hoyty = Ty —vyt+1) = Ty =+1) To(0)=71) To(t)—(0)

Mais par périodicité, T 1)oryt+1) = Ty0)=(t) €6 Trt)—(0) = Tyfol) () donnant

—1
hatt) = Ty =00 T 0) e



