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Annexe B

Formules

B.1 Analyse et intégrales

B.1.1 Intégrales Gaussiennes

Formule 1 ∫ +∞

−∞
exp

(
−X2

)
dX =

√
π (B.1.1)

Démonstration. Soit I =
∫ +∞
−∞ e−x

2
dx. Alors

I2 =

(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)(∫ +∞

−∞
e−y

2

dy

)
=

(∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−(x2+y2)dxdy

)
=

∫ ∞
0

drr

∫ 2π

0

dθe−r
2

= 2π

∫ ∞
0

re−r
2

dr = 2π

([
−1

2
e−r

2

]∞
0

)
= π

donc I =
√
π.

Formule 2 Soit

Q(x) = Ax2 +Bx+ C

A,B,C ∈ C et < (A) > 0 pour la convergence.

Alors ∫ +∞

−∞
exp (−Q(x)) dx =

√
π

A
exp

(
−C +

B2

4A

)
(B.1.2)
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Preuve : @@

Formule 3. Pour n ≥ 0, ∫ +∞

−∞
x2ne−x

2
dx =

√
π

(2n− 1)!!

2n

où
(2n− 1)!! := (2n− 1) (2n− 3) . . . 5.3.1 ==

(2n)!

2n (n!)

appelée double factorielle. (par symétrie, pour une puissance impaire
∫ +∞
−∞ x2n+1e−αx

2
dx =

0).

Démonstration. Il faut dériver la formule
∫ +∞
−∞ e−αx

2
dx par rapport à α et faire α = 1 à la fin :

soit

Iα :=

∫ +∞

−∞
e−αx

2
dx =

√
π

α

On a
dnIα
dαn

=

∫ +∞

−∞

(
−x2

)n
e−αx

2
dx =

√
π

(
−1

2

)(
−3

2

)
. . .

(
−2n− 1

2

)
donc ∫ +∞

−∞
x2ne−αx

2
dx =

√
π

(2n− 1)!!

2n
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