Chapitre 23

Espaces fibrés et connexions

Référence : Lee, Riemannian Manifolds.

23.1 Espaces fibrés vectoriels

Un espace fibré vectoriel est une collection continue d’espaces vectoriels F, de parame-
trés par x € B, tous de méme dimension. Voici la définition précise :

Définition 23.1.1. Soit B une variété différentiable de dimension n appelée espace de
base. Pour chaque point z € B on considére un espace vectoriel (réel ou complexe) F,
de dimension r appelé fibre au dessus de x. Un espace fibré vectoriel de rang r sur
B, est une variété différentiable F' de la forme

F={(z,v),z€ B,veF,} (23.1.1)

tel que pour tout x € B il existe un voisinage U C B tel que l'espace Fy :=
{(z,v), z € U, v € F,} est difftomorphe au produit direct U x R". (On dit que l'espace
fibré est localement trivial). L’application 7 : F' — B définie par 7 (z,v) = x s’appelle
la projection et I'espace fibré se note aussi F' = B. On appelle B ’espace de base, et
F, la fibre au dessus du point z.

Remarques :
— F est une donc variété de dimension n + 7.
— Dans le cas particulier ou la fibre est F, = T, B, l'espace tangent au point z € B,

alors on notera
T'B={(x,v),xz€ B,veTl,B}

I'espace fibré, appelé espace fibré tangent & B. Dans ce cas, dimB = n =
dim T}, B, le fibré est de rang n. @QQ Dessin QQ
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F, E

x x

FIGURE 23.1.1 — (a) Schéma d’un fibré de rang 1

— Plus généralement en géométrie différentielle, si B est une variété de dimension n, les
espaces tensoriels forment d’autres espace fibrés vectoriels importants. Par exemple
pour 0 < p < n fixé, en un point x € B, 'espace des tenseurs antisymétriques
de degré p (aussi appelées p-formes) est un espace vectoriel noté A2 de dimension
C?. On note

AP (B) ={(z,a),z€ B, ac A}

I'espace fibré vectoriel des p-formes sur B dont la fibre au point x est F, = A2. Un
autre exemple important (pour la théorie des spineurs) est ’espace fibré vectoriel
A®* = @,A? appelée algébre extérieure, qui est de rang ZZ:O CP = 2". Un autre
exemple important en relativité générale est I'espace fibré vectoriel S (T*B ® T*B)
des tenseurs symétriques de degré 2 sur B, qui est de rang @ Le tenseur
métrique g est un tel tenseur.

— La définition 23.1.1 généralise le cas du fibré tangent, car en général on ne suppose
pas que la fibre F} soit relié d’aucune facon a l’espace tangent T,B. Un exemple
simple d’espace fibré vectoriel est :

F=BxR ={(z,v),z€ BveR"} (23.1.2)

appelé l'espace fibré trivial' de rang r ot chaque fibre est F, = R", le méme
espace vectoriel pour tous les point x € B. On peut donc penser qu'un espace
fibré vectoriel général, sert & étendre la notion du produit direct. Q@
Dessin @QQ

— En physique des particules, en Théorie de Jauge (théorie de Yang-Mills),
on utilise des fibrés vectoriel complexes de rang 1,2,3 sur l’espace temps B : si

1. Tadjectif trivial est utilisé en mathématique pour signifier que le cas considéré est le plus simple (a
la limite de l'intérét).
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B (diffeomorphe & R*) est une variété Lorentzienne qui représente 1’espace-temps,

alors :

— La “théorie de Jauge U (1)”, ou “théorie de ’électromagnétisme” fait intervenir
un espace fibré vectoriel complexe de rang 1 sur B.

— La “théorie de Jauge U (2)”, ou “théorie des interactions électro-faibles” fait in-
tervenir un espace fibré complexe de rang 2 sur B.

— La “théorie de Jauge SU (3)”, ou “théorie des interactions fortes” fait intervenir
un espace fibré complexe de rang 3 sur B.

Dans chacun de ces cas, la connexion du fibré ou “champ de Jauge” modélise

les champs d’interaction (respect. : photon, bosons Z° W W~ et gluons), et les

sections du fibré modélisent les champs de matiére (onde quantique type Klein-

Gordon ou onde classique comme en supra-conductivité). Nous verrons cela en sec-

tion 23.2.8 page 287.

— Un tel modéle de Théorie de Jauge est dit “classique” et est seulement approximatif
en physique, car la nature est “quantique” et il faudrait quantifier ces connexions et
ces sections du fibré (c’est le sujet de la “théorie quantique des champs”). Cependant
le modéle classique est correct dans le cadre approximatif de 1’électromagnétisme
classique (une théorie de Jauge U(1)), qui décrit un champ électromagnétique agis-
sant sur des particules chargées quantiques (mais en négligeant les influences inverses
des particules sur le champs, c’est a dire sans considérer le champ de Jauge comme
dynamique!!). (Pourtant Itzikson-Zuber [17] p.31 Pécrit!!? 7).

— En physique, les champs de matiére élémentaires sont des “spineurs” c¢’est a dire des
sections d’un fibré de spineurs (voir [29] pour une description géométrique).

— En physique quantique standard (pas nécessairement la TQC) il apparait un espace
fibré complexe de rang 1 qui est trés important : c’est le fibré canonique de ’espace
de Hilbert H sur son projectif P (#). Il admet une connexion naturelle qui est
appelée la connexion de Berry.

— En mécanique et dans les problémes adiabatiques, la notion d’espace fibrés est im-
portante. Voir I’exemple du pendule de Foucault ci-dessous.

La définition suivante définit en quel sens deux espaces fibrés sont équivalents.
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Définition 23.1.2. Un isomorphisme entre deux espaces fibrés vectoriels de rang r,
F — B et ' — B (avec le méme espace de base B) est un homéomorphisme (i.e.
bijection continue et d’inverse continue) h : F' — F’ tel que pour tout x € B, on ait
h(F,) = F. et h: F, — F, soit un isomorphisme d’espace vectoriels. Autrement dit, on
demande que h envoie les fibres de F' sur celles de F”’, en respectant la structure d’espace
vectoriel. On dira alors que les espaces fibrés F' et F’ sont isomorphes, et on notera :

F~F
(c’est une relation d’équivalence). En particulier le fibré F' — B est dit trivial si
F ~ (B xR")

On note
Vecty (B)

les classes d’équivalences de fibrés isomorphes, i.e. tous les espaces fibrés possibles et
différents (non isomorphes ) de rangs r sur B.

Exemples
— L’espace tangent T'S* est isomorphe au fibré trivial de rang 1 :

TS' ~ S' xR

En effet en notation complexe, on note e € C un point de S'. Alors un point de
'espace tangent T, S' s’écrit ite®, t € R. Alors on a un homéomorphisme :

h: (eie,itew) eTs' - (ew,t) e S'xR

— Si S C R? est une surface, ’espace fibré normal NS est par définition la collection
des droites IV, orthogonales & T,S au point z € S. Montrons que le fibré NS? a la
sphére S? est trivial :

NS? ~ S? xR

En effet, si 2 € S? C R3, on note tx € NS? avec t € R. Alors on a un homéomor-
phisme :
h:(vtr) € NS* — (x,t) € S xR

— Un résultat important (mais difficile) montre que le fibré tangent 7'S™ est trivial
seulement pour n = 1,3,7, et ces trois cas sont reliés respectivement aux nombres
complexes, quaternions et octonions [16]. On montrera plus loin que le fibré 7'5?
n’est pas trivial (Th. 23.1.9 page 260).
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Définition 23.1.3. Si F' — B est un espace fibré vectoriel, une section globale du fibré
est une application (continue ou C*) s: B — F' qui a chaque point de base z € B associe
un point dans la fibre s (x) € F,. On note

C> (B, F) (23.1.3)

I’espace des sections C* du fibré F'.

F £APEALL »grk\m:,

B e de Base

Remarques :

— Par exemple si F' = B x R est le fibré trivial de rang 1, alors une section s €
C (B, F) est simplement une fonction numérique a valeurs réelles s (b) € R (aussi
noté s € C*° (B) habituellement). Si ' = B x R" est le fibré trivial de rang r, alors
une section est simplement une fonction numérique a valeurs réelles s (b) € R”.
Pour un fibré quelconque, la notion de section généralise donc la notion de
fonction numérique.

— Si & C R? est une surface, une section globale du fibré tangent T'S est tout simple-
ment un champ de vecteur sur S. v, € T, S.

— Tout espace fibré admet des sections, en particulier la section nulle : s (z) = 0, Vz.

— En physique, une section s’appelle un champ (ex : un champ de vecteur est une
section du fibré tangent. Un champ spinoriel est une section du fibré spinoriel). Sauf
exceptions : le champ électromagnétique ou le champ de Jauge n’est pas une section
d’un fibré. On verra que c’est une connexion.

Voici un résultat utile pour détecter si un espace fibré est trivial ou non.
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Théoréme 23.1.4. L’espace fibré F' — B est trivial si et seulement si il existe r sections

globales (sy,...,s,) telles que en tout point x € B, les vecteurs (sy (x),...s, (x)) forment
une base de ’espace vectoriel F, (la fibre au dessus de x), continuement par rapport a .
On dit alors que l'on trivialise le fibré F et que (si,...,s,) est une trivialisation du
fibré F.

Démonstration. En effet si p € F), est un point quelconque dans une fibre, on le décompose
dans la base : p =", #;s; (), avec t; € R, et on a un isomorphisme entre le fibré F et le
fibré trivial B x R" :

h: (x,p) € F — (x,t1,...,t,) € BxR"

On définit la boule de dimension n par :

B, :={z e R" |z| < 1}

Théoréme 23.1.5. Tout fibré F' — B, sur la boule B, = {x € R", |z| < 1} avecn > 1
et de rang r > 1 quelconque est trivial. Plus généralement si [’espace de base B est
contractible alors F' — B est trivial.

Démonstration. (voir [16, prop.1.7, cor.1.8|). L’idée est de “progresser sur des petits ou-
verts”, et utiliser que le fibré est localement trivial par définition. ]

23.1.1 Topologie d’un fibré vectoriel de rang 1 sur S'!

Aprés la définition 23.1.2 d’isomorphisme entre espaces fibrés, il est naturel de se de-
mander si un espace fibré vectoriel F' — B donné de rang r, est isomorphe au fibré trivial
Eq.(23.1.2), et plus généralement de classifier (si possible) tous les fibrés vectoriels de rang
r fixé au dessus d’'un espace de base B fixé, i.e. déterminer 'espace Vecty (B). Détecter
la topologie d'un espace fibré vectoriel F' — B consiste a identifier sa classe d’équivalence
dans Vecty (B). Ces questions sont trés difficiles en général, sauf en petites dimensions.

L’exemple le plus simple est le cas ot I'espace de base est le cercle B = S et le rang
est 7 = 1, c’est a dire que chaque fibre est isomorphe (comme espace vectoriel) a la droite
R.

On imagine sans peine deux exemples d’espace fibré de rang 1 sur S! :

— Le fibré trivial S' x R que l'on obtient & partir du fibré [0, 1] x R sur le segment

x € [0, 1], en identifiant les points (0,t) ~ (1,t), pour tout ¢t € R.
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— Le fibré de Moébius, que l'on obtient a partir du fibré [0,1] x R sur le segment
z € [0,1], en identifiant (0,t) ~ (1,—t), t € R, c’est & dire que l'on recolle les
extrémités a “I’envers”.

Le fibré de Moebius n’est pas isomorphe au fibré trivial. Une fagon de le justifier est que
dans le cas du fibré trivial, le complément de la section nulle (s (x) = 0,Vz) a deux compo-
santes connexes, alors que pour le fibré de Moebius, le complément n’a qu’une composante.
(Faire une construction en papier que l’on coupe au ciseaux selon s (z) = 0).

! — se..c}%'tfﬁf\
nolle

Lo N b )
Jibad Foiiall . STx R gied enen idel (Vo)
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Théoréme 23.1.6. Tout espace fibré réel F — S* de rang 1 est isomorphe au fibré trivial
ou au fibré de Mdebius. Autrement dit il y a seulement deux classes d’équivalences :

Vecty (S') = {0,1}

associée a un indice SW = 0 : fibré trivial, SW = 1 : fibré de Moebius, qui s’appelle
Uindice de Stiefel-Whitney. On dit que lindice SW caractérise la topologie du fibré F.

Démonstration. Partant d'un fibré quelconque F' — S de rang 1, on coupe 'espace de
base S! en un point, et on se retrouve avec le fibré [0,1] x R sur le segment x € [0, 1].
Pour reconstruire le fibré initial F', il y a deux possibilités : pour tout ¢t € R, identifier
(0,t) ~ (1,t), ou (0,¢) ~ (1, —t), ce qui donne respectivement le fibré trivial ou de Moebius.
Plus précisément cette construction montre ’existence d’'un homeomorphisme entre F' et
le fibré trivial ou le fibré de Moebius. ]

Remarque :

— Dlindice de Stiefel-Whitney SW = 0,1 donne donc le nombre de 1/2 tours que font
les fibres au-dessus de l'espace de base S'. Le cas SW = 2 (1 tour complet) est
isomorphe au fibré trivial. On convient donc que 'indice SW € Z/ (2Z), c’est a dire
SW est un entier modulo 2. On verra plus loin, Théoréme 23.1.7 page 258 qu’il est
intéressant d’avoir la structure additive sur les indices SW (1 + 1 = 0 par exemple).

— Remarquer que dans 'espace R?, un ruban faisant un tour, ne peut pas étre déformé
continuement vers le fibré trivial?. Cette restriction est due au plongement dans
'espace R? (dans R*, cela serait possible), et n’est pas une propriété intrinséque du
fibré qui est trivial d’aprés la définition 23.1.2.

Calcul de I’indice topologique de Stiefel-Whitney : Nous avons donné la définition
23.1.3 d’une section s d’une fibré ' — B. On appelle zéro de la section s les points
x € B tels que s(xz) = 0. Une section est localement comme une fonction numérique
a valeur réelle, donc génériquement, elle s’annulle transversallement en des points isolés.
Noter que “générique” signifie “sauf cas exceptionnel”.

La figure suivante montre que l'on a le résultat suivant :

2. Preuve : si on découpe ce ruban sur la section s = 0, on obtient deux rubans entrelacés, alors que la
méme découpe pour un ruban trivial donne deux rubans séparés.
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Théoréme 23.1.7. Si F — St est un fibré réel de rang 1 sur S*, et s est une section
“générique”, alors l'indice topologique SW (F) est donné par

SW(F)= Y o)

z t.q. s(z)=0

ot 0s () = 1 pour un zéro générique de la section s. La somme est obtenue modulo 2, et
ainsi SW (F) € Zy = {0,1}. Le résultat est indépendant de la section s choisie.

A = 4
- —gcﬁzmj de Haé%(w;

SWeAdr 4 =o S
s Bl bunald

23.1.2 Topologie d’un fibré vectoriel de rang 2 sur 5>

Dans cette section nous considérons un autre exemple simple : nous montrons que 1’on
peut caractériser la topologie d’un espace fibré vectoriel de rang 2 sur la sphére S2. Nous
procédons de fagon similaire au cas précédent. Pour simplifier on suppose que les fibres
sont toutes orientées.

Construction d’un fibré de rang 2 sur S?. Voyons tout d’abord comment construire
un espace fibré de rang 2 sur S%. On découpe la sphére S? le long de I’équateur, obtenant
deux hémisphéres H, et H,. On considére les fibrés triviaux Fy = H; x R? et F, = Hy x R?
sur chaque hémisphére. Pour construire un fibré sur S?, il suffit de décider comment “coller”
ou “identifier” les fibres de F} au-dessus de I’équateur avec celles de Fh. Notons 6 € S!
I'angle® (longitude) qui caractérise un point sur I’équateur. Notons ¢ () € S 'angle qui
signifie que la fibre F; (0) est recollée a la fibre F} (0) aprés une rotation d’angle ¢ (6). En
notation complexe, F (§) = ¢ [} (§). Aprés recollement des deux hémisphéres et des
fibres au dessus de 1’équateur, on obtient un fibré F' — S? de rang 2. Ainsi le fibré F que

3. Ici on note S! le cercle. § € St est donc repéré par un angle 6 € [0, 27].
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I’on vient de construire est défini par sa fonction de recollement sur I'équateur :
p:0eS" =) es!
C’est une fonction continue et périodique donc : ¢ (27) = ¢ (0) [27], soit
¢ (2m) = ¢ (0) + 27C, CeZ (23.1.4)

I'indice entier C représente le nombre de tours que fait ¢, lorsque 6 fait un tour. On
appelle C' le degré de ’application ¢ : S* — S'. 1l est clair que deux fonctions ¢, ¢’
sont homéomorphes si et seulement si elles ont le méme degré C' = C’, et par conséquent
les fibrés F' et I sont isomorphes si et seulement si C' = C".
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Théoréme 23.1.8. Tout fibré réel F' — S? de rang 2 est isomorphe a un fibré construit
comme ci-dessus avec une fonction de recollement sur [’équateur. Sa topologie est carac-
térisée par un entier C' € Z appelé (1er) indice de Chern. Autrement dit

Vects, (52) =17

Démonstration. 11 nous faut montrer que tout fibré F' est isomorphe & un fibré construit
comme ci-dessus. Partant d'un tel fibré F', on coupe I'espace de base S? le long de I'équateur
noté E pour obtenir deux fibrés [y — H; et Fy — H,. Chacun de ces fibrés est trivial car*
les espaces de base sont des disques By(voir Théoréme 23.1.5). Le fibré F' est donc défini
par sa fonction de recollement au dessus de I’équateur F. O

Théoréme 23.1.9. Le fibré tangent T'S? n’est pas trivial, son indice de Chern est :

C(T5%) =+2 (23.1.5)

Exercice 23.1.10. Ecrire la preuve du théoréme 23.1.9. Aide : utiliser deux champs de
vecteurs vy, vy sur les Hémisphéres Hy, Ho, comme pour la définition de 'indice de Chern.
Solution : voir page 329.

Remarques :

— Le fibré trivial S% x R? a l'indice de Chern C' = 0.

— On verra plus loin un exemple important en physique® de fibré F — S? de rang 2
réel avec I'indice de Chern C' (F') = —1. Cela nous fera donc trois exemples de fibrés
sur S2, avec indice C' = 0,42, —1.

— Dans les exemples précédents, 'indice de Chern permet de caractériser la topologie
du fibré (& isomorphisme prés). En dimension supérieure, il existe plusieurs indices
de Chern, mais ceci ne suffisent pas en général & caratériser complétement la to-
pologie du fibré. L’exemple le plus simple est un fibré complexe de rang 2 sur S°,
pour qui Vect? (S°) = 74 (U (2)) = {0,1} (appelé “domaine instable”), mais dont les
indices de Chern sont toujours nuls. La K-théorie est une théorie qui fournit une
classification partielle des fibrés vectoriels|16].

4. Voir [16, corrollaire 1.8 p.21] ou d’aprés l’explication suivante : on choisit un vecteur non nul vy €
Fy (zg) ou oy € Hj est le pole nord. Soit xy € E un point sur ’équateur. En utilisant un transport paralléle,
on transporte le vecteur vy du point gy vers zy € F, radialement. Cela définit une section v; jamais nulle
du fibré F; — H;, montrant que ce fibré est trivial, donc isomorphe & F; ~ H; x R2. De méme pour
F2 ~ H2 X R2.

5. en rapport avec le spin 1/2 ou les systémes quantiques a 2 états
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23.1.2.1 Connexion et indice de Chern

On verra plus loin que la topologie du fibré (son indice de Chern) peut se calculer a 1’aide
de la courbure qui provient d’'une connexion. Par exemple dans le cas du fibré tangent a une
surface T'S, on a une expression pour 'indice de Chern a partir de 'intégrale de courbure,
appelée formule de Gauss-Bonnet,

C(TS) = zi//s kd*s (23.1.6)

™

ou k est la courbure de Gauss. Dans le cas de la sphére S? de rayon R, la courbure est

k= partout donnant C (T'S?) = = ffs Ld2s = ‘212 —9

Remarque :

— La courbure d’une surface est une notion de géométrie. Elle varie continuement
et change si on déforme la surface. Au contraire, I'indice de Chern d’un fibré est un
entier, c’est un indice topologique qui ne varie pas lorsque 1’on déforme continu-
ment la surface. C’est une quantité plus “robuste”, et indépendante de la géométrie.
La formule de Gauss-Bonnet (23.1.6) est un exemple de formule ot on déduit des
quantités topologiques a partir de quantités géométriques (Si on modifie la
surface continuement l'intégrand varie, mais le résultat de 'intégrale reste un entier
constant).

23.1.2.2 Topologie d’un espace fibré sur S? a partir des zéros d’une section

Remarquons qu’une section s d’un fibré de rang 2 sur une surface est localement comme
une fonction & deux variables et & valeurs dans R2, donc génériquement, elle s’annulle
transversalement en des points isolés. Si § € S paramétrise un petit cercle de points
autour d’un zéro x € S? de s, alors par hypothése, la valeur de la section s (zy) € F,, = R?
est non nulle pour tout zy, et 'on note ¢ € S! son argument. Au zéro est donc associé une
application ¢ :  — ¢ (0) dont le degré aussi appelé indice du zéro de la section (défini
par Eq.(23.1.4)), sera noté o, (z) € Z. Génériquement, o, () = £1. (Noter que le signe
de o, () dépend de l'orientation choisie de I'espace de base et de la fibre. Dans le cas du
fibré tangent, ces deux orientations ne sont pas indépendantes, et le résultat o, (x) devient
indépendant de l'orientation).
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Théoréme 23.1.11. Si F — S? est un fibré réel de rang 2 sur S?, et s est une section
“générique”, alors l'indice topologique de Chern C'(F) est donné par

CFy= Y o S/ (23.1.7)
z 1.q. s(z)=0

o o5 (x) = +1 caractérise le degré du zéro. Le résultat est indépendant de la section s
chotsie.

Démonstration. Dans la preuve du théoréme 23.1.8, on a construit des sections jamais
nulles v1, vy respectivement des fibrés ' — H,, ' — H,. Si on modifie ces sections vy, vo
pour les faire coincider sur ’équateur dans le but de construire une section globale s du
fibré ' — S2, on peut y arriver sauf en des points isolés, qui seront les zéros de s, et on
s’apercoit que la somme des indices sera égale au degré de la fonction de recollement ¢
donc a C (F). O

Exemple du fibré tangent 7'S? La figure suivante montre un champ de vecteur sur la
sphére S2. C’est une section globale du fibré tangent. Ce champ de vecteur a deux zéros
d’indice +1 chacun. Ainsi on retrouve C (T'S?) = +2, soit Eq.(23.1.5).
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— C=d44d4=2

Remarque : Sil’on souhaite expliciter le champ de vecteur, on peut prendre le vecteur
fixe dans R? : V' = (0,0, 1) orienté selon I'axe 2. Alors pour un point z € S? donné¢, on
choisit :

V, =PV eTS? (23.1.8)

est un vecteur tangent (ici P, est le projecteur (77?)). Le champ de vecteur V, s’annulle au
pole nord et sud, avec un indice +1.

Exercice 23.1.12. Le fibré canonique sur P (C?)

Considérons 'espace vectoriel complexe H = C2. 11 est utilisé en mécanique quantique
pour décrire des systémes & deux niveaux. Si ¢ € C2, 1 # 0, on associe 'espace de
dimension 1 :

W] ={ M, eC}cC
Alors I'ensemble de ces espaces est noté P (C?) appelé espace projectif complexe.
1. Montrer que P (C?) = S? est une sphére.

2. Pour un point [¢)] € P(C?) on associe l'espace vectoriel Fiy; = [¢] lui méme. On
obtient un espace fibré complexe de rang 1

F—P(C?
appelé fibré canonique sur P (C?). Montrer que son indice de Chern est :
C(F—-P(C%))=-1

Exercice 23.1.13. Une matrice Hermitienne 2 x 2 peut s’écrire :

10+ iy ) 1 o

avec & = (z,y,2) € R § € R et les matrices de Pauli ¢ = (0,,0,,0.). On a Tr (H) = 6.
On va supposer 6 = 0.
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FIGURE 23.1.2 — Surfaces de genre g

1. Calculer les valeurs propres E_ (¥) < E, (¥) de H. Pour quel(s) paramétres Z a t-on
dégénérescence F, (7) = E_ (&) 7 Tracer les surfaces Ey (z,9,0) € R en fonction de
(z,y) € R?. Pourquoi appelle t-on cela le “point diabolo” ?

2. Si il n’y a pas dégénérescence, on note F. () C C? les espaces propres associés
(espaces complexes de dim 1). Si B C R? est une surface plongée, qui ne contient pas
les lieux de dégénérescence, on obtient donc deux espaces fibrés de rang 1 Fy — B.
Donner la valeur des indices de Chern C' (FL), selon la surface B.

3. Plus généralement, si B est une surface (dim 2 réelle) compacte interprétée comme
un “espace de paramétres”, et b € B — H (b) € Herm (C?) une famille continue
de matrices Hermitiennes dépendant des parameétres b, a quelle condition F, — B
définissent des espaces fibrés de rang 17 Dans ce cas donner une formule pratique
pour calculer leur indices de Chern C' (Fy).

Exercice 23.1.14. Surfaces fermées orientées
Solution : voir page 330.

On admet le résultat suivant dit “théoréme de classification des surfaces” : une surface
orientée fermée sans bord est homéomorphe & 'une des surface suivante, caractérisée par
son genre g € N, qui est le nombre de “trous” c’est a dire de “ances”

On note & une telle surface, et on défini 'indice de Chern du fibré tangent T'S par

I’entier :
C(TS) = Z os (%)
z*e€S,/s(x*)=0

ol s est une section générique de T'S (i.e. champ de vecteur), et o, (2*) = £1 est le degré
du zéro de la section en z*. On a vu que C (T'S) ne dépend pas de la section s choisie.

1. On choisissant une section appropriée, montrer graphiquement que
C(TS)=2-2g

2. Une triangulation (respect. polygonisation) de la surface est un graphe recouvrant
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la surface et dont les faces sont des triangles (respect. polygones). On note

V= nombre de sommets (Vertices)
E = nombre d’arétes (Edges)
F = nombre de faces

et 'on définit I'indice d’Euler Poincaré par
X(S)=V-E+F

Montrer que

X (8)=C(TS)

et déduire donc que x (S) est indépendant de la triangulation. (Aide : utiliser une
section globale de T'S adaptée a chaque triangle, avec un zéro au centre de la face,
au milieu des arétes, et aux sommets)

3. Choisir des exemples de triangulation (ou polygonisation) de la sphére (ou du tore)
et vérifier la formule y (S) = C (T'S) = 2 — 2¢. (Ex : tétraedre, etc...).

23.2 Connexion et dérivée covariante

23.2.1 Définition d’une connexion ou dérivée covariante

— Soit M une variété. On considére un espace fibré vectoriel
F—M

de rang 7.
Rappel : cela signifie que en tout point x € M, la fibre F, est un espace vectoriel
réel (ou complexe) de dimension 7. Voir definition Eq.(23.1.1) page 250.
— Eventuellement, on supposera qu’il y a une métrique® dans chaque fibre F,, notée
h.. Ainsi si s, $9 € F.
hx (81, 82) eR (2321)

On notera
|s|> = hy (s, 5) (23.2.2)

la norme associée.
— Si le fibré est complexe de rang r, i.e. dim¢ F, = r, la métrique h est une métrique
hermitienne”. On dit que F est un espace fibré hermitien.

6. Attention, il s’agit d’'une métrique dans chaque fibre F, et non pas d’une métrique sur M qui
correspondrait & une métrique sur chaque espace tangent T, M.
7. cad h(asy,bsz) =abh (s1,s2), pour a,b € C
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La notion de connexion que ’on va introduire maintenant est une structure supplémen-
taire sur l'espace fibré qui “connecte” les fibres les une aux autres (localement). Lorsque
on se déplace continuement d’une fibre & une autre en suivant cette connection, on dit
que 'on suit le transport paralléle. Il y a plusieurs facon équivalentes de formuler la dé-
finition d’une connection, et la plus pratique utilise 'opérateur différentiel appelé dérivée
covariante. Si on se déplace d'une fibre & une autre sans suivre la connexion, la dérivée co-
variante mesure la déviation par rapport au transport paralléle. Voici la définition précise,
et son interprétation ci-dessous :

Définition 23.2.1. Une connexion D (ou dérivée covariante) sur un espace fibré
vectoriel FF — M est un opérateur différentiel d’ordre un :

D:C®(F) = C*(A'®F) (23.2.3)
tel que pour toute fonction f € C*° (M), et section s € C* (F)
D(fs)=(df)s+ f.Ds: (23.2.4)

appelée régle de Leibnitz. (équation interprétée ci-dessous). Si de plus, il y a une
métrique h sur F, on impose a la connexion de préserver le produit scalaire : si
1,89 € C™ (F),

d(h(s1,82)) = h(Dsq,82) + h(s1, Dsg) (23.2.5)

(équation interprétée ci-dessous). On dit que la connexion est compatible avec la mé-
trique hermitienne h.

Remarques :

— D’une certaine fagon la connexion généralise la différentielle d, Eq.(20.5.1), qui cor-
respond au cas d’un fibré trivial ' = M x R”" et pour laquelle on a la régle de
Leibnitz (20.5.2).

— Pour expliquer la définition ci-dessus, notons que en tout point x € M, le produit
tensoriel AL ® F, est un espace vectoriel et donc Ds € C*™ (A! ® F) signifie que
(Ds) (x) est a valeur dans cet espace. AL = T*M est espace cotangent, le dual de
I'espace tangent, donc la composantes dans A de Ds est faite pour se contracter
avec un vecteur tangent : si V' € T, M est un vecteur tangent alors (Dys) (z) € F.
Donc si V€ C®(TM) est un champ de vecteur et s € C*™ (F) une section, la
“dérivée covariante selon V7 donne une autre section :

s' = Dys € C® (F)
et la relation de Leibnitz s’écrit (utilisant (18.4.1)) :

Dy (fs)=df (V) s+ fDys=V (f)s+ fDys (23.2.6)
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— La figure ci-dessous montre que au point x € M, Dys (x) € F, mesure 'écart entre
la section et le transport paralléle dans la direction V.

Y b
B2 o
\ = - - ‘DIA B Fmrf" WAQQQE fe
T
X
D
commaxion, Denivse (orenceds v

— En particulier, on dit que la section s suit le transport paralléle selon la direction
V au point x € M si

(Dys) (z) =0.

— Expliquons Eq.(23.2.5) : SiV € C* (T'M) est un champ de vecteur, alors Eq.(23.2.5)
et Eq.(18.4.1) donnent :

V (h(s1,82)) = dh (s1,82) (V) = h(Dysi,s2) + h (s1, Dy sz)

ce qui signifie que la variation du produit scalaire h (s, s2) dans la direction V' est
liée aux dérivées covariantes Dy sy et Dy so. En particulier, si les sections s; et s
suivent le transport paralléle selon la direction V', c’est a dire si Dy sy = 0, Dy sy = 0,
alors V' (h (s1,52)) = 0. Le produit scalaire h (s, s) est constant et donc préservé
dans la direction V.

— Sur tout fibré vectoriel, il existe toujours des connexions. (preuve : on en construit
par partitions de l'unité |11, p.19])

23.2.2 Exemple : la connexion de Levi-Civita

Il s’agit d'un exemple trés important, qui apparait souvent en physique et qui d’un
certain point de vue est universelle, au sens ou tout fibré avec connexion peut se ramener
a cette situation.

Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) fixé munit d’une métrique h (Euclidienne
ou Hermitienne), et M une variété différentiable. Soit r» > 1 entier. On suppose donnée
une application C* :

FizeM—F,CH (23.2.7)
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ou pour tout x € M, F, est un sous espace vectoriel de H de dimension r. Cela défini un
espace fibré vectoriel de rang r sur M noté F' — M. Notons

P.:H— F,

le projecteur orthogonal sur F,.

Théoréme 23.2.2. L’opérateur différentiel
D:=P.d (23.2.8)

ot d la différentielle ordinaire dans H, est une connection compatible avec la métrique,
appelée connexion de Levi-Civita.

Démonstration. Vérifions d’abord que D satisfait bien Eq.(23.2.4). On utilise le fait que
pour une section s € C* (F), s(z) € F,, donc P,s(x) = s(z). On calcule dans l'espace
H :

D (fs) = Pd(fs)= P ((df)s+ fds) = (df) Ps+ fPds = (df) s + fDs.

On vérifie maintenant que D vérifie la relation de compatibilité Eq.(23.2.5). Une section
s1 € C™ (F) peut étre considérée comme une application s; : M — H. Alors

dh (s1,82) = h(dsi, s2) + h (s1,ds2)
or Psy = sy et P est un projecteur orthogonal donc P = P, donc
h(dsy,s9) = h(dsy, Psg) = h (PTdsl, 52) = h(Pds1,$2) = h(Dsy, s2)
de méme h (s1,dss) = h(s1, Dsg). On obtient Eq.(23.2.5). O

Nous allons considérer maintenant deux exemples particuliers mais importants en physique
de connexion de Levi-Civita provenant d’une application comme (23.2.7).

23.2.2.1 Exemple : fibré tangent 7'M d’une variété M C R". Pendule de Fou-
cault

Pendule de Foucault : Pour plus de détails, voir le cours [12].

Dans l'espace euclidien R? (donc ici H = R?), considérons une surface S C R? lisse. En
chaque point x € S, 'espace tangent T,S C R? est un sous espace linéaire de R3. Ainsi
lapplication F': x € S = F, :=T,S C R? est de la forme (23.2.7).

La connexion de Levi-Civita D = P,d définie plus haut est dans le cas présent une
connexion sur le fibré tangent 7'S.

Il se trouve que cette connexion a une importance directe dans 1’évolution du “pendule
de Foucault”. Dans ce cas, on considére la surface S = S? (surface de la Terre, fixe par
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rapport aux étoiles). Le direction du pendule de Foucault est repérée par un vecteur tangent
vy € T,S?. Comme la Terre tourne, le point = se déplace sur la surface S?. On montre que
par “principe d’inertie”, et dans le régime adiabatique (période du pendule <période de
rotation de la Terre) que le vecteur v, suit le transport paralléle :

Dv, =0

Cette équation détermine 1’évolution du pendule.

Remarque 23.2.3. Le produit scalaire euclidien sur R? induit un produit scalaire sur chaque
espace tangent 7,.S, autrement dit une métrique g sur la surface S appelée métrique in-
duite. On montrera dans la Section 23.3 que la connexion de Levi-Civita considérée ici
est identique a la connexion de Riemann définit directement par cette métrique g. (La
connexion de Riemann est associée a une variété Riemannienne, et ne nécessite pas que
celle ci soit plongée dans un espace Euclidien. On parle de connexion “intrinséque”).

Fibré tangent 7'M d’une variété M C R" Plus généralement si M C R" est une sous

variété de ’espace euclidien H = R", on a les méme considérations, i.e. une connexion de

Levi-Civita sur I'espace tangent T'M et une métrique induite g sur M. De plus la connexion

de Riemann définie plus loin coincide avec cette connexion de Levi-Civita.

— Dans le cas d’un sous espace linéaire M C R™ alors T,M = M est constant. Par

conséquent le projecteur P, est aussi constant et pour une famille de vecteurs v €
T,M = M, la dérivée convariante D = Pd = d s’identifie & la dérivée ordinaire d.

Dans le cas d'une variété M C R" (penser une surface S C R?), il y a plusieurs notions

importantes que l'on peut considérer a partir de la connexion de Levi-Civita :

Géodésiques : Si () est une courbe paramétrée sur M, alors on considére son vecteur

vitesse v (t) = ‘;—Z (vecteur tangent & ), et par définition on dit que 7 est une géodésique

si v (t) suit le transport paralléle, i.e.

D, =0 (23.2.9)
ou % = 0. Intuitivement cela signifie que v (¢) reste le plus paralléle possible. (Noter que
dv

dans le cas d'un sous espace linéaire cela donne ¢ = 0 soit v = cste. Donc une géodésique
est une droite paramétrée de sorte a avoir une vitesse constante).

— De fagon “expérimentale” pour construire une géodésique sur une surface S, partant
d'un point zy et d'un vecteur vitesse vy € T,,S, il suffit de poser soigneusement
un ruban de scotch partant de ces conditions initiales. Plus généralement montrer
I’équivalent de cette affirmation pour une variété M C R"?

— En relativité générale, I'espace temps est une variété Lorentzienne M. Si on imagine
M C RY™ comme sous variété d’un espace linéaire de Minkowski R'™ (on suppose
que T, M n’est pas de type espace en aucun point), le fibré tangent T'M a une
connexion de Levi-Civita. En relativité, la “ligne d’univers d’une particule libre” est
une géodésique. Le transport paralléle d'un repére le long de cette géodésique définit
le “référentiel d’inertie” de la particule.
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Holonomie : On verra ci-dessous la notion d’holonomie induite par la connexion. Par
exemple, 'angle de Foucault mesuré aprés un jour est une holonomie. Pour une surface,
I’holonomie est est angle. Plus généralement dans le cas M C R"™, I'holonomie est une trans-
formation orthogonale de O (n) (SO (n) si la variété est orientée). En relativité, I’holonomie
a une importance pour 'effet de “précession de Thomas” (ref : Itzykson-Zuber).

23.2.2.2 Exemple de la Connexion de Berry

Pour plus de détails, voir le cours [12].
En mécanique quantique 1’état d’un systéme physique est représenté par un vecteur
1 € ‘H dans un espace de Hilbert. L’équation de Schrédinger qui régit 1’évolution temporelle
de 1 (t) est linéaire (on a posé h=1) :
dy 4
1— =H 23.2.10
W i (23.2.10)
et par conséquent cela définit une évolution sur I'espace projectif [¢ (¢)] € P (H). Il est donc
naturel de considérer le fibré canonique F' — P () qui est un fibré de rang 1 complexe, et
ou une fibre au dessus de [¢)] avec ¢ € H b # 0, est définie par

F[w] = {)\w,A € (C}
c’est a dire les vecteurs proportionnels & ¢). On a une application
F [w] G]P(H) _>FM CH

qui est de la forme (23.2.7). Par conséquent il y a une connexion de Levi-Civita sur le
fibré canonique, appelée “connexion de Berry” en physique. On montre que 1’évolution
quantique ne suit pas le transport paralléle de cette connexion :

Proposition 23.2.4. Si ¢ (t) est solution de l’équation de Schridinger (23.2.10), alors
la dérivée convariante est donnée par :

Dy (YHY)

v _ b 23.2.11

dt (Yly) ( |
on voit apparaitre “I’énergie moyenne” Ey, = %ﬂj@

Exercice 23.2.5. Montrer (23.2.11).
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23.2.3 Expression de la connexion par rapport a une trivialisation
locale du fibré

(réf : J.P. Demailly chap.V [10]).
Soit F' — M un espace fibré vectoriel de rang » munit d’une connexion D. Soit U C M
un petit domaine ouvert, tel que le fibré F' — U soit trivial ®.

23.2.3.1 Choix de Jauge
On rappelle une définition déja donnée au Th. 23.1.4 page 255.

Définition 23.2.6. Un “choix de Jauge” ou trivialisation du fibré F' — U est un
ensemble de r sections C* de “référence”

o= (01,...,0.) (23.2.12)

tels que pour tout x € U, (01 (x),...,0, (x)) forme une base de la fibre F,.

;2,0

Ainsi, une section s € C* (F') peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs

de base : i

s(@) = v (x)ou(z) =0
p=1
ot Y* (x) € R formant les composantes’, sont des fonctions C* a valeurs réelles (ou
complexes pour un fibré vectoriel complexe).

8. Rappelons que pour des raisons de topologie (voir Th. 23.1.4 page 255), si le fibré F n’est pas trivial,
il n’est pas possible de trouver une trivialisation sur tout I’espace M, mais cela est toujours possible sur
un voisinage U d’un point par définition d’un espace fibré. (Il suffit que U soit contractile).

9. Par convention, on utilisera des indices grecs p, v, ... pour les composantes dans la fibre F;, et des
indices 1, j, . . . pour les coordonnées sur M ou les composantes dans ’espace tangent.
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Pour chaque p € {1,...,7}, la dérivée covariante de la section o, est Do,. C’est une
1-forme & valeur dans F' que I'on décompose aussi par rapport a la base (), :

Do, =Y _ Ao, (23.2.13)
A=1

oll composante Aﬁ € C° (A') est une 1-forme sur U C M, et ensemble de ces composantes

forment une matrice 'V :

A= (4)) € C* (A' ® Hom (R",R"))

puA=1...r

appelée la matrice de 1-formes de connexion ou “potentiel de Jauge” qui repré-
sentent la connection par rapport a la trivialisation. Noter que A dépend du choix de
Jauge o.

La régle de Leibnitz (23.2.4) donne alors :

Ds=D <Z W@) => djror+> 4" Do, (23.2.14)
H A M
= dron+ Y Aoy = (dzw +> WA;) o
A A H

A

donc en abrégé :

Ds~ dip + A (23.2.15)

Interprétation : si V' € T, M est un vecteur tangent alors la dérivée covariante Dy s ~

V (¢) + A (V) est représenté sur la figure suivante (dans le cas simple d’un fibré en
droites, i.e. de rang r = 1).

Lommaxion por aﬂa{a?&xiﬁ" A wove section do

Aﬁg&@w@ T

10. Rappel : Hom (R",R") est I’espace des matrices r x 7 (ou homomorphismes de R" dans R"). Ce sera
Hom (C",C") pour un fibré complexe.
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Ecriture dans un systéme de coordonnées Si (zy,...2,) est un systéme de coor-
données locales sur U C M, alors pour chaque indice p,v =1...7 la 1 forme A} s’écrit

Z A dxj

avec les composantes

Ay (x) =1A;  (r) € C.

Mo

De méme

et donc (23.2.14) donne

(do? ® o)) (23.2.16)

||
|| M
QD
%
+
s\g
<
=
fm

faisant apparaitre la composante (% +iy i w“Aﬁ’j> qui est 'expression que 1’on ren-
contre dans les livres de physique comme définition de la dérivée covariante.

23.2.3.2 Cas d’un fibré hermitien :

Si de plus F' est un fibré hermitien de rang r, cela signifie qu’il y a une métrique h,
dans chaque fibre F, voir eq.(23.2.1). Chaque espace F}, est un espace hermitien !

11. Rappels sur le groupe unitaire et ses générateurs :

Il faut avoir présent a 'esprit les résultats suivants sur le groupe U (r) des matrices r X r unitaires,
c’est adire U € U (r) vérifie U*U = 1d . Si F est un espace vectoriel complexe de dimension 7 munit d’une
métrique hermitienne A, alors un opérateur unitaire est représenté dans une base orthonormée par une
matrice unitaire.

Si on écrit U = exp (A), on dit que A est un générateur de U (ou élément de 1’algébre de Lie
u(r)). alors U*U = Id < exp (A*)exp (A) = exp (0) & A* + A = 0. Autrement dit A est une matrice
anti-hermitienne :

A*=-A
Une écriture équivalente (préférée en physique quantique) est U = exp (iH) avec H hermitien : H* = H =
—iA. On écrit
H € Herm (C")

Dans le cas 7 = 1, (une matrice unitaire U € U (1) est un nombre complexe de module 1), U = e = €%,
avec A = ip € iR.



CHAPITRE 23. ESPACES FIBRES ET CONNEXIONS 274

Proposition 23.2.7. Pour un fibré hermitien, il est naturel de choisir les sections o de
références (25.2.12) formant une base orthonormée, c’est a dire que en tout point x € M :

hy (0, (z),0, () =0,

Par rapport a un tel choix de trivialisation, la matrice de connexion A(x) est anti-
hermitienne, c’est a dire : A* (x) = —A(x). Dans le cas d’un fibré hermitien de rang
r =1, alors A(x) € iR. Voir figure.

Schotrma de ,Ar[\/) M

Démonstration. Avec I'équation de compatibilité (23.2.5) on déduit :

0=dh(ou,0,) =h(Doy,0,)+ h(o,, Do,)
=h <Z Az(f)\,O',,> +h <aﬂ, ZA;\O')\>

:Z aA,ay ZA h(ou,0x) Z:‘i‘fw
A

5)\,11
= (A" + AL
donc
A+ A=0 iA= (ZA)*

23.2.3.3 Transformation de Jauge

Si & est une autre trivialisation (i.e. autre choix de Jauge) du fibré F' — U, avec U C M,
on écrit

G(r)=T(z)o(zx), x€U, T(z)eGL(F,) (23.2.17)
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ou T (z) € GL (F,) est une application linéaire inversible inversible de F}, i.e. une matrice
r X r inversible qui transforme la base o (z) en la base & (x). On dit que Eq.(23.2.17) est
une transformation de Jauge. 7' (z) € GL (F,) dépend de x € U de fagon C*.

Noter que si le fibré I’ est hermitien et que les bases ¢,c sont orthonormées, alors
T (x) € U (r) est une transformation unitaire (ou T (z) € O (r) orthogonale dans le cas
d’un fibré réel). Si de plus le fibré est de rang r = 1, alors

T (x) = ¥, o(z) eR

est un nombre de module 1, caractérisé par une phase ¢ ().

Proposition 23.2.8. Avec un changement de trivialisation Eq.(23.2.17), la matrice de
1-forme de connexion A se transforme comme :

A=TAT ' +d1. T (23.2.18)
Une section s s’éerit : }
s=v.0=v.0

et donc les composantes se transforment comme :

O(a) =@ T (@) = (T (1)) ¢ ()

Remarque 23.2.9. Dans le cas d’un fibré hermitien de rang r = 1, alors T (z) = ¢#(®),
A € C° (A') est une 1-forme & valeur dans iR, et on obtient

A=e®Ae™ +d () e (23.2.19)
— A+idy (23.2.20)

Dans un systéme de coordonnées (z!,...z"), on écrit la 1-forme

A=iA=) iA(z)da' (23.2.21)

—

Les composantes réelles A (x) = (A (2),... A, (2)) de Eq.(23.2.19) s’écrivent :

ff: A+ grad ()

qui est Iexpression de Transformation de Jauge rencontrée en électromagnétisme pour le
potentiel vecteur.

Démonstration. On a par définition



CHAPITRE 23. ESPACES FIBRES ET CONNEXIONS 276

donc en utilisant la régle de Leibnitz

D (To) = ATo
edT o+ TAo = ATo
edT +TA=AT
SA=dT. T~ '+ TAT™

Aussi

23.2.4 Courbure

Avant de définir la courbure, on généralise I'action de la dérivée covariante aux p-formes
a valeur dans F'. Le cas p = 0 est déja définit par Eq.(23.2.3).

Définition 23.2.10. On définit la dérivée covariante agissant sur 'espace des sections
C*(APQF) :
D:C*(N@F) = C® (A" ®F)
pour tout p > 0, en imposant que si f € C (AP) et s € C* (F') alors
D (fs) = (df) s+ (—1)" f A Ds
I1 découle de (20.5.2) que pour tout s € C* (A?® F') alors

D(fAs)=df Ns+ (=1)" f A Ds

Remarques :
— Cela est similaire a la loi de Leibnitz des formes différentielles Eq.(20.5.2). C’est une
extension de la loi de Leibnitz aux formes différentielles & valeurs dans un fibré F'.
— SiseC® (N ®F), et
§ >~

g

alors comme pour Eq.(23.2.15), on obtient :

Ds~dp+ (-1)"ypNA
~ dip + AN (23.2.22)
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Théoréme 23.2.11. "Définition de la courbure Q7. Pour tout s € C* (A1 ® F) on
a:

DDs=QAs (23.2.23)
avec

Q e C* (A* @ Hom(F))

(c’est a dire que en chaque point x € M, Q (z) € A2® Hom (F,) est une 2-forme a valeur
dans les transformations linéaires de la fibre F, (ou anti-hermitien, iHerm (F,), si le fibré
est hermitien). ) est appelé tenseur de courbure.

Par rapport a une trivialisation o,

D~ Q, =dA+ANA (23.2.24)

(ou AN A signifie la matrice de 2-formes : (ANA)) = 37\ Ay AN AY), et Q, (2) €
A2 ® Hom (R") est la matrice de 2-formes qui représente Q dans la base (0u), c’est a dire

Qo = ()0,

m

Remarque : de fagon similaire on peut écrire l'effet sur les composantes. Sis =Y "o,
alors QA s =) Yo, avec Y =37 (), AY”.

Démonstration. On a
Ds>~dyp+ ANy

donc
DDS%d(dw—i-A/\lﬁ)—i—A/\(dw—i—A/\z/})
%d2¢+dAAw—A/\dw+A/\dw+A/\A/\w
~ (dA+ANA)AY

Proposition 23.2.12. “Autre expression de la courbure” (qui sert souvent de dé-

finition, [29] p.462). Pour tout champ de vecteur U,V € C*(TM), et section s €
C® (N ®F)

Q (U, V) S = [DU, Dv] S — D[va]S (23225)
ou [Dy, Dy] := DyDy — Dy Dy, et [U, V] a été étudié en Eq.(18.3.8).
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/f;%&w?mﬁ // e courlouing

FIGURE 23.2.1 — Transport paralléle et courbure.

Démonstration. (tiré de [10] prop.3.6) Dans un systéme de coordonnées et pour une tri-
vialisation ¢ du fibré,

V—;vaﬂ, 52 4
Ds~dp+ AN
A=Y Ayda
J
donc
Dys =V () +A(V)v

()

Pour simplifier le calcul, on peut supposer que en un point donné x € M alors A (z) =0
(cela s’obtient par une transf. de Jauge (23.2.18), avec T (z) = Id, dT (z) = —A(x)) alors
d’apres (23.2.24)

Q, () =dA(x).
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Donc

0A; . ,
Q(U,V)s = (dA) (U, V)1 = (Z]: 8%7 dx /\dxj> (U, V)¢
.y OA.
— /) _ X/ TT J
(U'V? —V'UY) e
Par ailleurs (rappel que A; (z) = 0),

i 9 (9
DyDys =, ZU (axi +Ai> Zva (% + Aj) W
7 J

B OV oY iy 0% i OA;
_;U (83:1) <8a:j> UV Oxiox) UV &in

donc
VI VI [ 9y
DUDVs — DvDUS = ; (U or -V O ) (%)
o . 0A;
UV - ViUi) =2

or d’aprés Eq.(?7?), si W = [U, V] alors

(O
ZEIN )
J

OV7 OV (O
— i _
_Z,Zj (U oz’ v 8xi) <E)mj>

[DU, Dv] S = D[Uy]S + Q (U, V) S

donc

Exercice 23.2.13. monter que une autre écriture possible de A A A est :

1 1 [ —
ANA==[A Al == E:A*®AV
: 2[ ’ ] 2</\:1 8 A)

v
I

279

(23.2.26)

ment de Jauge (25.2.17) alors

Proposition 23.2.14. “Changement de Jauge pour la courbure” Sous le change-

(23.2.27)
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Démonstration. Cette formule découle directement du fait que Q (z) € A? (z) ® End (F},)
et que c’est la formule de transformation de la matrice €2, d’'un endomorphisme. En effet :

05, =Y ()6, =) ()Y Thox
o A

I

mals aussi :

Q0, =0 (Z T”al,) Z T”Qay car {2 est un tenseur
=2 T2 (%
Par identification des composantes devant oy, on obtient :

Z ST = ZT” Yo QT =TQ, & Q; = TQ, T

m

]

Remarque 23.2.15. dans le cas d’un fibré Hermitien de rang 1, d'une part la matrice
Q, (z) est 1 x 1, c’est a dire que c’est une 2-forme & valeur nombre (complexe). Les termes

commuttent et par conséquent
Q5 (z) = Qo (z)

Autrement dit, la courbure est une 2-forme sur M indépendante du choix de Jauge. Ce
résultat se retrouve a partir de (23.2.24) car AN A =0 (car A est une matrice 1 x 1) donc

Q, = dA (23.2.28)
et par changement de Jauge (23.2.19), A = A + idyp on obtient
Qs = dA = dA +iddp = dA = Q,

car ddy = 0.

23.2.5 Expression de la courbure pour la connexion de Levi-Civita

Considérons a nouveau ’exemple (23.2.7) d’un espace fibré F' — M ot les fibres F,, C H
sont des sous-espaces vectoriels d’un espace hermitien H fixé. La métrique sur H induit
une connexion D = Pd sur F' appelée connexion de Levi-Civita, eq.(23.2.8).
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Proposition 23.2.16. Pour la connexion de Levi-Civita D = Pd, la courbure est
Q=P(dPNdP)P € C%(A*® Hom(F)) (23.2.29)

C’est a dire ques ses composantes sont

Qu = Zpua(dpaﬁ/\dpﬁw)Pw

a,Byy

Démonstration. On a
D?s = Pd (Pds) = P (dP N ds)

or s = Ps donc
ds = d(Ps) = (dP) s+ Pds

donc
D’s=1P (dP NdP)s+ (PdP P) A\ds

or P? = P (projecteur) donc

dP P+ PdP =dP < PdP P+ PdP P = PdP P

& PdPP =0
donc
D?s = P (dP N\ dP) Ps = Qs
donc {
Q= P(dP AdP) P = SP[dP.dP] P
(comme pour (23.2.26).) O

23.2.5.1 Cas d’un fibré de rang 1

On utilise les “notations de Dirac” : si E est un espace vectoriel, u € E est noté |u).
Un vecteur dual o € E* est noté («|. Le crochet de dualité est noté o (u) = (o|u). Un
opérateur A de rang 1 sur E peut s’écrire : A = |u){a| avec u € E, a € E*. Si E est muni
d’un produit scalaire aussi noté (.|.), et u € E on note (u| € E* le dual métrique. Ainsi le
projecteur orthogonal P : E — E sur u s’écrit :

(dans la deuxiéme expression, on a supposé ||u|]” = (ulu) = 1).
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Proposition 23.2.17. Dans le cas d’un fibré complexe de rangr =1, sio(z) € F, CH
est une trivialisation locale unitaire de F', alors le projecteur orthogonal sur F), est

Py = |o)(al,
la 1 forme de connection A € C™ (M;AY), (25.2.13), est
A = (ol|do),
courbure Q € C°° (M; A> @ Hom (F)) est
Q2 (2) = |o){do| A ldo) (o] = Qo (2) Pr
avec la deux forme sur M :

Qp = (Z(@Mcﬂ&,a) (dz™ A dx”))

"%
qui est indépendente de la trivialisation.

Démonstration. le projecteur orthogonal P, : H — F, s’écrit (avec la notation de Dirac) :
Pp = o (x)) (o (2)]
D’aprés (23.2.13), on a
Ao = Do = Pdo = |o)(o]|do)
donc A = (o|do). On a dP = |do){(o|+|o)(do| et utilisant 1 = (o|o) donc (o|do)+(do|o) =
0, la formule (23.2.29) donne
Q(z) = P(dP NdP) P = |o)(o]| (|do){o| + |o)(do]|) A (|do){o] + o) (da]) |o) (o]
= |o)(oldo) A (oldo) (o] + |o)(aldo) A (dolo) (o]
+ |o){do| Aldo){o] + |o)(dolo) A (dolo) (o]
o) (do| A |do) (o]

(Z@a\am (dat A da:”)) P, =Q(z) P,

u?y

]

@@Plus généralement, Ecrire explicitement 1’expression de la courbure si le fibré F' de
rang 7 est donné dans une base fixe.
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23.2.6 Transport paralléle, holonomie et courbure
23.2.6.1 Transport paralléle

Supposons F' — M un fibré vectoriel muni d’une connexion. Soit v (¢) € M une courbe
paramétré C> sur M, t € [0, 1]. On note V (t) = ‘2—Z € Ty M le vecteur vitesse.

Si v (0) € F,0) est un vecteur donné dans la fibre F, ) au dessus du point initial, on
définit le vecteur v (t) € F, ;) dans chaque fibre par la condition de “transport paralléle” :

D (t)
dt

= Dv(t)v (t) =0

Cela définit de fagon unique v (t) pour tout ¢ € [0, 1] (car par rapport a une trivialisation
locale c’est une equation différentielle ordinaire du premier ordre).
Ainsi on obtient une application linéaire

Fyoy — Fyq

7;’(0)%'7(1) : {U (O) Y (1)

appelée “transport paralléle le long de la courbe +”. Elle ne dépend pas de la para-
métrisation '? de la courbe.

On a la formule de composition évidente pour tout point intermédiare ¢ € [0, 1],

Trt)=(1) © Tr@)=t) = TH(0)=(1)

Proposition 23.2.18. Dans le cas d’un fibré Hermitien de rang r, avec une métrique
compatible, alors le transport paralléle préserve la norme dans les fibres, i.e. c¢’est est un
opérateur unitaire

Ty € U (Fy), Fy)
(respect. Ty0)—~a) € O (Fy(o), F,Y(l)) est orthogonal si le fibré est réel).

Démonstration. d’apreés la condition de compatibilité

A @I dhwo) .0 (% @,U(t)) h ( 0. 22 (t)) 0

dt dt

donc la norme est conservée. O]

12. En effet, un changement de paramétrage donnera un changement de vecteur vitesse V’ = ¢.V mais
la dérivée covariante est linéaire en V' donc on a Dy/v = D.yv = c¢Dyv = 0.
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23.2.6.2 Holonomie

Considérons un cas particulier ou la courbe 7 est fermée, c’est a dire que v (1) = 7 (0).
Alors F, ) = F, ) et le transport parallele donne un endomorphisme :

Ty0) = Ty~ € End (Fy )

appelé holonomie de la courbe 7 mesurée au point v (0). On a vu que 7T, est
indépendant de la paramétrisation. Mais T,y dépend du point de départ v (0) sur la
courbe fermée. En fait pas tant que cela comme le montre 1’exercice suivant.

On peut convenir de définir «y (¢) pour tout ¢ € R par “périodicité” c’est a dire y (t + n) :=
v (t), t €[0,1], n € Z. On définit alors T ) := Tyt)—rt+1) € End (Fy(t)) comme étant 1’ho-
lonomie mesurée au point 7y (t).

Exercice 23.2.19. Si 7 (t) est un autre point sur la courbe fermée -, montrer que :

—1
Ty = Ty © Ty © (Th0)vn) € End (Fy))

autrement dit les holonomies mesurées en différents points sont des applications conjuguées.
(Elles ont donc le méme spectre).

Conséquence de Proposition 23.2.18 :

Proposition 23.2.20. Dans le cas d’un fibré Hermitien de rang r avec une métrique
compatible, I’holonomie est un opérateur unitaire

Ty € U (Fyo)

(respect. Ty € O (F'y(O)) est orthogonal si le fibré est réel. Si de plus la variété M est
simplement connexe alors Ty € SO (F'y(O)))~

Remarque 23.2.21.

— dans le cas d'un fibré de rang 1, I'holonomie 7,y € End (F'y(())) est un nombre
(réel ou complexe) non nul. Les transformations commuttent et donc I’holonomie

Tty = Ty0)

est indépendante du point de mesure et on peut donc la noter 7.
— Si de plus, c’est un fibré hermitien de rang 1, alors 7, € U (1) est un nombre

complexe de module 1 qui s’écrit :

T, = eth()

ot h(y) € R mod 27 est une “phase” appelée “phase de Berry” en physique.
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— Dans le cas d’un fibré réel de rang 1, avec une métrique compatible, I’holonomie est
T, € O(1) = {—1,1}. C’est un indice topologique. Cette situation apparait pour le
fibré de Moebius par exemple (pourlequel I'holonomie est 7, = —1).

— Dans le cas d'un fibré réel de rang 2 avec une métrique compatible I’holonomie est
T, € 0(2) ={—1,1} x50 (2), c’est encore un groupe commutatif donc I’holonomoie
ne dépend pas du point de mesure. A nouveau la partie dans SO (2) est caractérisée
par un angle i () € R mod 27. Dans le cas du pendule de Foucault, I'angle de
Foucault est

PFoucault = h (’7) —2m
voir [12].

Supposons que F' est un fibré hermitien de rang 1 (ou fibré réel euclidien de
rang 2 orienté).

Proposition 23.2.22. Dans le cas d’un fibré hermitien de rang 1 F — M, si v C U
est un chemin fermé contenu dans un domaine U C M ou on a une trivialisation o de
F — U, et sivy est le bord d’une surface K :

v = 0K, KcU

Alors U’holonomie h (vy) de la connezion au dessus du chemin ~y est donnée par

h(+) = exp (z 7581( A) ~ exp (z /K Q)

Voir figure.

Remark 23.2.23. Dans le cas d’un fibré de rang 1, et de la connection de Levi-Civita avec
une Section o, alors
A =iA = —i(o|do) : 1-forme réelle.

donc

b =i fl 97 i

Démonstration. cela découle de la formule de Stokes et de (23.2.28).
Détailler @QQ (cf chap 1) O
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/kumpwuf‘:"// kb bleremie

Remarques :
— Cette formule est utile dans le cas de l'effet Aharanov -Bohm, ou 2 = B est le
champ magnétique, et donc I’holonomie est reliée au flux du champ B. (Voir sujet

proposé).
— Il n’y a pas de formule analogue pour un fibré général de rang r > 2 (sauf si fibré
Abélien, cf Fedosov p.23 [11]). Le probléeme vient du fait que les opérateurs de

courbures ) (z) ne commuttent pas en différents points x. Cependant la formule
(23.2.25) donne un résultat “infinitésimal” dans le cas général (interprétation : U, V
générent un petit chemin 7 parallélogramme sur M). Voir figure 23.2.1.

23.2.7 Propriétés de la courbure

Théoréme 23.2.24. Si la courbure est nulle : Q0 = 0, on dit que F' est un fibré plat,
alors dans un voisinage de chaque point, il existe une base de sections paralléles :

Do, =0

Cela signifie que au-dessus d’un tel voisinage, le fibré F' est isomorphe a un fibré trivial
F =U x R" avec la connection du fibré trivial qui est simplement la dérivée extérieure :
Ds = ds.

Démonstration. QQ voir [10] p.297, ou [29] p.463. Si Q2 = 0, alors d’aprés (23.2.25), dans
un systéme de coordonnées locales on a

0= (g2 3) = [P 0]
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Pour tout f, il est alors possible de résoudre localement les équations D o o, (z) = 0 (th.
15}

de Frobenius). Si (0, (0)), est une base de F,—o alors dans un voisinage de z =0, (o (%)),
est une base de Fj,. O

Théoréme 23.2.25. Identité de Biancht :

D=0

Démonstration. Pour tout s € C* (A’ ® F) on a
D3*s = D?(Ds) = QA Ds

et aussi
D?s = D (D?*s) = D (Qs) = DQA s+ QA Ds

donc DS) A s pour tout s, donc
DQ =0

23.2.8 L’électromagnétisme est une théorie de Jauge abélienne

(ref : Ttzikson-Zuber [17] p.31, Voir [25] ou [9].)
Rappelons que pour un fibré complexe de rang 1, la courbure Q € C* (A?) est une
deux forme sur M a valeur dans iR.

Modéle géométrique On considére une variété Lorentzienne (M, g) de dimension 4.
On considére un espace fibré hermitien de rang 1, ¥ — M ; muni d’'une connexion D
compatible avec une métrique notée h, (.,.) = (., )g,. Une section s € C* (F') de ce fibré
est appelé un champ complexe (scalaire). Le Lagrangien de ce champ est défini au
point x € M par

L (z) := | Ds (2)l[3yer, — m° lls (@), = 1920}

ou m > 0 est la “masse” du champ.

Signification physique : La variété Lorentzienne (M, g) modélise I'espace-temps. 11
va apparaitre ci-dessous que la courbure €2 de la connexion décrit un champ électroma-
gnétique sur l'espace temps et que le champ s décrit une particule chargée de spin 0
de masse m, par exemple un pion 7" ou 7~ soumis a ce champ électromagnétique. Pour
montrer cela on va écrire le Lagrangien dans un systéme de coordonnées et retrouver les
équations connues en physique.
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23.2.8.1 Expression dans un systéme de coordonnées :

On suppose un systéme de coordonnées locales %, i = 0,1,2,3 sur M, et on note
g =73 ¢gijdx" ® da’ la métrique de Lorentz de signature (—1,+1,+1,+1).
Supposons que ¢ soit une trivialisation unitaire du fibré F' (cad |o (x)| = 1, Vx € M)
alors on écrit
s(z) =1 (z) o (z)
o ¢ € C™ (M) est une fonction complexe sur l'espace-temps (champs scalaire complexe).
On a vu en (23.2.16) que

Ds = Z (gd; —i—A]w) de’ @ o
j

avec A = iy 7 | Ajdr’ la 1-forme de connexion et avec A; (r) € R composante réelle.
Alors

0 0
|]Ds||il®F = (Ds, Ds)pigr = Z (g’l)m. (adi Z.Azlﬁ) ( ;Z) + Z.Aﬂ/f)

Z‘?j
Notons (comme dans les livres de physique)

(9)7 = (97"),,, A:=g"A

N
o) = o
0 = g0,

Par ailleurs posons
F=iQelC™ (M;AQ)

qui est une 2 forme a valeurs réelles. On écrit ses composantes

ij
Alors
1203, = (2 Qnz = (F, F)az = > F;Fyy(da’ ©da?, da” @ da’')
1,5,8" 5"
= Z FijFy g™ g7 = ZFZ;J-FZ'J
i,5,4,5' i,

et le Lagrangien s’écrit

Lo(x) = (0% + iAW) (0 + iAx) — m® |o* ZF”F”

7

Voir Itzikson-Zuber [17] p.31.
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23.2.8.2 Equations variationnelles

Proposition 23.2.26. Soit l’action du champ :

[6D)i= [ L) @

que l'on considére comme fonctionnelle dépendant de la section s € C™(F) et de la
connexion D.

1. L’action I (s, D) est extrémale par rapport au variations du champ s si et seule-
ment si s vérifie I’équation de “Klein-Gordon”

D*Ds —m?s =0 (23.2.30)
ot D* est le dual de D
D*:C*¥ (N @ F)—=C®(A\"'®F)

2. L’action I (s, D) est extrémale par rapport au variations de la connezion D si et
seulement ’équation de “Maxwell” est vérifiée :

d*Q = (Ds,s)p, (23.2.31)

Remarque 23.2.27.
1. On définit le Laplacien sur F' par Ap := D*D, (cf [10] p.335). C’est un opérateur
autoadjoint. Alors (23.2.30) s’écrit :

Aps —m?s =0

2. Dans l'équation (23.2.31), la connexion intervient dans la courbure 2 et dans le
membre de droite. En posant F := i) € C™(A?) deux forme a valeurs réelles
appelée “tenseur électromagnétique” et J :=i(Ds, s)p 1-forme a valeurs réelles
appelée “densité de courant”, alors I'équation de Maxwell (23.2.31) s’écrit :

J=dF

On retrouve 'équation de Maxwell sous la forme (21.0.6) déja étudiée. On y avait
retrouvé la formulation de Maxwell de 1865, dans le cas de I'espace-temps de Min-
kowski.

3. Dans un systéme de coordonnées I’équation de Klein-Gordon s’écrit :

(0 +iAD) (0; +iA) v +m*p =0
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et pour I’équation de Maxwell on a vu que Ds =), (% + Aiw) dr' ® o donc

J=i(Ds,s)=1i) (g;i + z'AZ-@/J) Yda’

= (=i0ppap + A; [¢]?) da’

(c’est I'écriture habituelle dans les livres de physique, cf [17, (1-160) p.31].)

Démonstration. Soit B € C° (F) une section a support compact. On note s, = s + 73
une variation de la section s € C*° (F') avec 7 € R. Alors I (s) est extrémale si la variation
suivante est nulle pour tout ( :

9,
= 2/ ((DB, Ds)y — m*(8,s)) pwol

=2 /(ﬁ, D*Ds — m?s) flyor

0= %Hs +76) =0 = % / (D (s +78),D (s +78)) =m*((s +75), (s +75))) ftua

vrai pour tout 3, d’ot D*Ds — m?s = 0.

On verra en Prop 23.2.28 que si D), est une famille de connexions dépendant d'un para-
meétre A € R alors la variation de la connexion s’écrit (%D/\>>\:o =C € C®(A' ® End (F)).
Cela implique ' (B%Q,\)/\:O = dC'. Alors

0 0
0= 5[ (D/\)/)\zo = a_)\/(<D)‘S’D>‘S>Ai®Fz — <Q/\79/\>A%) Lol
= 2/ (<CS7 DS>A}C®FZ - <dC, Q>A?p> ol
pour tout C' € C= (A' @ End (F)) donc (s, Ds)p, — d*Q = 0. -

23.2.9 Theéories de Jauge non abéliennes (Yang-Mills)

Il s’agit d'une généralisation immédiate de la formulation précédente au cas d’un fibré
de rang r > 1 quelconque.

13. En effet d’apreés (23.2.28), Q = dA, or C = 43 donc 2! = dC.
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Modéle géométrique On considére une variété Lorentzienne (M, g) de dimension 4 qui
modélise I'espace-temps. On considére un espace fibré hermitien de rang r > 1, FF — M
muni d’une connexion D compatible avec une métrique notée h, (.,.) = (., )g,. Une section
s € C™ (F) de ce fibré est appelé un champ complexe. Le Lagrangien de ce champ
est défini au point x € M par

2 2 2
Ly (2) = |Ds (@)[10r, = m" s @7, = 12052 orerm(r)

ou m € R est la “masse” du champ.

Noter que la nouveauté par rapport au cas précédent de 1'électromagnétisme (fibré de
rang r = 1) est que dans une trivialisation locale, s € C*° (F) a r composantes complexes
appelées en physique "champs scalaires”. La courbure Q € C* (A? ® Herm (F,)) est une
deux forme a valeur dans les endomorphismes Hermitiens de F,. Or dim (Herm (F})) =
r?. Donc dans une trivialisation locale, ) est représenté par r? deux formes (champs de
tenseurs) appelés en physique les “champs de bosons intermédiaires”. Noter que le
“groupe de structure” est U (r) = SU (r) x U (1) et de fagon équivalente le générateur de
U (1) est Id € Herm (F},) et les générateurs de SU (r) sont les endomorphismes Herm (F})
de trace nulle. Ces derniers forment un espace de dimension 7% — 1. Le produit scalaire dans
Herm (F,) utilisé dans HQHi%@Herm(FI) est simplement le produit scalaire de Hilbert-
Schmidt : si F' est un espace vectoriel hermitien, et A, B € End (F') alors

(A,B)ps :=Tr (A*B)

Signification physique :

— La théorie “interaction électro-faible” est une théorie de Yang-Mills : on consi-
dére un fibré Hermitien vectoriel complexe de rang r = 2. La courbure Q a r? = 4
composantes (des champs de tenseurs), appelées les champs de photon ~, bo-
son Zy, W, ,W_. en particulier le photon est générateur du sous groupe U (1) et
les autres de SU (2). La section s décrit une particule de masse m soumises a ces
champs de “forces électro-faibles”. La section s a r = 2 composantes. Dans ce cas le
Lagrangien est plus compliqué que ci-dessus avec la présence du champs de Higgs,
responsable d’une “brisure de symmétrie”.

— La théorie “Quantum ChromoDynamique” (Q.C.D.) ou “théorie de la force
nucléaire forte” ou “interaction forte” est une théorie de Yang-Mills : on consi-
dére un fibré Hermitien vectoriel complexe de rang r = 3. Mais avec le groupe de
structure SU (3) (et non pas U (3)). La courbure Q a r* — 1 = 8 composantes (des
champs de tenseurs), appelées les champs de gluons (g;),_; . La section s décrit
une particule de masse m soumises a ces champs de “forces nucléaires fortes”. La
section s a r = 3 composantes, appelées “couleurs” R,V, B.
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23.2.10 Variation et changement de connexion

ref : Fedosov : p.22.

Etant donné une espace fibré vectoriel F© — M, celui ci admet plusieurs connexions
possibles. Une connexion n’est pas un tenseur (car D (fs) # fD (s)) mais la proposition
suivante montre que la différence entre deux connexions est un tenseur.

Les résultats de cette sections seront utiles pour établir des formules variationnelles
en théorie de Jauge (ou les champs de “Bosons intermédiaires” sont modélisés par des
connexions sur un fibré) ou en relativité générale.

Proposition 23.2.28. (Taylor [20] ex.1 et 2 p.465,et ex.5 p.468) Si D, D sont deux
connexions sur un fibré vectoriel E — M alors elles sont reliées par

Dys = Dys+ C (U, s)

pour tout champ de vecteur U € C* (T'M) et section s € C* (E), ot C est un champ de
tenseur, 1.e. une section :

CeC®(T"®@E*®FE)
(cela signifie que C(U,s) € E et C(fU,s) = C(U, fs) = fC(U,s) pour toute fonction
f e C®(M)). Inversement si C est une telle section, et D une connexion alors D = D+C

est ausst une connexion.
Notons Cy (s) := C (U, s). On déduit que les courbures respectives sont reliées par

Q(U, V)S =0 (U, V)S+ [CU,D\/] S — [C\/,DU]S (23232)
— C[U7v]8 + [CU, C\/] S (23233)

appelée identité de Palatiny,

Démonstration. Posons C (U, s) = Dys — Dys. D’aprés la définition 20.2.1 page 213, pour
vérifier que c’est un tenseur il faut vérifier la propriété de linéarité par rapport aux argu-
ments en tant que fonctions : pour tout f € C* (M), il faut que C (fU,s) = fC (U, s) et
C (U, fs) = fC (U, s). Remarquer que pour la dérivée convariante, on a Dyys = fDys mais
par contre d’apres la loi de Leibnitz (23.2.6) : Dy (fs) = U (f) s+ fDy (s) ce qui signifie
que D n’est pas un tenseur, mais plutot un opérateur différentiel d’ordre 1. D’aprés la loi
de Leibnitz justement, C (U, fs) = fDy (s)— fDy (s) = fC (U, s) et C (fU,s) = fC (U, s).

On utilise ensuite simplement Eq.(23.2.25) : Q (U, V) s = [DU, DV] s— Dyyvys. On écrit

DUD\/S = DU (Dvs + C (‘/, S)) = DU (Dvs) + C (U, Dvé‘) + DU (C (Vv, S)) + C (U, C (‘/, S))
de méme

DyDys = Dy (Dys) + C (V, Dys) + Dy (C (U, s)) + C(V,C (U, s))
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donc

Q(U,V)s= Dy (Dys)+ C (U, Dys) + Dy (C(V,s))+ C (U,C(V,s))
— Dy (Dys) — C(V,Dys) — Dy (C (U, s)) — C(V,C (U, s))
— Dyyys = C([U, V], s)
=Q(U,V)s+C (U, Dys)— Dy (C(U,s)) — (C(V,Dys) — Dy (C(V,s)))
—C(U,V],s)+C(UC(V,s)—C(V,C(U,s))

—~
—~

Ce qui donne (23.2.32). O

23.2.11 Dérivée covariante de tenseurs

Ref : [29, p.464],[28, p.131], [19] p.53.
La définition premiére de dérivée covariante (23.2.3) s’applique & des sections du fibré
F — M. On peut alors facilement étendre la notion de dérivée covariante a des produits
tensoriels de fibrés, en exigeant la loi ordinaire de la dérivée d'un produit (leibniz) ainsi
que d’autres propriétés naturelles.
— Sil'on consideére les fonctions f € C* (M) comme des sections d’un fibré trivial, on
convient que la dérivée covariante est égale a la dérivée extérieure :

Df :=df (23.2.34)
(et done Dy f = ((df)U) = U (f)).

23.2.11.1 Produit tensoriel de Fibrés. Dérivée covariante D sur I ® Fy

Si Fi — M, F, — M sont deux fibrés avec des dérivées covariantes respectives Dy, Do,
alors sur le fibré produit tensoriel F; ® F, (ou par définition une fibre est (F; @ Fy) :=
(F1), ® (F»),) on considére la dérivée covariante :

D (Sl X 52) = (Dlsl) (059 So + S1 X (DQSQ)

étendue par linéarité.

23.2.11.2 Fibré dual, trace partielle. Dérivée covariante D sur F*

Si F' — M est un fibré, on définit le fibré dual F* — M par le fait que chaque fibre
est espace dual : F = (F,)" des fibres de F.

Si on considére des produits tensoriels de fibrés comme F'® F'® F* il y a la notion de
contraction d’indices, aussi appelée trace partielle qui est une opération dans chaque
fibre au dessus de x € M fixé : si (ej)j est une base de F, (fk)]c est la base duale dans

Fr(ie. f*(e;) = bj—k), alors (e; ® e; ® fF) ;.5 €5t une base (F®F ® F*),, et un tenseur

Z’7
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te F® F® F* se décompose comme t = Zj ti’j (ei ®e; ® fk). On définit par exemple la
contraction entre le premier indice et le troisiéme indice par :

TI'173 (t) = Z thde] € Fz
j i

Bien que 'on ait utilisé une base, cette définition est intrinséque, i.e. ne dépend pas de la
base choisie. On a par conséquent une opération de contraction d’indices sur les sections
(toujours entre un fibré et son dual). Par exemple :

Trl,gCoo(F®F®F*)—>C’°°(F)

etc
On exige que la dérivée covariante commutte avec I'opération de contraction d’indice :

Try 5 (D (1) := D (Trp5 (¢)) (23.2.35)

Alors si D est une dérivée covariante sur F' — M, cela définit uniquement une dérivée
covariante D sur le fibré dual F*. En effet si s € C®(F), et a € C®(F*) alors
Tris (@ ®s) = a(s) € C® (M) est une fonction donc avec les conventions précédentes, on
écrit sur le fibré F* @ F :

D(a®s)=(Da)®s+a® Ds
on fait la contraction d’indices :
Trio (D(a®s)) =Tris ((Da) @ s) + Trys (a ® Ds)
et (23.2.34) et (23.2.35) donnent :
4(a(5)) = (Da) (3) + o (Ds)

(on observe que la dualité est respectée) et on obtient I'expression suivante qui détermine
Da :
(Da) (s) = d(a(s)) —a(Ds)

23.2.11.3 Dérivée covariante D sur Hom (F|, F;) = Ff ® Fy

Comme autre exemple, considérons A € C* (Hom (F}, Fy)) ou Fy, F» sont deux fibrés
avec connexions respectives Di, Dy. On veut montrer que la dérivée covariante de A est
déterminée a partir de Dy et Dy. Pour sy € C™ (Fy),ona A (s1) € C* (Fy), et les définitions
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qui précédent nous permettent d’écrire ' :
D (A(s1)) = (DA) (s1) + A(Ds1)
donc DA est déterminée par :

(DA) (s1) =D (A(s1)) — A(Dsy).

23.2.11.4 Dérivé covarinate d’une métrique

Autre exemple : si h est une métrique hermitienne du fibré F' — M, i.e. une métrique
h (s1, $2) dans chaque fibre F,, alors h € C° (F* ® F*). Et on a

d(h(s1,82)) = (Dh) (s1,82) + h (Ds1,89) + h(s1, Ds3)

En particulier, on déduit que la condition que la métrique A soit “compatible” avec la
connexion, d’aprés la définition (23.2.5), s’écrit tout simplement que sa dérivée covariante
est nulle :

Dh =0

23.2.11.5 Formule générale

Plus généralement et de fagon similaire, la dérivée covariante est bien définie sur un
fibré de la forme F* ® ... @ F* ® FF ® ... ® F' a partir de la dérivée covariante D sur F.

On a la formule pour t € C* ((F*)®a ® (F)®b) :

d(t(s1,.. Sq,1,...,qp)) = (Dt) (s1,...8q,01,...,0p)+t (Dsy, S2,...)+. ..+t (s1,...,Dag,as ..

& (Dt) (81, Sa, 1, ... ap) =d(t(...) —t(Ds1,89,...) — ... —t(s1,..., Do, aq...)
(23.2.36)

14. Comme on a l’équivalence Hom (Fy, Fy) = F} ® F», une autre fagon équivalente (plus compliquée)
est d’écrire pour ag € C* (Fy),

d(A(s1,a2)) = (DA) (s1,a2) + A(Ds1,a2) + A(s1, Dag)
que 'on peut écrire :
d(az (A(s1))) = a2 (DA) s1) + a2 (A(Ds1)) + (Daz) (A (s1))

et par ailleurs d(a2(A(s1))) = (Dag)(A(s1)) + as (D (A(s1))). On déduit : az (D (A(s1))) =
as ((DA) s1) + as (A (Dsy)) vrai Vas, et Pon trouve le méme résultat : D (A (s1)) = (DA) (s1) + A (Dsy).

)
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23.3 Connexion de Riemmann sur une variété Rieman-
nienne

Dans la section précédente, on a étudié un espace fibré F' — M munit d’une connexion
hermitienne. Dans cette section on va considérer un cas particulier d’un tel fibré, qui
est trés important. Il s’agit du fibré tangent a la variété M de base :

F=TM

C’est un fibré réel de rang n = dim M. On supposera de plus que M est une variété
Riemanienne, c’est a dire qu’il y a un tenseur métrique g comme défini page 164. Comme
les fibres sont justement les espaces tangents F, = T, M, g est une métrique sur le fibré au
sens considéré dans Eq.(23.2.1).

23.3.1 Connexion de Riemann

Ce qui est particulier dans le cas d’une connexion sur le fibré tangent (contrairement
a une connexion générale Eq.(23.2.3)), est que dans l'écriture DyV, les éléments U,V
appartiennent tous deux au méme espace qui est ’espace tangent.

Cette remarque est a 'origine du résultat fondamental suivant :

Théoréme 23.3.1. Il existe une unique connexion sur le fibré tangent T M, appelée
connexion de Riemann notée :

D:C™(TM)— C™(A'®@TM) (23.3.1)
qui préserve la métrique (comme on l’a écrit dans Eq.(23.2.5)) : si U, V,W € C* (T'M)
Ulg(V,W)) = g(DyV, W) +g(V,DyW) (23.32)

et qui vérifie de plus :
DyV — DyU = [U, V], VU,V € C*(TM) (23.3.3)

appelée condition de “torsion nulle”. Cette connexion est alors déterminée par [’expres-
s0n
29 (DgV, W) =Ug(V,W)+Vg(UW)—-Wg(U,YV)

(En effet, cela détermine bien la connexion D car g est non dégénérée et utilisant la
notation (??), on a DyV = g ' (g (DyV,.)))
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Démonstration. Dans I'équation (23.3.2) on permutte U, V, W et on utilise la symétrie et
linéarité de g afin d’exprimer :

Ug(V\W)+Vg(UW)=Wg(UV)=g(DuV,W)+g(V,DyW)+ g (DyU W)
+ g (U, DyW) — g(DwU,V) — g (U, Dw'V)
+9(DuV,W) — g (DyV,W)
=29 (DyV,W)+g(DvU — DyV, W)
+g9(DvW — DwV,U) + g (DuW — DwU, V)

Alors eq.(23.3.3) implique (23.3.4). Cela montre I'unicité de la connexion.
Pour montrer I'existence, inversement, on suppose que la connexion D est déterminée
par (23.3.4), et on déduit que :

vraie pour tout W, ce qui implique (23.3.3). De plus, on a
2g (DyV,W) 429 (V,DuyW) =29 (DyV, W) +2g (DyW,V) =...=2Ug (V,W)

Ce qui montre (23.3.2) et donc (?7). O

23.3.1.1 Exemple : Sous variété d’un espace euclidien

Théoréme 23.3.2. 5@ on considere une sous variété lisse de ’espace euclidien
M C R"

alors les espace tangents T,M C R™ ont admettent la connexion de Levi-Civita (23.2.8)
D = Pd. Par ailleurs M a une métrique g induite par la métrique Fuclidienne de R™ qui
définit une connewion de Riemann sur T M. Ces deux connexions sont identiques.

Démonstration. On utilise 'unicité de la connexion de Riemann. On a déja vérifié (23.2.5)
page 268. Il reste a vérifier (23.3.3) :
DyV — DyU = PdyV — PdyU
=PUV -VU)=UV -VU = [U,V]

On a utilisé que si f € C* (M), dy (Vf)=U((V (f)) et PU=U, PV =V. O]

En particulier pour la sphére S? C R?, la connexion (?7) sur 7'S? est une connexion de
Riemman. On a déja étudié quelques aspects de la connexion de Riemmann dans le cas
d’'une surface S C R? au chapitre ?77.
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23.3.1.2 Expression par rapport a une trivialisation

Supposons donné un systéme de coordonnées (z',...,2"). Cela donne donc une base
de T, M notée 821- et donc une trivialisation du fibré tangent T'M avec :
0
0; = ——, 1=1 n
b Ox

Ce qu’il y a de particulier avec le fibré tangent, trés visible ici, est que ’espace de la fibre
T, M n’est pas indépendant de ’espace de base M.
En reprenant les notations (23.2.13) :

0 ;0
Dow = 245

ou A? est une 1-forme qui s’écrit donc :
n
J— J k
Al = 5 A dx
k=1

Les composantes Ag . qui sont des fonctions numériques sur M s’appellent symboles de
Christoffel.

On a ainsi :

D2 => Al 0 (23.3.5)

a " N M
5k O ik O

Remarque : une notation parfois utilisée pour la dérivée covariante est

Oé;j = D%Oé
Exercice : (cf [28] p.49).
Utilisant (23.3.4), montrer que dans un systéme de coordonnées, les symboles de Chris-
toffels sont donnés par :

1 (0gjx = Ogix 09i;
Al P J. v J
;gkl w2 (axl o0 T o

Montrer que
OGr
oxI

= Z gliAé’k + glkAé’i
!

et la symétrie des indices :
7l 7l
ij = i
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Démonstration. Appliquer (23.3.4) pour U = 8:5” V= (9:1:7’ W = % et utiliser [U,V] =
am‘?—;ﬂ — 81?—2811- = () etc pour obtenir la premiére identité. La compatibilité avec la métrique
(23.3.2) donne la deuxiéme identité. Finalement, la condition de torsion nulle (23.3.3) donne

Dy V = Dy U soit la symétrie Al = Al ]

Définition 23.3.3. Soit un chemin paramétré v : ¢t € [0,1] = v (t) € M et V; := in—(tt) €
T, yM le vecteur vitesse au point «y (¢) (voir page 147). La courbe y est une géodésique
si

DyV,=0, Wt (23.3.6)

On a déja vu la définition d'une géodésique page 269.

Exercice : Dans un systéme de coordonnées (x'....z"), si t
) b

montrer que eq.(23.3.6) s’écrit :

I
—~
8

—
—~
~
~—
8

3
—~
~
~—
~—

Vi, @) dtilAL =0 (23.3.7)

(Rem : cela ressemble aux équations de Newton : accélération = forces).

Démonstration. Si vy (t) = (2 (¢),...2"(t)) alors
.0

Vi= i —

! Zx Ox?

Donc utilisant la formule de Leibnitz (23.2.4)

DV, =0«
L0 o .0
0= Dy, <ZZ:$ 8xi> :zi:(d:v (Vt)) %—{_xDVt@wi
or i
di (Vt) —v, (xz) _ar (th(t)) i
donc
0= Zx oxt +Z Zx]Dai] oxt
=> Afjaak, donc

Y

O—Zw +Z ZﬂZAkW
A o o
_ Z (x + jZk:i%JA;ﬁ,j) s
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donnant (23.3.7). O

Proposition 23.3.4. Soit v, (t) est une famille de chemins (out € [0, 1] est le paramétre
le long du chemin ~y,, et s € R paramétrise les différents chemins). On suppose que les
extrémités sont fixées en a,b € M :

Alors le chemin vy = 7s—o est une géodésique (i.e. vérifie Eq.(23.3.0)) si et seulement sa

longueur est extrémale :
dl (s
( (. )) _ 9
ds /5=0

pour toutes les familles de chemin possibles (la longueur 1 (vs) a été définie par (18.5.12)).

¢ gt ] v
\/&Lu;zzjx-ém do chevarms

Démonstration. (de [28] p.48). On a I () = fol Vg Vi, Vp)dt ou V, = a%t(t) est le vecteur
tangent vitesse a 7, (t). D’aprés Proposition 18.5.11, la longueur est indépendante de la
paramétrisation. Pour simplifier, on peut donc supposer que la paramétrisation est choisit

telle que [|Vi]|,_o = ( g Vi, Vt)) = ¢ (i.e. vitesse constante). En chaque point v, (¢) de
s=0
la courbe 7y, on introduit le vecteur tangent “de déformation”

e (5)

En particulier aux extrémités,
Wo=W; =0 (23.3.8)

Alors

(%)820:/01 (%( g(vt,v»))szodt:/;%c (% (g(vt,v;)))szodt

:2% 0 (Wi (g (Vi, Vi) dt
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(d’aprés la définition (18.3.1)). Ensuite (23.3.2) donne W; (g (V;, Vi) = 29 (Dw, Vi, Vo).
De plus [W;,V;] = 82783&” — 823(;) = 0 donc (23.3.3) implique que Dy,V; = Dy, W, et
donc W, (g (Vi, Vi) = 29 (Dy, Wy, V;). Aussi (23.3.2) donne g (Dy, W, V) = Vi (g (W, V,)) —

g (Wi, Dy, V). Alors

(M)SZO _ 1/01 (Vi (g (W V) — g (Wi, Dy Vi) dit

ds c

Mais V; (¢ (Wi, Vb)) dt = d (g (W, V;)) et done

/O (Vi (g (Wi VA)) dt / A(g (Wi Vi) = g (Wi, Vi) = g (Wo, Vo) = 0

d’apres le théoréme de Stokes, et (23.3.8). Il reste

(M)SZO - —1/019<Wt,DVM> dt

ds c

appelée “formule de premiére variation de la longueur”. Or toutes les variations de

chemin possibles correspond a tous les choix possibles de champ de vecteur W;, et donc
<%)S:0 = 0 implique Dy, V; = 0 c’est a dire que 7, est une géodésique. La réciproque
est claire. ]

23.3.2 Courbure de Riemann

Définition 23.3.5. D’aprés la définition 23.2.11 page 277, le fibré tangent T'M munit de
la connexion de Riemann D, eq.(23.3.1), a la courbure 2 notée ici R, et appelée courbure
de Riemann. Elle est donnée par (23.2.25) :

R(U,V)W = [Dy, Dy]W — Dyyy|W (23.3.9)

avec

R € C*™ (A’ ® Hom (T M))

Remarque : Comme A? ® Hom (T, M) signifie une 2-forme a valeur dans un opérateur
linéaire de T, M, le tenseur R a 4 indices. C’est a dire que relativement & un systéme de
coordonnées

R~ Rl (da A da) (23.3.10)
k,l

ou a k, [ fixés, on considére 7, j comme les éléments d’une matrice. Cette matrice corres-
5 : = o 9\ 9 _
pond a la transformation de la figure 23.2.1. De facon plus précise, on a R (W’ W) 37 =

7 0
> i Bipigr
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Exercice : Utilisant (23.3.9) et (23.3.5), montrer :

4 DA
7 _ Jjl E
Démonstration. On choisit U = a%k’ V= %, W = == et utilise [U, V] = agﬁle — #ﬁw =

0. Alors d’aprés (23.3.5)
m 0
DyW = ZAjl_axm

et d’aprés Leibnitz (23.2.6)
0AT 0 0
v (D D = L~ 4 A"D
W)= Z v ( ) Ox* me v <8xm>

_Z axk axz ZA ZAkpa i :Z<8xk ZAZ Ap) oz

et de méme pour Dy (DyW) en échangeant les indices k et [. Ensuite (23.3.10) donne
R(U,V)W =3, Rl 2. Larelation (23.3.9), donne R (U, V)W = Dy (DyW)—Dy (DyW)
et implique alors (23.3.11). O

Définition 23.3.6. Le tenseur de Ricci est un tenseur symétrique d’ordre 2 :
k=Y Rig (23.3.12)

ce qui signifie qu’il est obtenu par une trace du tenseur de Riemann (opération indépen-
dante du systéme de coordonnées).
La courbure scalaire est

=3 (¢ ec*m) (23.3.13)

ik

(une trace aussi). En tout point x € M, S (x) € R est un nombre, S est une fonction sur
M.

Proposition 23.3.7. Dans le cas d'une surface S C R?® (dimS = 2), alors R = S =

2K Gauss 00 Kgauss = ﬁ est la courbure de Gauss.

Démonstration. QQ O]
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Interprétations :
— (ref : [29] p.484) Etant donné deux vecteurs tangents U,V € T, M, on définit la
courbure sectionnelle K (U,V) comme la courbure de Gauss dans le plan II
engendré par (U, V). On montre que

g(R(UV)V,U)

FOY) = omvr — g vy

et que K (U, V) ne dépend que du plan II.

— Une autre propriété est que K détermine le tenseur de Riemann R. ([29] p.479).

— La valeur diagonale du tenseur de Ricci dans la direction U : r (U,U) (ce qui dé-
termine r qui est symétrique) est donnée par (n — 1) fois la moyenne de K sur les
plans II qui contiennent U'.

— Le tenseur de Riemann caractérise la déformation de la métrique g par rapport a
une métrique euclidienne : il existe un systéme de coordonnées t.q. au point x = 0
on a

1
gij = 5ij + gRijkll'kl'l + @) (|l’|4)

— Le tenseur de Ricci caractérise la déformation de la forme volume par rapport au
volume euclidien :

1 )
Hovol = (1 - arjkxjxk + O (|l‘|4)> Heucl.

— La courbure scalaire caractérise le volume d’une petite boule B, (ou de sa surface
0B;) de rayon &, par rapport au volume euclidien :

Vol (BE) S 9 4
el St/ I
Volow (B2) 6t ¢ Cy
Vol (0B:) B S 4
Voleye (0B:) =1 6n€ +0 (8 )

23.3.3 Equations d’Einstein de la relativité générale

On considére ici un modele tres simple de matiére et de rayonnement électromagnétique
dans l'univers, couplés a la géométrie de 'espace-temps. Ref : [28, p.172],[30, chap.18].

23.3.3.1 Les champs

Supposons que
— M est une variété Lorentzienne de dimension 4 qui représente l'espace-temps. Soit

geEC®(S(T"M ®@T*M))

le tenseur métrique, qui d’aprés (23.3.1), (23.3.9) et (23.3.13) détermine une connexion
de Riemann D, le tenseur de Riemann R et la courbure S de I’espace-temps.
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— Soit
Ao (A
une 1-forme qui représente le champ électromagnétique. (Voir section 21.0.3).
On note F' = dA.
— Soit
UeC™(TM)

un champ de vecteur que 'on suppose de type temps et normalisé en tout point
reM:g(U,U,) = —1. U représente les trajectoires d'un nuage de poussiére
chargé électriquement dans l'univers (U est tangent aux lignes d’univers). De
plus

p e C™ (M)

est une fonction qui représente la densité de masse de ce nuage, et on note o = e.p
sa densité de charge (avec e > 0 une constante). (on ne modélise ici donc qu’un seul
type de matiére).
Les trois champs métrique g, électromagnétique A et matiére U QQet 1 7@QQ@ décrits ci-
dessus intéragissent entre eux d’apreés les données suivantes.

23.3.3.2 L’action

On définit le Lagrangien total de ce modéle par :
Etot (LC) = Egrav (I) + Ee.m. (.I') + £int (l’) + ﬁmat (CC)

avec x € M, et 'action par :

I(g,A, U) = / Lot ol
M

avec le Lagrangien gravitationnel, appelé “Lagrangien d’Hilbert Einstein”

1
- S A ]rtw: Crow V0
G @0 L= [ Lyt

ot S(x) est la courbure scalaire (23.3.13), et A € R une constante, appelée constante
cosmologique.
Le Lagrangien électromagnétique déja défini en (21.0.15) est :

Lorav (7)

1
ﬁe.m. (:C) = _§<F7 F>A%

Le Lagrangien d’interaction Matiére-rayonnement est :
Eint (:U) == <A7 \.7>A310

avec la densité de courant J = oU.
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Le Lagrangien pour la matiére est :

1
Lmat (.T) - §M<U7 U>TmM

Les équations de la physique correspondent aux champs tels que 'action I (g, A,U) est
extrémale par rapport aux variations a support compact des champs g, A, U.

Théoréme 23.3.8. (Besse 4.17 p.120 [0]), (Taylor T3 [30], chap.18)
Premaiéres vartations de l’action :

Si la métrique g est modifée en g + Th avec T € R, et h € C*° (S (T*M @ T*M)) une
direction de variation a support compact, alors

0 1
Elgrav (g + Th)/TZO - m /<G7 h>:qul

ot
GIF = Ik — ngjk — Agjk
2
est appelé tenseur d’Einstein, G € C* (S (T*M @ T*M)). De méme

0
EIe.m.Jrinterat. (g + Th)/T:(] = /<T7 h’>:u’001

ol
. 1 [~ 1
T = — (F°+ (FF)Id)+pU QU
4 2 —_—
N -~ 7 mat
F? = F;, F"

est appelé tenseur énergie impulsion. Ils vérifient :

div(G) = div(T) = 0 (23.3.14)

Corollaire 23.3.9. L’action totale I, (g) est stationnaire par rapport aux variations de
la métrique g si et seulement si est vérifiée I’équation d’Einstein :

G = 8rkT (23.3.15)

Démonstration. QQ
O

Il faut aussi étudier les variations de ’action par rapport aux champs A et U
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Proposition 23.3.10. L’action totale I, (A) est stationnaire par rapport auz variations
du champ A si et seulement si est vérifiée I’équation de Maxwell (21.0.6) :

d'F =4nJ

avec la densité de courant J = oU.

Proposition 23.3.11. L’action totale I,,; (U) est stationnaire par rapport aux variations
du champ U si et seulement si est vérifice [’équation pour la matiére :

puDyU = eg ' (F (U)) (23.3.16)

(ot F, € A2 donc F, : T,M — T;M, et g;* : TiM — T, M donc g~* (F (U)) € T,M).
Cette équation signifie que sans champs e.m. (F = 0), les particules vérifient DyU = 0,
i.e. les lignes d’univers sont des géodésiques d’apres (25.3.0). Le champ électromagnétique
F dévie ces lignes (Force de Lorentz). On a aussi

div(pU) =0

qui traduit la “conservation de la matiére”.

Remarques :

— Les équations (23.3.14) n’impliquent pas de conservation de I’énergie! cf [28] chap.2
section 7. Il faut supposer en plus une symétrie de 1’espace temps : existence d’un
groupe d’isométrie de type temps, par exemple un univers “stationnaire”.

— Dans un référentiel o la matiére est au repos (U = (1,0,0,0)) et si g = —dt @ dt +
> dat ® dx' (Minkowski, i.e. sans courbure d’espace) alors les équation (23.3.16)
s’écrit sous la forme “Equation de Newton avec force de Lorentz” & faible vitesse :

d_) — —
md—: =e <E +TA B)
et
(Tmat>0’0 =

qui correspond & 'énergie de masse au repos de la matiére (“mc®), et
(Tonloo = 5 (1B + 1)
00 {7

qui est la densité d’énergie du champ électromagnétique. (|28] p.169)
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— On montre ([30], p529) que si V, € T, M est un vecteur unitaire de type temps,
et Sy est 'hypersurface orthogonale (de type espace) alors la courbure scalaire de
cette hypersurface est reliée a I’énergie observée dans le référentiel définit par V,, :

Sz (Sy) =16k T, (V,, V)
—— —_——
courbure scalaire énergie observée

signifiant que “le contenu en énergie est responsable de la courbure”.

— On montre aussi que si W (s) est un champ de vecteur mesurant ’écartement entre
deux géodésiques voisines (appelé champ de vecteur de Jacobi) (W (s) est de type
espace, et le paramétre s est le temps propre) alors

d? 1
S9(WW) = —2(VV) = 16wk (T (V,V) + 5 Tr (T)) (23.3.17)
geometrie eq. Einstein N —~ _
>0
donc ,
7529 (W, W) <0

signifiant qu’il y a une accélération “attractive” (les géodésiques initialement pa-
ralleles se rapprochent). Les équations d’Einstein ont les méme effets quune force
gravitationnelle attractive.

FIGURE 23.3.1 — Cette figure illustre I’équation (23.3.17) qui relie 'accélération de 1'écar-
tement de géodésiques voisines au contenu en énergie de I'espace temps.

23.3.4 Modéles cosmologiques en relativité générale

On présente ici quelques modeéles qui on joué (ou jouent encore) un roéle important en
cosmologie. Ces notes sont basées sur les références [32, chap.5, p.91] et [3, chap.5, p.111].


https://fr.wikipedia.org/wiki/Cosmologie
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23.3.4.1 Description de ’espace temps M,

On va construire trois modeéles particuliers d’espace temps M, indicé par e = —1,0, 1.

On considére une variété Riemanienne de dimension trois Y., appelé espace homogéne
défini par (selon la valeur de ¢)

— Cas € = 0. L’espace Euclidien

Yo :=R3 = {x = (w9, x3,14) € ]RS}

avec la métrique Euclidienne hy = dxy ® drq + dve ® drg + drs @ dxs.
— Cas e = 1. La sphére

Y =5%= {x = (21,09, 73, 74) ERY, 22 425+ 22+ 22 = 1}

avec la métrique h; induite de la métrique Euclidienne sur R*.
— (Cas e = —1. L’espace hyperbolique

Yo =H = {z = (21,20, 23,74) €R', 2] — (2] +23+2]) =1et z; >0}

avec la métrique h_; induite de la métrique de Minkowski sur R*.

Remarque 23.3.12. Pour chaque indice ¢ = —1,0,1 on peut écrire les définitions ci-dessus

comme
e ={z = (21, 22,23,24) €RY, 2} +e (23 +23+2]) =1}

avec la condition supplémentaire x1 > 0 pour € = 0, —1. X, posséde la métrique induite
sur R* : h = a7 + € (23 + 23 + 27), sauf pour € = 0.

Remarque 23.3.13. notations : R, signifie que ¢ est le nom de la variable sur R. Pour une

fonction & une variable comme R (t) on note 1 (t) := 4&.

Définition 23.3.14. Soit R € C* (R;; R). Un espace temps de Robertson-Walker est
le produit direct

M, =R, x % (23.3.18)

munit de la métrique Lorenzienne g, sur M, :

ge = —dt @ dt + (R (t))* he (23.3.19)

ou (X, he) a été défini plus haut.

Avec quelques hypothéses, on obtiendra l’expression de la fonction R (¢) dans la propo-
sition (23.3.21).
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23.3.4.2 Lignes d’univers cosmologiques

Soit € € {—1,0,1} fixé. Soit x € ¥, est un point fixé.
La courbe 7, := {(t,z),t € R} C M est une géodésique de type temps appelée ligne

dryz(t) dyz(t)

dt dt

= 1 ce qui montre que t est
(23.3.19)

le temps propre pour cette ligne d’univers. Elle représente un observateur immobile dans
ce modéle cosmologique. Si (eq, eg, €3) est une base o.n. de 7,3, alors

d’univers cosmologique. On a

— 9
=5 donc ‘

0o 1

—, — e T, oM,
ot R(t) (61762763) e ()

est une base orthonormée pour chaque ¢ € R, et cela forme un référentiel inertiel (i.e.
transporté parallélement) appelé référentiel cosmologique pour ce modéle.

Soit z, 2" € X, sont deux points donnés.

On note dy, (z, 2') la distance entre ces deux points pour la métrique h.. Alors la distance
entre les points v, (t) et 7, (t) pour la métrique g, est d’aprés 'expression (23.3.19)

A(t) == d (1 (1) 7 (1)) = R (1) ds (x,2) (23.3.20)

ainsi R (f) mesure la distance (instantanée) entre des points immobiles de cet univers a la
date t. Pour deux dates t1,%5 on a donc
dtz) _ R(ty)
d(t1) (23.320) R (t1)

. (23.3.21)
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Lemme 23.3.15. On a

e (8) 7 (1) = H () (30 (8,70 (1) (23.3.22)
appelée Lot de Hubble, avec _
R(t
H(t) = R—Eti eR,
appelé le facteur de Hubble.
Démonstration. On a % (d (v, (t) 7w (1)) = Rdy = R% = Hd. O

= s
(23.3.20) (23.3.20)
Remarque. La formule (23.3.22) est I’équivalent infinitésimal de (23.3.21).

Notons 7, . la géodésique sur X, reliant les deux points z,2" (cette géodésique est
unique car ¥, est simplement connexe) paramétrée par s € R de sorte que

|5

=1 23.3.23
= , (23.3.23)

et Yo (0) =2, Yo (d(x,2")) = 2.
Rappelons la fréquence d’un faisceau lumineux (géodésique de type lumiére) expliquée

en QQ,

Lemme 23.3.16. Soit t; € R. Soit f € C™ (Ry;R;) définit par f(0) =t et

a _
ds

R(f(s)). (23.3.24)

Alors la courbe
’?(3) = (f (S) y Ya,a! (5)) e R, x X = M,
est l'unique géodésique de type lumaiére joignant la ligne v, a la ligne v, et partant
du point (t1,x) € 7,. Elle rejoint v, au point (ty,2") € v avec to =t + f (d (x,2)).
Si v = (g (%ﬂc, ‘;—Z))_l est la fréquence pour lobservateur vy, au point (t1,x) et vy =

NN -1
(g (dg—f', Z_Z)) la fréquence pour 'observateur v, au point (to,x') alors

1) - R(t1>
v R(ty)

(23.3.25)

Remarque 23.3.17. (23.3.24) est une équation différentielle ordinaire, ot f : s — t = f (s)
est le flot engendré par le champ de vecteur R sur R;.

Démonstration. On a

(23.3.26)

&5 (df dr (s)
ds ds’ ds
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—(R())> = 0, ce qui montre que 7 est de type lumiére.

et 2] ] o

9 (23.3.19) (25 3.23)
Il reste & montrer que c’est une géodésique. On a dgf = % donc

dy. dy 0 df o df
ds ) @35, o dsot ) o3 = I =—R(t).
g ( dt’ ds) (23.3.26) 9 (at’ ds Ot ) (233.19) ds (23.3.24) (f(5)) (t)
O
Exercice 23.3.18. en pratique on observe le facteur
<= n—h (23.3.27)
V3

appelé “red-shift” ou décalage vers le rouge. Exprimer le rapport de distances d (to) /d (1)
définie en (23.3.20) a partir de z.

Solution 23.3.19. On a
141 R (tg)

- Ly = 1=
(23.3.27) Vo (23.3.25) R (tq

S~—
Q.
—~
~
=
N—

23.3.4.3 Tenseur énergie impulsion et équations d’Einstein

Soit p € C* (Ry;R) une fonction appelée densité d’énergie et p € C®(R;;R) une
fonction appelée densité de pression.
On considére le tenseur énergie impulsion de type (0,2) symétrique,
Lo

o 0
T=(p+p)5®5 +3509

23.3.2
ot — ot (23.3.28)

Proposition 23.3.20. L’équation d’Einstein (23.3.15) appliquée au modéle d’espace M,
de Robertson Walker (23.5.18) et pour le tenseur énergie impulsion (25.3.28), donne les
équations de Friedmann pour les fonctions p (t),p(t) :

3
h= <R2 +e) ~A (23.3.29)
R € R2

ot A € R est la constante cosmologique. Cela implique la relation

d
it |

uR?) = —3RR%p (23.3.31)

Démonstration. On admet ce résultat. Pour montrer la derniére relation, on a

uwR® = 3R <R2 + e) — AR?

(23.3.29)
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donc
% (uf) = 31 (2 + ¢) + 6RIR — 3AR*R
— 3RR? (%}%H%—A)
= —3RR%p
O
On considérera deux cas particuliers : pour tout ¢ € R,
p(t) =0 : "poussiéres"
p(t) = %u (t) :'radiations".
(ces relations s’appellent “équation d’état”). Pour traiter ces deux cas on écrira
p= gu, k € R. (23.3.32)

avec k = 0 pour décrire des poussiéres et kK = 1 pour décrire des radiations.

Proposition 23.3.21. L’équation de Friedmann (25.3.31) et l’équation d’état (23.5.32)
donnent : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout t € R,

w(t) (R()* =C. (23.3.33)
et alors )
(R (t)) =3 (CR ()7C 4 A> R(t) — e (23.3.34)
Démonstration. On a
d 3 _ S 12 _ S D2
dt ('LLR ) (23.3.31) SRIEp (23.3.32) R
Donc pour a € R, on a
d ey d 3 pa—3 d 3 a—3 S5 pa—4 3
%(MR):%(MRR )za(uR)R + (o = 3) uRR* ™R

= —kRR*uR*™ + (o — 3) uRR* ™R3
:(a—3—f£),uRRa_1:0
si @ = 3 + K, donc il existe une constante C' € R telle que uR3>** = C. Ensuite

. 1
i (23?29) 3 (D) B — e
1

(23.3.33) 3

(CRG™) 4 A)R® — ¢
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Proposition 23.3.22. Soit

op(t)+A
Q(t) = BH (1)

appelée densité. Alors

Q>1ee=+41, :espace ¥ =83,

Q=1<e=0, :espace = E>,
N<lee=—1, :espace ¥ =H>,
Démonstration. On a
52
A) R2 (R + e>
Q) = [ E L G S
3R2 (23.3.29) R2 R2

donc Q2 > 1< ¢€>0.

Remarque 23.3.23. |8, p125,p140]|D’apres I'observation du fone diffu cosmologique, et des
super-novas, les astrophysiciens pensent que 'univers est dans une situation avec une den-
sité Q2 ~ 1, contenant de la “dark energy”, et avec ¢ = 0 (espace 3 euclidien).

O

23.3.4.4 Solutions de I’équation d’évolution de Friedmann-LeMaitre

On va résoudre I’équation d’évolution (23.3.34) pour certains cas.

Proposition 23.3.24. Si A =0, et ¢ =0 (espace ¥ Euclidien) alors

1A\ 2
R(t) (a(3) ) , o 3 >0

plus généralement, pour toutes valeurs de A et € alors pour R << 1 on a :

R(t) = (é (%)1/2>ata (1+0(1)).

Cette singularité en t = 0 s’appelle le big-bang.

Démonstration. Eq. (23.3.34) donne

R= (—) v R = (1+0(1) (23.3.35)
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ot le reste est nul si A =0 et € = 0. On suppose R (t) = ct®. Alors (23.3.35) donne

C 1/2 K 14K
cat® = <§> o (14+0(1))

Donc

et

Comportement pour R > 1 :
Proposition 23.3.25. Pour R > 1 (assez grand), si A # 0 on a un comportement
exponentiel :

R(t) = R(0)e*(3)" (1+0(R™?))

St A=0 et e =—1, alors on a une croissance linéaire

R(t)—%tJrO(Rl).

Démonstration. Eq. (23.3.34) donne
: 1 1 1\
R(t)=%(-CR ™ 4 AR — —¢) .
®) (3 T3 3°
Si A # 0 alors

La solution est

1/2
Rt) =+ (% e (R1)>
Donc 1
R(t) = ﬁt +O0(R™)




