Troisiéme partie

Groupes de matrices et représentations
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Dans ce chapitre on parle de théorie des groupes, plus particuliérement des groupes
de matrice aussi appelés groupes classiques.

Cette théorie est trés utilisée en physique, particuliérement en mécanique quantique.

Référence : on recommande [3, 4, 26, 27].

Définition 11.0.17. Un groupe G est un ensemble d’éléments ¢ € G munit d’une loi
interne

GxGd —@q
(91,92) — 9192
telle que :
1. la loi est associative
(91-92) .93 = g1-(92-93) , Vo1,92,95 € G

2. Il y a un élément neutre noté e € G tel que
ge=eg=g, VgeqG

3. Pour chaque élément g € G il y a un élément appelé inverse, noté ¢g=! € G :

Le groupe G est appelé abélien ou commutatif si de plus

91-92 = 92.91, V91,52 € G

Exemples trés connus :
— l’ensemble des entiers Z = {... —2,—1,0,1,2,...} avec 'addition + est un groupe
commutatif. L’élément neutre est 0. (De méme R, + est un groupe).
— Les réels non nuls R\ {0} avec la multiplication x est un groupe commutatif. L’éle-
ment neutre est 1.

Exemple : le groupe S, des permutations : Soit
Sy, := {permutation ode n éléments}

L’ensemble S,, a n! éléments. Il posséde un nombre fini d’éléments. On dit que c’est un
groupe fini. La composition de deux permutations est une permutation o, 0 04 € S,,, et
on vérifie que avec cette loi interne S,, est un groupe. L’élément neutre est I'identité. Le
groupe S, est non commutatif si n > 3.

Exercice 11.0.18. pour le groupe S3, dessiner les 6 permutations, calculer leur inverse,
et montrer que le groupe est non commutatif. Calculer la table de la loi du groupe.
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Solution : voir figure. On a
D = 151275237 L= t23t12

donc tyata3 # tagtis. Le groupe est non commutatif. L’identité est e = I. On a ty3.t93 = [
donc (tg3) ™" = tas.

goope B

4 .Z. 3 4 R .

G885 <2F

Tiidentld Ky Ranope 203 A . ’ o

KON T T

b i e X2 AL
13 Ddgda:ﬁ‘ﬂgé w,_.h /tzsI-X .

P

Table du groupe qui représente le résultat de B.A :

| [ I [tia[ts[tis| D] L]

tig |[tia | I | D | L |tag]ti3
oz || toz | L | I | D |13 | t12
tiz ||tz | D | L | I |t1o]tos
D || D |tz |tig|tas| L | I
L L |tz |tizs|tia]| I | D

Exercice 11.0.19. Trouver 6 matrices 3 X 3 qui forment un groupe noté Pz qui a les méme
relations que le groupe S3. Montrant que les groupes P3 et Sz sont isomorphes (définition

ci-dessous).
Solution : en associant les 3 indices 1, 2,3 aux trois entrées de la matrice, on devine

aisément que :

100 010 00 1
I =[o010], Te=[100], D=(10 0],
00 1 00 1 010
100 001 010
Ty, = [001], Tu=|l010], L=[001
010 100 100
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par exemple T15T93 = D, etc. Précisément, a chaque élement de p € S3 on associe une
matrice P € Ps :
o:peS3—>PePs

de la fagon suivante : Pg = 1 si et seulement si j = p (i), cad Pg = 0, p(i)- La fonction ¢ est
bijective et préserve la loi de groupe :

¢ (p2p1) =¢ (]92) ¢ (p1)

(en effet si Py = ¢ (p1), Py = ¢(’§2)7 Py = ¢ (pop1) alors (PoP))F = 3, (Py)] (Py)) =
21 Ok a0 () = Ok pa(on (i) = (P3);)-

Définition 11.0.20. Deux groupes G et G’ sont isomorphes si il existe une bijection
¢ : G — G’ préservant la loi du groupe :

¢ (9291) = (92) 6 (91), V91,02 €G

On dit que ¢ : G — G’ est un isomorphisme de groupe. On écrit : G' = G

Exemple simple, les nombres complexes de module 1. Soit
U(l):={z€C, |z]=1} (11.0.4)

(appelé groupe unitaire sur C). Un nombre z € U (1) s'écrit 2 = € avec § € R. Le
produit est e .e? = ¢?1102) o Pinverse est (e“’)f1 = ¢=9 donc U (1) est un groupe
pour le produit. Il y a un nombre infini d’éléments dans U (1), mais les éléments sont
paramétrés par une coordonnée réelle 6 € R. En tant qu’espace topologique, U (1) est le
cercle unité, c’est un espace de dimension 1 (une variété différentiable de dimension 1,
d’aprés la définition page ?77).

Dans la suite on va s’intéresser aux groupes qui sont des variétés différentiables de
dimension N, c’est a dire des espaces qui localement ressemblent & RY ot un élément est
repéré par N coordonnées (voir définition précise page 77).

Définition 11.0.21. Un groupe de Lie GG de dimension /N est une variété différentiable
avec une loi de groupe telle que la loi produit Gx G — G et laloiinverseg € G — g1 € G
sont différentiables.

Par exemple le groupe U (1) est une variété de dimension 1. Avec la coordonnée 0 € R
la loi produit est 0,6, — (01 + 63) qui est C™ par rapport a chaque variable, et de méme
I'inverse  — (—6) est C*°. Donc U (1) est un groupe de Lie de dimension 1.




Chapitre 12

Les groupes classiques de matrices

Dans cette section nous présentons les groupes de matrices en toute généralité. Nous
étudierons plus en détails certains de ces groupes dans la section suivante (SO(2), SO(3),
SLs (R) etc..)

12.0.1 Le groupe général linéaire G L, (R)

Si E est un espace vectoriel (réel ou complexe) de dimension n, les applications li-
néaires inversible (cad bijectives) :

GL(E):={A:E— E, Dbijective}

forment un groupe pour la composition. L’élément neutre est 'identité e = I.

Si (e1,...,€e,) est une base de E, une application A € GL (F) est représentée par une
matrice A inversible (det (A) # 0). Voir page 62.

La composition de A o B est représenté par le produit des matrices AB.

Par rapport a cette base, le groupe GL (F) est identifié & ’ensemble :

GL (n,R) := {matrice A, n x n inversible (det (A) # 0)}
qui est un groupe pour le produit de matrice. Avec l'application ¢, : A € GL(E) — A €
GL (n,R) (qui dépend de la base choisie) les groupes GL (E) et GL (n,R) sont isomorphes.

Exercice 12.0.1. Avec une autre base f on aurait un autre isomorphisme ¢y, la méme
application A serait décrite par une autre matrice A’ = ¢ (A). Montrer qu’il existe P €
GL (n,R) telle que

VA, A'=¢;(A) =P 'AP

et interpréter P. .
Solution : d’aprés (10.0.3) page 89, A’ = P7'AP ou P = (P»J) est la matrice de

7
passage entre les bases définie par f; = > ; Ple;.

De méme pour un espace vectoriel complexe on définit :

GL (n,C) := {matrice complexe A, n x n inversible (det (A) # 0)}
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Remarques
— GL signifie “General Linear”.
— Les groupes GL (E) et GL (n,R) sont des espaces de dimension réelle n? (au sens
variété) :

dim (GL (n,R)) = n? (12.0.1)

En effet les n? éléments de matrice sont un systéme de coordonnées sur GL (n,R).
Ce ne sont pas des espaces vectoriels, car par exemple 0 ¢ GL (n,R).
— Une matrice A € GL (n,R) peut s’écrire’ A = ¢ avec G € M,, matrice n x n.
— Sin > 2, le groupe GL (E) n’est pas commutatif. En effet par exemple :

(50) () = (50)
Alos)(ha) = (o)

12.0.2 Le groupe spécial linéaire SL (n,R)

Se rappeller de la définition du déterminant Det (A) d’'un endomorphisme donnée en
Eq.(7.0.5) page 62.
On définit :
SL(E):={AeGL(E), Det (A) =1}

Si A,B € SL(FE) alors Det (AB) = Det (A) Det (B) =1 donc AB € SL(E), donc SL (E)
est un groupe (sous groupe de GL (E)) appelé groupe spécial linéaire.
Par rapport a une base, un endomorphisme est représenté par une matrice, et on définit

SL(n,R):={A € GL(n,R), Det (A) =1}
Comme Det (A) = 1 rajoute une condition, on a d’apres (12.0.1)
dim (SL(E)) =n* —1

Avec une métrique sur l'espace vectoriel £ on peut considérer des sous groupes de
GL(E) et SL(FE) :

12.0.3 Les groupe orthogonal O (n), SO (n)
Si (FE, g) est un espace Euclidien (déf page 67), soit

O(E)={AeGL(E), A orthogonale}

On rappelle que A orthogonale signifie que g (Au, Av) = g (u,v). Alors si A, B € O (FE) on
a g (ABu, ABv) = g (Bu, Bv) = g (u,v) donc AB € O (E). On a aussi A™' € O (E). Donc

1. Ondéfinit e® = 1+G+1G*+... = ZnZO%G" qui est une série convergente car || L G"| < 4 |G||".
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O (E) est un groupe appelé groupe orthogonal. Par rapport a4 une base orthonormée, A
est représenté par une matrice vérifiant AT = A! (voir page 67). On définit

O (n) = {A eGL(n,R), Al= A—l}
Propriété : si A € O (F) alors Det (A) = +1.
En effet, Det (AT) = Det (A) donc
1 = Det (I) = Det (AA™Y) = Det <AAT> = Det (A)?
Ainsi il y a un sous groupe appelé groupe spécial orthogonal :
SO (E):={Ae€GL(E), A orthogonale et Det (A) =1}
SO (n) :=={A € GL(n,R), At =A""et Det(A) =1}

On a |
dim (O (E)) = dim (SO (E)) = % (12.0.2)
(preuve : montrer que A = e¢% et At = A7l & GT = —G. Donc G est antisymétrique.
Ilya @ éléments de matrices indépendants sur le triangle supérieur de la matrice G)
12.0.4 Les groupe unitaire U (n),SU (n)
Si (E, h) est un espace vectoriel complexe Hermitien,
U(E):={AecGL(E), A unitaire}
Un) = {A € GL(n,C), At = A’l}
Cela implique que Det (A) = ¢ € U (1). En effet,
1 = Det (I) = Det (AA™) = Det (AAT) = | Det (A)|*
Il y a un sous groupe appelé groupe spécial unitaire :
SU(E)={AeGL(E), A unitaire et Det (A) =1}
SU(n):={A€GL(n,C), AT=A"" Det(A)=1}
On a
dim (U (n)) = n?
dim (SU (n)) =n*—1 (12.0.3)
preuve : A = e“ on a AT = A7 & Gt = —G. Donc G est anti-Hermitienne. Il y a n
éléments imaginaires purs sur la diagonale et ”("T_l) complexes sur le triangle supérieur. Au
total n + 2@ = n? paramétres réels indépendants. La condition Det (A) = 1 rajoute

une contrainte.
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12.0.5 Le groupe symplectique Sp (2n,R)

Si (E,w) est un espace linéaire symplectique (voir déf. page 79) on pose :
Sp(E):={A e GL(E), A symplectique linéaire}

(qui forme un groupe car si A, B € Sp(FE), w(ABu, ABv) = w (Bu, Bv) = w (u,v) donc
(AB) € Sp(E)). Ce groupe est isomorphe au groupe de matrice suivant, d’aprés proposition
9.4.6 page 83,

Sp(2n,R) = {A € GL(n,R), —-JATI=A""}



Chapitre 13

Le groupe SO (2)

Par définition,
O (2) := {matrices R, 2 x 2 orthogonale }

appelé groupe orthogonal sur R?.
SO (2) := {matrices R, 2 x 2 orthogonale et Det (R) = 1}

appelé groupe spécial orthogonal sur R?.

Rappels :
— D’aprés la définition 9.1.5, une matrice orthogonale R est la représentation dans une
base orthonormée, d’une application linéaire A : F — FE dans un espace euclidien
(E, g) de dimension 2, préservant le produit scalaire : g (Au, Av) = g (u,v).
— D’apreés (9.1.8) une matrice orthogonale vérifie

Rt =R

(o R* est la transposée).

Remarques
— Comme un changement de base orthonormé dans le plan R? qui préserve I’orientation
est une rotation, une matrice R € SO (2) s’écrit

cosf) —sind

w0l cosd ) 0 € [0,27] (13.0.1)

R(e):(

son inverse est R (—0). On a R (6,) R (02) = R (01 + 02). Le groupe SO (2) est donc
un groupe de Lie commutatif de dimension 1. Il est homeomorphe au cercle (coor-
donnée 6 € [0, 27]).
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— Considérons I'application ¢ : R (0) € SO (2) — ¢ € U (1) entre le groupe SO (2)
et le groupe U (1) défini page 99. ¢ est un isomorphisme de groupe. Les groupes
SO (2) et U(1) sont isomorphes.

10
(5 5)

— La matrice
Det (P) = —1 donc P change 'orientation, P € O (2) mais P ¢ SO (2). Les matrices
de O (2) sont de la forme R (0) € SO (2) ou P.R (6). Le groupe O (2) est donc 'union
de 2 cercles.

Ao(z)
L A\G ?. RIl®)
A €0 Lo =Al P
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Proposition 13.0.1. Un élément R (0) € SO (2) s’écrit

R(G):eG‘):Z%

n>0

0 —1 0 —40
co=o(?3)= (). oen 1302

On dit que Gy est un générateur. On note

avec

so(2) := {matrices Gg,0 € R}

c’est un espace vectoriel de dimension 1, appelé algébre de Lie du groupe SO (2).

On verra la définition d’une algébre de Lie page 114.

Démonstration. Remarquer que Rt = R™! < ¢¢7 = ¢¢ o GF = —G, cad G doit
étre antisymétrique, donc de la forme (13.0.2). Il reste & montrer que c’est précisément la

matrice (13.0.1). Soit G' = < (1) _01 ) On calcule G = —I, G* = -G, G* = I, etc. On
déduit que

n 92 03
G _ 0G __ n __
e = e —ZHG —(1—§+...)I+<0—§+...)G (13.0.3)

n>0
= cosfl +sinfG
B ( cosf@ —sinf

sinf cosf

):R(e)

Remarque
— en physique quantique, le générateur L appelé moment angulaire est plutot défini
par la relation

R(0) = e "
(ou méme R (6) = e~ #C dans les unités physiques). Clest & dire G = —iL. L’intérét
du facteur 7 est que LT = —iGT = iG = L, c’est a dire L est symétrique.

— D’aprés R (#) = € on déduit que

- (4

I'interprétation est que G est un vecteur tangent au groupe SO (2) dans l’espace
tangent a 'identité (§ = 0). Voir page 147 la définition de I’espace tangent.




Chapitre 14

Le groupe SO (3)

rappelons la définition :

Définition 14.0.1. Le groupe SO (3) est 'ensemble des matrices de rotation R dans
'espace R? (transformations orthogonales de déterminant 1), R* = R~ et Det (R) = 1.

14.0.1 Systéme de coordonnées sur SO (3)

Soit R € SO (3) qui est une rotation dans R®. On note @ € R?, |i] = 1, la direction de
'axe de rotation, et 6 € [—m, 7| 'angle de rotation autour de cet axe. Notons

U=0icR®
qui est un vecteur de norme ’(7 ’ = |0| < 7, appartenant donc a la boule B C R? de centre
0 et rayon m. On notera
Ry = Ry

la rotation correspondante. Clairement, U= (Uy, Uy, Us) caractérise une rotation de fagon
unique, tant que |f| < 7. C’est un systéme de coordonnées sur SO (3). Par contre si |0] = ,
on a

R—ﬂ',ﬂ = Rw,ﬁ

donc les points opposés sur la surface de la boule B correspondent a la méme rotation.
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-
AL

Remarques
— L’inverse de R est Rl_jl =R _;.
— SO (3) est un groupe non commutatif car par exemple (si les vecteurs de base de
R3 sont notés ey, es, €3) :
Rgeleez # RgezRgel

RIE_, ‘R:’l_e_‘ R"ﬂ"e_z

}\@gz P e

14.0.1.1 Topologie de SO (3)

SO (3) est un groupe de Lie de dimension 3 non commutatif (voir p. 102). Plus préci-
sement c’est un espace compact connexe sans bord. (connexe signifie que deux points
peuvent étre rejoints par une courbe).

Un espace est dit simplement connexe' si toute courbe fermée peut étre déformée
continuement en un point (on dit qu’elle est contractible).

1. Par exemple le plan R? est simplement connexe. La sphére S? est simplement connexe. Le cylindre
S1 x R n’est pas simplement connexe car une courbe fermée faisant n € Z tours ne peut étre contractée en
un point. Le nombre n de tours est un invariant topologique. Si on concaténe une courbe fermée faisant
ny tours avec une courbe faisant no tours, le résultat fait ny 4+ ny tours. L’ensemble des courbes fermées
forme un groupe appelé groupe de Poincaré qui dans le cas du cylindre est isomorphe a (Z,+).
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Proposition 14.0.2. L’espace SO (3) n’est pas simplement connexe. Son groupe de
Poincaré est

m (SO (3)) = Zy = {0, 1}

Avec la loi d’addition 1 + 1 = 0. Autrement dit a déformation pres il y a deuz type de
courbes fermées dans SO (3).

Démonstration. Considérons une courbe fermée v non contractible. Par exemple celle de
la figure. Soit 7/ = v + . Par déformation on remarque que 7 est contractible. ]

Remarque 14.0.3. Une expérience simple met en évidence le fait que m (SO (3)) = {0, 1}.
Voir figure.
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,249% ,-2'11;‘
porsitidn cailRale

AR A_*LDLUL/)T\'

bras Tordo

FIGURE 14.0.1 — L’orientation de 1'objet au bout du bras représente une rotation R &€
SO (3). On part de R = I, et on parcourt un chemin v dans SO (3). Le bras (attaché a
I'épaule) représente ce chemin. Aprés une rotation, le bras est tordu, ce qui traduit que le
chemin est non contractible dans SO (3). Aprés deux tours, le bras se détord, car le chemin
est contractible dans SO (3).

14.0.2 Algeébre de Lie de SO (3)
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Proposition 14.0.4. Un élément Rz € SO (3) s’écrit

Ry =% (14.0.1)
avec Gg = —G donc le générateur est de la forme :
0o =U. U, _
Gg=| U. 0 -U, |, U=(U,U,U,)ecR? (14.0.2)
-U, U, 0

Cette matrice représente le produit vectoriel :
Gy (V> - (U A v) € R’ (14.0.3)
On note l’espace des générateurs :
s0(3) := {Gﬁ, Ue Rg} = {G" = —G : matrice antisym.} (14.0.4)

qui est un espace vectoriel réel de dimension 3, appelé algébre de Lie du groupe SO (3).

Démonstration. Posons Rz = e“0. Alors la relation Rg = Rcifl N Gg =
—G. Gy est donc une matrice antisymétrique de la forme (14.0.2). On a

~ 0 —UZ Uy V:-): vaz - UZV;/ . -
Gy (v) - u. o -U v, | = -V, | =0V
U, U, 0 V., UV, — UV,

Il reste & montrer que e“7 est précisément la rotation de § autour de I'axe @. Prenons le

cas 4 = (0,0,1) c’est a dire une rotation autour de 'axe z. Alors

0 —6 0
Gg=16¢ 0 0
0 0 0
et d’apreés le calcul (13.0.3), on obtient
cos —sinf 0O
e = —sinf cosf 0 | = Ry
0 0 1

(QQ reste a justifier le cas général). O



CHAPITRE 14. LE GROUPE SO (3) 112

Remarques
— On a e"o = I ssi 0 = 0 modulo 2.
— Pour U < 1 (petits angles, rotation proche de 'identité), on a

G

Rﬁ(V>:e’7A~(I7>:17+(7M7+(7/\<I7M7>+...

les premiers termes sont ’expression attendu, voir figure.

T\(\I)::V"' UA\/+"'

C_ \}

W N

i

— L’expression (14.0.3) est analogue a ’expression L=7A P du moment angulaire,
générateur des rotations. QQ détailler QQ

Proposition 14.0.5. Formules trés générales pour les groupes de Lie :
Pour tous Gz, Gy € s0(3) on a

Ga, G € 50(3)
Pour U,V < 1 (trés petits angles) on a
R'R'RyRy = 1+ [Gy, Gyl + O (U, V)?) (14.0.5)

qui montre que la non commutativité du groupe est reliée a la non commutativité des
générateurs.

Particuliérement pour le groupe SO (3) on a :

(Gy,Gyl = Goap (14.0.6)

et en prenant les vecteurs de base de R? cela donne :

G., G, =G, etc
[ y] )
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~/ f

IA Ry

A+ [ G G]
el
Démonstration. Supposons Gy, Gy € so(3), donc Gf; = —Gy, et Gf; = —Gy. Soit G =
[GU, Gv] = GUGV - GvGU. On a

Gf = (GuGv — GyGy)" = GYGE - GG

donc G € s0(3).
Pour les petits angles, au deuxiéme ordre eV ~ 1 + Gy + %GQU donc

1 1 1 1
RZ'R'RsRy =~ (1 — Gy + 5@’5) (1 — Gy + 5@%) (1 + Gy + 5(%) (1 + Gy + §G2V>
~ 1+ GyGy — GyGy =1+ [Gy,Gy]

Pour montrer (14.0.6), on utilise (14.0.3) et la formule du double produit vectoriel :

[eFNeR (W) = UA (VAVT/) ~VA (ﬁAW)
= (*W)V—@V)W—(VW)(?JF(V(?)W
— (7 *)17— (I?W) U
= (U\V) AW =G o (W)
O
Remarques
— Avec les conventions de la mécanique quantique, on écrit R = e~ | soit
G =—iL (14.0.7)

En particulier pour la rotation autour de I'axe = d’un angle 6, U = 0@ avec @ =
(1,0,0), on note Gy = —ifL,, etc, et on a
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Voici la définition générale d’une Algébre de Lie :

Définition 14.0.6. Une algébre de Lie de dimension n est une algébre (cad espace
vectoriel de dim n avec un produit interne x distributif, etc...) telle que

ax(bxe)+bx(cxa)+cx(axb)=0 : relation de Jacobi (14.0.8)

et
axb=-bxa : antisymétrique (14.0.9)

Proposition 14.0.7. L’espace des générateurs so(3), (14.0.4) est une algébre de Lie de
dimension 3 pour le produit interne :

AXx B:= A, B]

Démonstration. 1l faut vérifier d’abord que A, B — [A, B] est bien un produti interne
(distributivité [A + B, C] = [A, C]+[B, C] ,etc) et ensuite les relations particuliéres (14.0.8)
et (14.0.9).

On a facilement [B, A] = BA — AB = — [A, B] et avec plus de calculs la relation de
Jacobi :
A, [B,Cl|+ [B,[C,A|+ [C,[A,B]]=...=0
]
Remarques

— la proposition 14.0.7 est vraie en général : les générateurs d’'un groupe de Lie de
dimension n forme une algébre de Lie de dimension n avec la loi de commutation
(et inversement).

— Mais attention des groupes différents peuvent avoir la méme algébre de Lie (ex :
SO (3) et SU (2), voir plus loin).

— Cette relation entre groupe et algébre permet de travailler sur I'algebre de Lie (les
générateurs) plutot que sur les éléments du groupe. En particulier cela a permit une
classification des groupes de Lie (théorie de Cartan) et cela est aussi utile en théorie
des représentations, voir page 124.
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Le groupe SU (2)

Rappel :

Définition 15.0.1. Le groupe SU (2) est le groupe des matrices complexes 2 X 2 unitaires
Mt = M~ et de déterminant Det (M) = 1 cad qui préservent la métrique hermitienne
de C? :

h(Mu, Mv) = h (u,v), Yu,v e C?

Det (M) =1

On pense & M € SU (2) comme un changement de base o.n. dans C2.

15.0.1 Systéme de coordonnées sur SU (2) et topologie

Proposition 15.0.2. Une matrice M € SU (2) s’écrit

M= ( Z _ab ) . a,beC, la’+ =1 (15.0.1)

Posant a = x1 4 129, b = x3 + 114 cela donne :
v+ ay+as+ai=1
qui est I’équation de la sphere S C R*. Donc
SU(2)=S*

est homéomorphe ¢ S3.
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(Cr /‘\ b
= L\o o) )\C y

A/@/")

Démonstration. Soit M = ( Z avec a,b,c,d € C. Pour que M € SU (2), il faut que

c
d
les vecteurs M ( ) et M ( ? ) forment une base o.n. donc
P+ b2 =1, |eP+|dP=1  ac+bd=0
De plus on demande

Det (M) =ad —bc =1

bd

Doncc:—get

1+bc 1-p22 1 o

a a a ]a|
donc

b|? 1 _

d 1+% =—-&d=a, c=-b
|al a
O

Remarques :

— Contrairement aux groupes SO (2) et SO (3) (pour lesquels m; (SO (2)) = Z, m (SO (3)) =
Zs) le groupe SU (2) est simplement connexe. m (SU (2)) = {0}.

— On verra un autre systéme de coordonnées i, § en Eq.(15.0.3) semblable aux coor-
données sur SO (3), avec || = 1 mais avec

0 € [—2m, 27]

et tel que Myor g = —1
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Proposition 15.0.3. Un élément M € SU (2) s’écrit

M = ¢

avec Gt = =G (car MT = M) et Tr (é) =0 (car Det (M) = 1). Le générateur G

est donc de la forme

ST v, U, —iU,\ i il
Guv="3 ( U, +iU, U, ) = —5 (Uzos +Uyoy + Uz02) = —50.U (15.0.2)
avec )
U= (U,U,U,)eR’
et
01 0 —i 10 | |
Oz (1 O)’ Oy (z 0), 0 <0_1>,.matmcesdePaulz
Posant )
U = 967 |ﬁ’ = 17
On a

Mo = G0 = cos (Q) + (7.1) sin (Q) (15.0.3)
donc dans (15.0.1) :
= Q—i—’ ing b= (iu, — )ing
a=cos| g tussin | 5 |, = (tuz —uy)sin | 3
L’espace des générateurs
su (2) == {é, Gt =-G, Tr <é> = 0}
est l’algébre de Lie du groupe SU (2), de dimension 3 (su(2) = R?). On a les relations
[é[j, év} = éﬁ/\V (15.0.4)

donc
su (2) = so(3) (15.0.5)

(algebres isomorphes).

Remarques
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— Avec la paramétrisation U = 07 € R? de Eq.(15.0.3) on a
Myiong=—Mog, Vu,0 (15.0.6)
et en particulier pour # = 27 on a
Myr g =—1

donc le groupe SU (2) est identifié & la boule B de rayon 27, cad |6 < 2, et tous
les points de la surface de cette boule ( = £27) correspondent au seul élément
(—1) € SU (2). Cela confirme ' que SU (2) = S°.

so(3)

— En mécanique quantique on note plitot M = e~ cad le générateur G = —iS avec
S, “moment angulaire de spin”. Ainsi G* = —G < S = ST est hermitien. Plus
précisément, Sz = iGz = %5’.2‘[ est “I’observable de spin selon I'axe u”.

Démonstration. Les matrices de Pauli sont Hermitiennes et forment une base des matrices
Hermitiennes 2 x 2 de Trace nulle. Pour k£ = z,y,2 on a a,% =TI et 0,0y =10, = —0,0y
etc, donc si || = 1 alors

Alors

(¢.w)" = I sin pair

= (7.4 si n impair

1. En effet plus généralement la sphére S™ de dimension n est une boule de dimension n ou tous les
points de la surface sont identifiés. Prendre 1’'exemple du cercle S* qui est le segment [—1,1] avec —1 = 1,
ou de la sphére S? qui est le disque D? avec le cercle périphérique identifié en un point.
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Donc

Finalement, on vérifie que

l {
_O'x7 —_——

(04,0, = 2i0, & {—2

donnant (15.0.4). Notons j = 1,2,3 = z,y,z et 3 =1A 2 etc. Alors

] = ()0 ()] - (o)

Z?]

= Y (UAV), (—%) or = Guay

k

]

Exercice. Les quaternions (Hamilton 1834, généralisation des nombres complexes).
Par définition un quaternion est

q =211 + 221 + 23] + 24K
avec ry, Ty, T3, T4 € R et des “objets” i, j, k tels que
iP=? =k =ijk=—1
Montrer que cela implique
ij =k, jk=1i, ki=j, ji=—-k+#1ij
(algébre non commutative). On définit la norme
lall = af + a3 + 23 + 2]

et le conjugué
q = 3711 — $2i — l’gj — $4k

Montrer que les quaternions unitaires (||¢|| = 1) forment un groupe isomorphe au groupe
SU (2).



Chapitre 16

Relation entre les groupes SO (3) et
SU (2)

Ce sont tous les deux des groupes de Lie de dimension 3. On a déja vu en (15.0.5) que
leur algebre de Lie sont isomorphes.

Cela implique que prés de l'identité la structure des groupes sont équivalentes, car
comme suggéré par (14.0.5), la structure du groupe prés de l'identité est déterminée par
I’algébre de Lie des générateurs.

Par contre on a vu que la topologie des espaces SO (3) et SU (2) sont différentes. On a
obtenu explicitement une paramétrisation d’une rotation par

Rz €S0(3), w@eR|i|=1, 6¢cR modulo?2n
et d’une matrice de SU (2)
My € SU(2), @ €R? |i] =1, 6 € R modulo 47
Cela suggére une application notée Ad (appelée représentation adjointe) :
Ad: Myz € SU(2) = Rpz € SO (3) (16.0.1)

On a clairement

Ad (Mpiora) = Rovona = Rog = Ad (Mpz)

alors que on a vu en (15.0.6)

Moptyonag = —Moag 7# Moy

Dans cette section on va montrer que cette application Ad : SU (2) — SO (3) est un
homomorphisme de groupe (non bijectif), c’est a dire qu’il vérifie

Ad (M. M) = Ad (M) Ad (M)

(@@ trouver preuve directe QQ).
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Proposition 16.0.1. Pour M € SU (2), on définit l'application

su(2) — su(2)

Ad (M) - { ! (16.0.2)

G —~ MGM!

appelée représentation Adjointe (de SU (2) sur son algebre de Lie). Or su(2) = R3
sont identifiés d’apres le paramétrage (15.0.2) :

Gy esu(2) eV eR?
su (2) posseéde de plus un produit scalaire Euclidien (ou une norme) appelée métrique de
Killing

~ 2 " o~
HGV = ATy (GLGy ) = VIP = VE+VE+ V2 (16.0.3)

qui est préservée par Ad (M). Par conséquent Ad (M) € SO (3) est une rotation. L’appli-
cation
Ad: M€ SU(2) — Ry = Ad (M) € SO (3)

est un homomorphisme de groupe, c’est a dire que
Ad (My. M) = Ad (Ms) Ad (M), VM, My € SU (2) (16.0.4)
surjective mais de degré 2 : 1, c’est a dire que Ry € SO (3) a deuz antécédents :

Ad (M) = Ad (— M)

Démonstration. Vérifions que si M € SU (2) et G € su(2) alors G = MGM™" € su (2).
Pour cela . 5 . 3
Gr=(M)"GtM* = -MGM ™' = -&
et Tr <é’> =Tr (é) = 0. Donc G’ € su (2) d’aprés la Proposition 15.0.3.
Vérifions (16.0.3). Si Gy = —%EV d’aprés (15.0.2), on a

4Tr <é‘tév) = Tr (Z WV}'O}O}‘) = Z V;‘/J Tr (O’Z‘O'j)

irj inj o

— Vf + ‘/yQ + ‘/22
Alors si Gy = Ad (M) Gy

H(JV, QT (GG ) = 4 (MGE M MGy M) = ATy (GG ) = HGVH
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donc Ad (M) est bien une transformation orthogonale sur su (2) = R3. C’est une rotation
comme Ad (M) est connexe a [. Vérifions (16.0.4) :

Ad (MyMy) G = (MyMy) G (MyMy) ™ = Mo My GM MG
= Ad(My) <Ad M) )
Finalement . 3 .
Ad(~M)G = (-M)G (~M~Y) = Ad (M) G
0

Exercice :  Afin de vérifier que 'application Ad définit par (16.0.2) est aussi celle définit
par (16.0.1). Il suffit de le vérifier dans le cas simple de I'axe z, @ = (0,0, 1) :

7 e—i9/2 0
My = exp —5902 = 0 ez | 6 € [0, 4]

(0 est défini modulo 47). Vérifier explicitement que la rotation associée est

cos) —sinf O
Ry = Ad(My) = | sinf cosf 0
0 0 1

et que
My 2n = —Mp

alors que
R0+27r - R@

Autrement dit dans Ry, 0 est défini modulo 2.

T | U. U, —iU, :
Solution : Si Gy = —3 ( U, + U, U. ) alors on calcule le produit
. e i (U C
) (&) = o5 (G 7 )
avec C = (U, +iU,)e" = (U,cosf — U, sin6) + i (U, sin 6 + U, cos 0)
— GN!U/
avec
U =Ry (U)

donc Ry = Ad (My).
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Exercice : Relation entre spineur et vecteur spatial. Une matrice M € SU (2)
agit sur I'espace Hermitien C2. Soit un vecteur s = (sy, s9) € C? appelé spineur (ou état
quantique de spin).

Une matrice de rotation R € SO (3) agit sur Pespace Euclidien R3. Soit V' = (V,,,V,,,V,) €
R3 appelé un “vecteur spatial”.

De méme que on a trouvé une relation (homomorphisme Ad : Mz 9 — Rgzg), on cherche
a expliciter une application s € C? — V € R3 qui permettrait d’attribuer une direction
spatiale a un spin.

1. Dans le cas d’une rotation autour de I'axe z,u, = (0,0, 1), montrer que le vecteur
normalisé sy = (1,0) (“spin up”) est invariant par My, g, vecteur propre du géné-
rateur G, g € su(2) et que le vecteur normalisé Vy = (0,0, 1) est invariant par la
rotation R@ﬁ et vecteur propre du générateur ng,g € so (3)

2. On applique une transformation quelconque. Soient
Sig = Mazgsy € C?, Vg = RapVo € R?

Montrer que Vg et sz sont normalisés. Le vecteur Vg correspond a la direction
spatiale du spin szg. Voir [13]| chapitre sur le Spin 1/2, pour montrer que Vg
s’obtient a partir de sz ¢ par la projection stéréographique (ce qui revient a identifier
P! & S%). On montre aussi que szg € S* C C?, que Vg € S? et que la correspondance
Sip € 5% — Vzg € S% est la fibration de Hopf (5% = SU (2) et S? = SU (2) /U (1)).

Remarque :

— Comme le suggére la preuve ci-dessus. La construction ci-dessus est trés générale
aux groupes de Lie. Un groupe de Lie admet une représentation adjointe sur son
algeébre de Lie. Son algebre de Lie possede une métrique de Killing qui est préservée
par la représentation adjointe. On montre que cette métrique est définie positive ssi
le groupe est compact.

— On a montré que le groupe SU (2) est un double recouvrement du groupe SO (3).
Plus généralement le double recouvrement du groupe de rotation SO (n) s’appelle
le groupe Spin (n) (utilisé en géométrie et en physique). On a donc montré que
Spin (2) = SU (2) (équivalence “accidentelle”). En relativité on utilise le groupe
Spin (3,1) qui est un double recouvrement du groupe SO (3,1) de Lorentz. Dans
ce cas on montre I’équivalence “accidentelle” : Spin (3,1) = SL (2,C). Attention en
général Spin (n) n’est pas simplement connexe, ce n’est donc pas cela qui fait sa
spécificité, mais plutot la construction via “I’algébre de clifford”.



Chapitre 17

Représentation de groupe

17.0.1 Introduction

Commencons par un exemple qui illustre l'intérét de la notion de représentation en
physique.

Une rotation R € SO (3) dans I'espace R? a pour effet de tranformer les points de R3.
Si un systéme physique est représenté par un point X € R3 (par exemple une particule
ponctuelle), il est transformé tout simplement par la formule

X'=R(X)eR? (17.0.1)

Mais le systéme peut étre d'une autre nature. Par exemple en mécanique ondulatoire
(acoustique, mécanique quantique,...) on considére des fonctions ¥ (X) sur I'espace X €
R3. Une fonction 1) € C*° (R?®) appartient a un espace vectoriel de dimension infini. Soit
Y = Ry la fonction transformée par la rotation. On se convaine rapidement que 1 est
donné par la formule explicite :

(X)) = (W) (X)=v (R'X) e Ry =yoR™’ (17.0.2)

voir figure.
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Dans cet exemple, on peut exprimer les générateurs. En coordonnées sphériques ¢ (r, 0, ),
pour une rotation d'un angle ¢, autour de I’axe z, on a

(R@O,az@ (r,0,0) =1 (10,0 — o) = (eXp (—wo%) w) (r,0,¢)

donc G, = —%. En mécanique quantique on note G, = —iL, soit L, = —i%. Pour une
rotation plus générale, Rﬁ,a = exp <éga> on a é@a = —iaL.ii avec
- 0 0 0 -
L=7Np, = |—t—,—i—,—1— | = =iV
b b ( ox’ Oy (92)

Ainsi on a besoin d’étudier 'action des rotations dans I’espace des fonctions qui est un
espace de dimension infinie. On dit que c’est une représentation du groupe des rotations.

Dans 'espace R? un vecteur V{, peut étre transformé en n’importe quel autre vecteur de
méme longueur par une rotation (on obtient une sphére S?). Une question importante est de
savoir si il y a une propriété analogue dans I'espace des fonctions (on dit que c’est espace
est irréductible), ou si au contraire 1'espace des fonctions est réductible en sous espaces
qui sont irréductibles. La notion d’espaces irreductibles et la décomposition en espaces
irréductibles est fondamentales en physique, en particulier en mécanique quantique '.

Rappelons aussi que en mécanique quantique, si un systéme (une particule ou un degré
de liberté) est décrit par un vecteur dans un espace de Hilbert H; et un autre dans H, alors
le systéme total est décrit par un vecteur dans H,®%Hs. Il sera donc important de chercher a
décomposer des produit tensoriels de représentations. (Voir Theoréme de Clebsh-Gordan).

Dans le cadre de ce cours on va établir des résultats pour des espaces vectoriels de
dimension finie.

17.0.2 Représentation

Définition 17.0.1. Une représentation d’un groupe GG sur un espace vectoriel E de
dimension n est une application

m:G— End(E)
telle que
w(e)=1
7 (91.92) = 7 (g1) 7 (92) , Vg1, 92 € G (17.0.3)

1. Le groupe de Poincaré des transformations de l’espace temps est considéré comme reflétant les
symétries fondamentales de la physique. Wigner a montré que les représentations irréductibles de ce groupe
sont paramétrées par des indices s’identifiant & la masse m et au spin j. Dans un énoncé “moderne” de
la physique, on définit une “particule élémentaire” comme étant une représentation irréductible du groupe
de Poincaré. L’interprétation est que aucune expérience ne peut permettre de décomposer plus cette
“particule” car la représentation est irréductible donc semble former un seul objet.
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Exemples :

— Vérifions que R € SO (3) — 7 (R) € End(E) avec E = C®(R3) et 7 (R)¢ :=
Yo R7Y 4 € F défini par (17.0.2) est une représentation du groupe SO (3). On a
7 (Idsos) ¥ = v donc

™ (Isos) = Ip
et
(7 (Ry) 7 (Re) ) (X) = ¢ (B 'Ry (X)) = ¢ ((RaB) ™ (X)) = (m (RuR2) v) (X)
donc en effet
s (Rl) m (RQ) =T (RlRQ)

— La transformation R € SO (3) = R € End (R*) qui sert de définition du groupe
SO (3) est une représentation, appelée représentation fondamentale.

— La représentation adjointe d’un groupe de Lie sur son algebre de Lie est une repré-
sentation, d’apres (16.0.4).

Définition 17.0.2. Une représentation m : G — End (E) est irréductible si il n’y pas
pas de sous espace F' C F invariant par 7 (g),Vg (autres que F' = {0} et F' = E).

— Par exemple la représentation fondamentale de SO (3) dans E = R? est irréductible.
— Par contre si on considére les rotation autour de ’axe z seulement, formant une
représentation du groupe SO (2) dans E = R? on observe que E est réductible en
la décomposition R* = R2  ® R, (le plan z,y et l'axe 2).
En mécanique quantique l'espace des fonctions est un espace de Hilbert avec une métrique
Hermitienne. On s’intéresse aux représentation unitaires :

Définition 17.0.3. Une représentation 7 : G — End (E) sur un espace (E, h) Hermitien
est unitaire si 7 (¢g) est un opérateur unitaire pour tout g € G (i.e. 7 (9)" =7 (¢) 7).

Le Lemme suivant est trés utile.

Proposition 17.0.4. Lemme de Schur.Une représentation unitaire m : G — End (E)
est irréductible si et seulement si pour tout A € End (E)

T(9)A=Ar(9), Vge G=A=)XI, AeC

c’est a dire que la seule application linéaire qui commute avec toutes les transformations
7 (g) est une transformation multiple de l’identité.
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Démonstration. (voir Preuve dans Segal [20]). (Sens =). Supposons 7 irréductible, A €
End (E) et 7(g9) A= An (g), Vg € G. Alors en multipliant par 7 (g)~" on obtient

(g A = An(9)™", Yge G
& 7w(g)"A =An(9)", Vge
& [r(9),AT] =0

Donc

[7(9),A+ AT =0et [r(g9),i(A—AT)] =0

Comme A+ A" et i (A — AT)sont Hermitiens on peut supposer AT = A dans la suite. On
déduit que pour tout polynome P on a

[P (A),7(g)] =0

et donc cela est vrai pour toute fonction f (A). Si Py désigne le projecteur spectral sur un
espace propre de A de valeur propre A € R, on peut exprimer P, comme une fonction de
A en effet on a .
P, = lim 1 A=A
t—oo t 0

donc
[Py, (g9)] =0,Vg

On déduit que F' = I'm (Py) est un espace invariant. D’aprés 'hypothése ' = E ou F' = {0}
(pas possible) ce qui signifie que Py = I donc A = AI.

(Sens <) : Si F' C V est invariant et P : E — F désigne le projecteur orthogonal
associé alors [P, 7 (g)] = 0,Vg donc P = A = I (ou 0) donc F' = E ou {0}. O

Proposition 17.0.5. Une représentation d’un groupe de Lie 7 : G — End(E) induit
une représentation de son algébre de Lie :

]G — End(E)
"o =)

cad vérifiant

T ([G1,Ga]) = [7 (G1) , 7 (G2)]

Démonstration. Q@ simplifier 7QQ Soit G1,Gs € G. Et g1 = e*©1 € G gy = e*%2. Pour
x < 1onadapres (14.0.5)

9195 9192 ~ 1+ 27 [G1, Go] + O (a)




CHAPITRE 17. REPRESENTATION DE GROUPE 128

On peut faire de méme pour 7 (g;) = ™) et 7 (go) = *™(“2) donnant
w(90") 7w (92") 7 (90) 7 (g2) = 1+ 27 [1 (Gh) ,m (Go)] + O (o)

D’apreés (17.0.3) 7 (gflgglglgg) =7 (gfl) T (g;l) 7 (g1) 7 (g2) et en particulier les termes
en 22 du développement sont égaux donc 7 ([G1, Gs]) = [7 (G1), 7 (G2)]. O

17.0.3 Représentation de groupes de Lie compact

Proposition 17.0.6. (*) Si G est un groupe compact et w : G — End (E) une repre-
sentation sur E e.v. complexe de dimension n (finie) alors il existe une métrique (.|.)
Hermitienne sur E telle que w est une représentation unitaire.

Démonstration. On prend au départ une métrique (.|.) quelconque et 1'on construit une
nouvelle métrique (.|.) par moyennisation sur le groupe :

(u]v>:/G(7r(g)u|7r(g)v)dg

ou dg est la mesure invariante (de Haar). On vérifie alors que 7 est unitaire pour cette

métrique. O]

Proposition 17.0.7. Si 7 : G — End(FE) est une représentation unitaire sur E alors
(et E) se décomposent en somme orthogonale de représentations unitaires irréductibles :

EIEl@---EBEk

T=m®... 0

avec m; : G — End (E;) unitaire et irréductible.

Démonstration. Soit E; un sous espace de F invariant et de dimension minimale (et E) #
{0}). Forcément E; est un espace de repres. irréductible. Considérons ’espace orthogonal
Ei (pour la métrique Hermitienne). Montrons que Ei est un espace invariant par la
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représentation. Soit u € B et g € G et soit v’ = 7 (g) u. Pour montrer que v’ € Ei, soit
v e FE. Ona

(') = (vlr (g)u) = (7 (9)" v]u)

= |7 (g’l) v|u | car repres. unitaire
——

ST

donc v’ € Ef. On a obtenu
E=FE & E}

avec Ei est de dimension strictement plus petite que celle de E. On peut itérer 'opération,
trouver un sous espace Fy C Ei, etc... et obtenir & la fin

E=FE®...0 E

une somme orthogonale de repres. irréductibles. [

Définition 17.0.8. Deux représentations
7:G— End(F), A:G— End(F)

sont (unitairement) équivalentes si il existe A € L (E, F) inversible (unitaire) telle

que
T(9)=A"A(9)4, VgeG

Proposition 17.0.9. Les représentations unitaires irréductibles d’un groupe commutatif
sont de dimension 1.

Démonstration. Les générateurs commuttent. On peut les diagonaliser simultanément.
L’espace propre engendré par chaque vecteur propre est invariant et irréductible (car de
dim1). O

Considérons donc le cas de groupe de Lie non commutatif compact, le plus simple (dimen-
sion 3). Ce sont les groupes SO(3) et SU(2).
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Proposition 17.0.10. Les représentations irréductibles unitaires du groupe SU (2)
sont notées D; indicées par j = 0, %, 1, %, 2,... et d’espace de représentation E; de dimen-
sion (2j + 1).

Les représentations irréductibles du groupe SO (3) sont D; indicées par les entiers j =
0,1,2,... seulement.

On note G, = —iJ, le générateur (14.0.1) des rotations autour de l’aze x, etc, cf (14.0.7),
et J* = J}+J; + JZ. On a alors

(o, Iyl =15, etc...
Les deux opérateurs suivant commutent :
[J2,J.] =0
le spectre commun des opérateurs J, et J* est

J2lj,m) = 3§+ 1)]g,m) (17.0.4)
J:|j,m) = mlj,m) (17.0.5)
ou j est entier ou demi-entier (j =0, %, 1, %, 2,...) et

m=—j,—j+1,...,4+5 : prend (2§ + 1) valeurs

A j fizé, les vecteurs |j, m) forment donc une base orthonormée de lespace E;, de dimen-
sion (2j + 1).

On a les opérateurs d’échelle
Jy = Jp+1idy
J_o = J, —1iJ,
(noter que (J_)* = J,), vérifiant :
[Jy, J_] =2J,

[, Ju] = s
[J2,J.] =0
et :
Telgymy =[G —m) (G +m+ )] [j,m+1)
J_j,m) =[G +m) (j —m+ D] j,m — 1)
Voir figure 17.0.1.
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I
J+ J+ : etc... J_
27N 7N £ N . H,
— — = — i

N SR — —_ i=3/2 tHy)

— = = H

—  — =R Hypp

I J:O :HO

FIGURE 17.0.1 — Schéma des vecteurs propres communs de .J, et J2, notés |j,m), et action
des opérateurs d’échelle J.. Les vecteurs |j,m) de la ligne j, avec m = —j — +j, forment
une base de I'espace ;.

On a

A

R, (27) |j, m) = exp (—iJ.27) |j,m >= exp (—im27) |j,m >

|7,m > si m entier
—|j,m > si m demi — entier

par conséquent : . R
— Pour le groupe de rotation SO(3), il faut que R(2w) = I, et donc il faut que j
(et donc m) soit entier. Dans ce cas, on note :

l=7=0,1,2,3,...

Les espaces de représentations irréductibles du groupe SO(3) sont donc E; caracté-
risées par l'entier [.
Noter que E; est de dimension impaire (27 + 1).

— Pour le groupe SU(2), il faut que R(47) = Id, et donc toutes les valeurs de j sont
permises :

1 .3
=0,-,1,=,2...
j Y 27 ) 27
Les espaces de représentations irréductibles du groupe SU(2) sont donc E;, carac-
térisées par l'entier ou demi-entier j.

Démonstration. Comme J2et J, commuttent, ils possédent une base de vecteurs propres com-
muns. Notons |a, m >un vecteur propre commun des opérateurs J?2 et .J, :

J%a,m >= h%ala,m >

J.|a,m >= hm|a,m >
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Noter que
) = (o +idy) s (Jo =iy )|
— i {jx, jy] +i [jy,Jx] =2/,
“ [Jodi] = [ do i) = idy i (~id,) = 2]
et

[ﬂ, ji} —0

Remarque : Les trois générateurs J, jy, J. forment une base de 'algebre de Lie su (2) (ou so (3) qui
est équivalent) (espace vectoriel réel de dimension trois). Les trois générateurs jZ, j+, J_ forment
une autre base de cette méme algébre, qui est plus intéressante, pour les relations de commutations
(mais comme il y a des coefs complexes, il s’agit de “I’espace vectoriel su (2) complexifi¢”). Cette
base s’appelle la décomposition de Cartan de l'algébre su(2). On a :

J, (ji]a,m >> = <:tji + jijz) la, m >
= (£1+m) <ji|a,m >)

et
J? (ji]a,m >> = JiJ?|la,m>=a (ji\a,m >)
donc on pose :

1 /.
la,m' =m+1>= — (Ji\a,m >>
Ct

ol ¢4 est une constante réelle positive, de normalisation, & déterminer. Ainsi & partir du vecteur
|a,m >, on construit un vecteur |a,m £ 1 >, etc.... Cette construction s’arréte lorsque le vecteur

(ji|a,m >> est nul. On a
a—m?=<a,mlJ?— J*j,m >
1 A 2 PN
=5 < a,m|JyJ_ + J_Jila,m >

1 ~ 2 ~ 2
- <HJ_|CL,m>H + | lam > ) >0

(on a utilisé J2 = J2 + JE +J2 = i <JA+j, + JA+j,) + J2) donc
a > m?

donc la construction ci-dessus s’arréte forcément & disons min < m < Mypaz, c'est a dire :

Jila, Mumaz >= 0,

j_\a,mmm >=0.



CHAPITRE 17. REPRESENTATION DE GROUPE 133

et Mmaz €t Muyin sont séparés par un entier :

Mmaz = Mmin TN, NE N

=24+l + =02+ ( 4 JJ )
—ﬁ+hL J.
=J24+J Jy+J.

, donc appliqué & |a, Mypae > €t |a, My, > on obtient :
2
a = mmaz + Mmaz

2
a = mmin + mmzn

donnant :

(mmin + TL)2 + (mmzn + n) = m?nm + Munin

snn+1)4+2mpm(n+1)=0

n
© Minin = =5
Donc mpmaz = Mmin +n = 5, et on pose
] = Mmaz = 5 :  entier ou demi — entier
alors
=j(j+1)
et

m=—j,....,+j: (2§ + 1) valeurs

Normalisation, choix de cy : si |j, m > est normalisé, on a

e jm Gy m + 1 > =< j,m|J_Jy|j,m >
=<j,m|J? = JZ = J|j,m >
=y +1) —m(m+1))

et de méme pour c_. D’aprés ci-dessus, chaque espace E; est de dimension (2j+1), et les opérateurs
J+,J. agissent a l'intérieur de chaque espace Ej. Il en est de méme par conséquence, pour les

opérateurs (Jx,Jy,Jz> qui s’obtiennent par combinaisons linéaires, et pour les opérateurs de

rotation Rx () = exp (—ijma), Ry, ]:ZZ. Donc chaque espace E; est invariant par le groupe de
rotation : c’est un , ou espace de représentation du groupe de rotation. Chaque espace E; ne peut
se décomposer en somme de deux espaces invariants par le groupe de rotation (i.e. E; # Ey @ E»,
avec 7 et Ey invariants). On le devine en effet, car a partir de tout vecteur |j,m >, on peut
obtenir |j,m’ > par actions répétées de Ji. Donc E; est un espace de représentation irréductible
du groupe de rotation.

]
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Proposition 17.0.11. L’espace L*(S?) des fonctions v (0, @) sur la sphére S? se décom-
pose en somme de repres irréductibles du groupe SO (3) :

12(s?) = P E
=0

Démonstration. QQ O

Construction de nouvelles représentations Si
m:G— End(F), A:G— End(F)
sont deux représentations alors sur ’espace E & I on définit la représentation :
Tiot (WD v) =7 (u) ® X (v)
et sur 'espace F ® F' on définit la représentation :
Tiot (U@ V) =7 (u) ® A (v)

Ce dernier cas est trés utilisé en mécanique quantique. Voir chapitre 7 de [13].

Théoréme 17.0.12. (Clebsch-Gordan). La représentation Dy @ D, du groupe SU (2)
(ou SO (3)) avec k > 1 fixés, est réductible :

Dy, @Dy =Dy ®Dj—141D...0 Diyy

Le théoréeme suivant a une grande importance en physique quantique.

Proposition 17.0.13. “Symétrie dynamique”. Supposons que H soit un opérateur
ayant un spectre discret, qui commute avec 7 (g), pour tout g € G, o 7 est une represen-
tation unitaire. Alors chaque espace propre de H est une espace de représentation de G et
génériquement il est irréductible. (génériquement dans l’espace des opérateurs H vérifiant
I’hypothese).
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Démonstration. Si a € C est valeur propre de H, I'espace propre associé est

Ea:{¢a H¢=a¢}
Si e E, ety =m(g) alors

Hy' = Hr (g9)¢ =7 (g) HY = an (9)¢ = ay’

donc ¢/ € E,. On a montré que F, est invariant par 7 (g), c’est donc un espace de repré-
sentation. Si
E,=E & Es

est réductible en deux sous espaces invariants, on a dans cet espace

— CLIE’l O
H_( 0 aIE2 )

on peut perturber H pour obtenir

I arlg, 0
H = ( 0 QQIEZ )

avec a; # ap génériquement (a; = ag est un cas “exceptionnel”), et H' commutte encore
avec 7 (g). O

Exercice 17.0.14. Soient A, B deux matrices. Montrer que
eBe 4 = eAdAB
1
= B+[A,B]+§[A,[A,B]]+...
avec

Ady : B — [A, B]

Solution : Pour x € [0, 1], posons

S, = eteap = 2l4IB T, = e**Be™4

Y

On a s
= =[A,S,], So=DB
dx (4, 5] 0
dT,
= AT, - T,A=1[AT,], Th=0B
dz
Donc S, et T, satisfont la méme équation diff. du premier ordre, avec la méme condition

initiale. Par conséquent T, = S,, V. Donc pour z = 1, eABe 4 = Adap,



