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Premiére partie

Analyse de Fourier, distributions et
EDP a coefficients constants



Réf : Taylor Tome 1 p.3 [29]

JM Bony, cours de I'X.

livre de Nelson 1969.

On donne les références précises a ces livres.

@@ Introduction : frise des fonctions réguliéres aux moins réguliéres.

@@ Montrer le rapport avec les notations de Dirac dans des remarques QQ.

10



Chapitre 1

Dérivée et formule de Taylor

Réf : Taylor Tome 1 p.3 [29].

On utilise le livre de Nelson p.1 “flows” ref. Q@Q.

La présentation suivante concerne des fonctions f : R® — R™ mais peut s’étendre a des
fonctions f : E — F avec E, F espaces de Banach '.
Notation: Siz = (71,...,2,) € R", sanorme euclidienne est ||z| := (22 + ... + xfl)l/Q.
La norme infinie est ||z||_ = max (|z1],...,|z.]).

Définition 1.0.1. Soit f : R — R™ une fonction a n variables a valeur dans R™, c’est
a dire que f a m composantes qui sont des fonctions a n variables :

f1 ([El,...,ZL‘n)
i3

fm (xl’ s 7xn)
On dit que f est continue (ou f est C°) au point z € R", si

|f (z+vy)— f(x)|]| =0, lorsquelly|| — 0.

Notations :
— On note A € L (R",R™) une application linéaire de R™ dans R™. C’est une matrice

m X n & coefficients réels. La norme opérateur est définie par

Ax
= sup 1A
B NE

1. Cette extension est utile en mécanique pour les systémes & nombre infini de dégrés de liberté (mou-
vement d’une onde). Les fonctions Hamiltonien et Lagrangien etc sont des fonctions sur ces espaces de
Banach

11
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Il y a d’autres normes utilisées (et équivalentes). Par exemple la norme Hilbert-

. 1/2
Schmidt : [|A||,¢ = (Z” |Aij|2> :

Définition 1.0.2. Soit f : R" — R™ une fonction continue en z € R". f est différen-
tiable au point x € R" avec une dérivée ou différentielle

Df(x) € L(R",R™)
si pour tout y € R™ petit,
fla+y)=[f(z)+Df(x)y+ol(y) (1.0.1)

o 1541 — 0 pour [|y|| = 0, y # 0.

Remarques
— Les propriétés d’étre continue ou différentiable sont indépendant du choix de la
norme.
— La différentielle de f au point z est la matrice Df (z) dont les éléments sont les
dérivées partielles :

Df (z) = (% @))FHM:HH (1.0.2)

Définition 1.0.3. Soit une fonction f : R" — R™.
— fest C'si f est différentiable en tout point x € R™ et si x — D f () est continue.
— fest C?si fest Ctet Df est C1. On note D?f := D (Df). etc: f est C¥ si D1 f
est C1L.
— f est O (ou lisse) si f est C* pour tout k € N.

Remarques
— Noter que z € R* — Df (z) € L(R",R™) est une fonction a valeurs matricielles
(ou vectorielles). Pour définir la continuité il faut utiliser la norme opérateur sur
L (R™ R™).
— Pour une fonction f : R — R on note f’(z)sa dérivée, et f*) (z) = DFf (x) sa
dérivée k-iéme.
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Exemples
— La fonction f : 2 € R — sin(z) € R est C®. Si k est pair, on a f® (z) =
(=1)"%sin (z) et si k est impair, f® (z) = (=1)* 2 cos (2).

Exercice 1.0.4. Montrer que la fonction f : R — R définie pour o > 0 par

T = elog siz >0
f(x) =<z =—eloglrl sz <0
0 siz=0

est O pour x € R\{0}. Enz = 0,si k < a < k+ 1, f est C* mais pas C* . Si
a=1,2,3 ... alors fest? C®enz=0.

Exercice 1.0.5. Montrer que la fonction f : R — R définie par

rsint  siz#£0
f(x)_{o six=0

est C*> sur R\ {0}. Montrer que f est C° sur R mais pas dérivable en z = 0. (Utiliser la
définition de dérivée).

— Voir figure 1.0.1, obtenue par le code python? suivant :

x=linspace(le-5,0.2,1e5) #ainsi x=1e-5 -> 0.2 avec 1leb points
y=x*sin(1/x)
plot(x,y)

Exemple La fonction de Weierstrass, pour 0 < a < 1, b > 1, est définie par
= 1
= — b" 1.0.3
F@)= 3 cos n2) (103)

Remarquer que la série est absolument convergente, car [b%| > 1.
— Voir figure 1.0.2, obtenue par le code python suivant :

a=0.5; b=2;
x=linspace(-5,5,1001) #ainsi x=-5 -> 5 avec 1001 points
y=cos (pi*x)
for n in range(15):
y=y+cos (b**n*xpi*x) /b** (a*n)
plot(x,y)

2. Dans la suite du cours, on verra de fagon surprenante que ce résultat est en rapport avec le spectre
discret de 1”oscillateur harmonique quantique”.

3. python est un langage informatique simple, puissant et gratuit, http ://www.python.org/ et
http ://www.scipy.org/. On lance python par ipython -pylab
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FIGURE 1.0.1 — Fonction f (z) = xsin *.

— Le graphe de la fonction f de Weierstrass est une “fractale”. Voici la définition de
la dimension fractale :
Si F' C R™ est un sous ensemble borné de points de R", pour 4 > 0, on note N (F') le
plus petit nombre de cubes de coté 0 qui recouvrent F. Intuitivement, la dimension
dim (F) est telle que pour § — 0,

Vol (F)
Sdim(F)

log N5 (F)
log (1/0)

(rem : ce peut étre remplacé par des boules de diamétre § ou < 4). Cela donne la
définition :

Définition 1.0.6. La “box dimension” ou “dimension fractale” dimg (F) d 'un
ensemble F' C R™ est défini par

N (F) ~ & dim (F) ~

dimgpF := limM
6—0 10g(1/5)

si la limite existe.
Par exemple, pour le graphe de la fonction f de Weierstrass, on verra (exercice QQ)
que dimpf =2 — . Ainsi 1 < dimf < 2. (Voir [12, p.41]).

— On peut aussi utiliser le logiciel xcas [5]; on écrit :
f:=cos(pi*x); b:=2; a:=0.5; for(n:=1;n<=7;n:=n+1) { f:=f+cos(b n*pix*x)/b~(a*n);.
plot(f);

On montre (voir exercices ci-dessous) que f est continue mais non dérivable en tout point
x € R. Cependant f vérifie :

[ (@)= F ()| < Cla—yl*, € > 0, Vy proche de «

On dit alors que f est Holder continue d’exposant a ou f est C“ (avec 0 < o < 1).
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FIGURE 1.0.2 — Fonction de Weierstrass (15) (1) pour o« = 0.5, b = 2. et (2) pour pour
a=0.1b=2

Mais f n’est pas Lipchitz*. Par exemple la fonction x — /x n’est pas dérivable en z = 0
mais elle est Holder continue d’exposant 1/2.

Remarquer que f est construite comme somme de fonctions ¢ (§) cos ({z) de fréquence
&, = b1 et d’amplitude ¢ (§) = 5 = ’g—z Cette amplitude décroit assez faiblement pour

pan
les hautes fréquences |{| — oo (comme 1/£%) est on verra plus loin @Q que c’est cela qui
est responsable de la “non régularité” de la fonction.

Exercice 1.0.7. Pour la fonction (13), montrer que :

1. Il existe C7 > 0 t.q.
\f(x+h) — f(z)] < CLR®

C’est a dire que f est Holder continue d’exposant a.
2. Si b est assez grand, montrer que 4Cy > 0,V,Vhy > 0, dh < hg t.q.

[f (@ +h) = f(2)] = Co.h"

Cela implique que en tout point z, f n’est pas Holder continue d’exposant o/ > «.

3. Montrer que le graphe de f a la “box dimension” ou “dimension fractale” :

dime:2—Oé

Proposition 1.0.8. (*) Loi du produit. (Nelson p.4.) Supposons donnés f : R™ — R™,
g:R" — R des fonctions C* et une application bilinéaire notée (x,y) € R" xR — z.y €
RE. Alors f.g : R* = RF est CF et :

D(f.g9)(x)y=Df (z)y.g(x)+ f(x) Dg(x)y (1.0.4)

4. Par définition, f est Lipchitz si

If (@) = f )l < Cle—yl
avec C' > 0 et Yy proche de x.
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Démonstration. On suppose que f, g sont C*. Alors d’aprés la définition (1.0.1),

flx+y) = f@)+(Df(@)y+ol(y),
glx+y) = g(x)+(Dg(z)y+ol(y)

donc
fle+y) gl@t+y)=f(x).g@)+Df(2)y.g@) + f(2).(Dg(x)y+o(y)

ce qui montre que f.g est C! et on obtient (1.0.4). On montre par récurrence que si f,g
sont C* alors f.g est CF. O]

Proposition 1.0.9. Loi de composition. Si f : R® — R™ dérivable en x et g : R™ — R!

est dérivable en f () alors
gof:R*" > R!

est dérivable en x et
D(go f)=(Dg)(f(x)).Df (x) € L (R",R') (1.0.5)

Si f,q sont C* alors go f est C*.

Remarque : En explicitant le produit des matrices des dérivées partielles (1.0.2), la
formule (1.0.5) s’écrit

d(gof); ~~ 9y 0 fx
0w > 5 (f (@) o (z)

Démonstration. On a d’aprés (1.0.1) f(z+y) = f(x) + (Df (x))y+o(y) et g(f +h) =
g(f)+ (Dg(f))h+o(h)doncavec f = f(x) et h=(Df(x))y+ o(y) cela donne

(o f)w+y) = g(f(x+y)=g(f(x)+h)=g(f(z)+ (Dg(f () h+o(h)
= g([ () + (Dg ([ (£))) (DS () y + o (y)

donc f o g est C' et on obtient (1.0.5). On montre que par récurrence que si f, g sont C*
alors go f est C*. O
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Proposition 1.0.10. Formule de Taylor. Si f : R — R est Ck¥*! en 2 = 0, alors
1 1
f@)=FO)+f Oz+ 502" +... 4+ P (0)2" + 7 ()

appelée Série de Taylor avec le reste

1 x

ri(z) = o (z — )" fEHD (5) ds : reste intégral
“Jo
s}
- mf(kﬂ) (0(x)) avec 0 <@ (x) <z :reste de Taylor-Lagrange

= o()

Démonstration. On fait une récurrence. Pour k£ = 0, il faut montrer que

F (@) = £(0) +ro (2), ro<x>=/0xf'<s>ds

Ce résultat est vrai, appelé le théoréme fondamental de 1’analyse. Ensuite, on suppose
que la formule est vraie pour k > 0, et on suppose f est C*+2. Alors avec une intégration

par parties :

) = [E e G as

k+1 L z k+1
) [_<Jék_j)1)! e T I s
s}
= mﬂkﬂ) (0) + 741 (2)

Cela prouve la formule avec le reste intégral. Pour avoir le reste de Taylor-Lagrange, on
utilise I'égalité de la moyenne : si f est continue alors

Je € [a,b] tq /abfng(C)/abg

Ainsi il existe 0 < 0 (z) < x tel que

mk+1

o) = S @) [ = 0 0 ) oy
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Proposition 1.0.11. Formule de Taylor. pour f : R" — R™ @@ Voir Nelson p.12, et

interprétation de D*f € L [ R" x ... x R", R™ | comme un tenseur symétrique. Appli-
—_——

k
cation a la masse effective en theorie de Bloch.

Exemple

. 1 1
sin (z) = x — gxg + axg‘ +0(z°)

@@ dessin des approximations successives QQ

Exemple de fonction plate en x =0 :

f ) = {e‘l/z siz >0

0 siz <0

On a pour z > 0, f' () = Le™'/* = 0 pour # — 0, et de méme f*) (z) — 0 pour z — 0.
Donc f est C*sur R et f(kz) (0) = 0 pour tout k£ € N. On dit que la fonction f est plate
en r = 0. Autrement dit sa série de Taylor est nulle. Mais f (z) > 0 si x > 0 ce qui montre

que la série de Taylor en = 0 ne permet pas d’obtenir f (z) pour z > 0.

Exercice 1.0.12. En s’inspirant de la fonction plate e~ /% donner I’expression d’une fonc-
tion « (z), C* sur R telle que a (z) = 0 pour |z| > 1 et a(x) = 1 pour |z| < 1/2, avec
I’allure suivante :

Ce type de fonction est trés utile en mathématiques pour étudier des phénoménes

localisés (“partitions de 1'unité”).

Solution : Considérons f (z) = e x ! puis y = 1 — z et
g)=1—f(@)=1—eitl=1—¢c"Tv =1—¢vT

Soit
1

1 —exp (%)

qui a l'allure suivante, plate en x = 0, 1 et réalise donc la “premiére marche”. On réalise la
deuxiéme marche de fagon similaire.

=F(y)=(fog)(y)=c 7+ =exp|1-

1
Une autre solution est de considérer f (z) = e =22 qui est plate en x = £1. Ensuite
on convolue f (z) avec g(z) =0siz <0,g(z)=xsi0<z<1,g(x)=1siz>1 eton
obtient une marche.
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Remarque en physique une telle fonction plate apparait en physique statistique avec la
loi de Boltzmann :

1
[(T) = e BD

qui donne la probabilité d’occupation d’'un micro-état d’énergie E.

Théoréme 1.0.13. (*) (Nelson p.35) . La série de Taylor d’une fonction peut étre quel-
conque : s0it ag, ay, . . .ag, ... € RN une suite quelconque. Il existe f : R — R fonction C*
en 0 dont la série de Taylor en v = 0 esty -, apa® (c’est a dire que f® (0) = Lay).

Voir aussi livre de Pham et livre de Ramis.

On verra plus loin avec les inégalités de Cauchy que pour une fonction réelle analytique
la suite |ay| ne peut pas croitre plus que 1/7% avec r > 0 qui est le rayon de convergence.
Ainsi aj, = €* par exemple ne peut pas correspondre & une fonction réelle analytique.

Démonstration. Soit o

f(z) = Zakxkoz (Jax| z?)
k=0
appelée Resommation de Borel. o o € C* (R) est définie dans 'exercice (1.0.12) :a () =
0 pour |z| > 1 et a(x) = 1 pour |z| < 1/2. Montrons que cette série converge. Le k-iéme
terme est nul sauf si
lag| 2?2 < 1 & |ag|2® < 272 avec k > 2

donc -
Z |ara®| o (Jar| #%) < lao| + |ai] = + Z || 2
k=0 — k>2

<1

la derniére série est convergente pour |z| < 1. La série de départ est donc absolument
convergente pour |r| < 1. De méme on montre que la dérivée k-iéme de la série est une
série ACV pour |z| < 1, donc f est C* pour |z| < 1. Comme « (x) = 1 dans un voisinage
de 0, on déduit que la série de Taylor de f en z =0 est Y -, apzr. O
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Définition 1.0.14. (Taylor p.14) Une fonction f € C'* (R™) est réelle analytique en
zo € R™ si il existe r > 0 tel que pour tout z tel que |z — x| < 7, f () est égal a sa série
de Taylor qui est convergente :

£@) = 30 120 (wo) (o = a0

k>0

On peut alors remplacer x € R par x € C dans 'expression précédente et cela définit
une extension analytique de f (z) dans un voisinage complexe de xy. Le rayon de
convergence est la plus grande valeur de r possible.

Remarque
— L’ensemble des fonction réelles analytiques sur R™ est noté : C* (R").
— On verra que l'extension analytique est une “extension holomorphe” au Chapitre
suivant.
Exemple
La fonction f (z) = sin (x) est réelle analytique sur R et posséde une extension analy-
tique sur C tout entier.

Contre-exemple : La fonction

f(x) =

e e &sixr>0
0 six <0

n’est pas réelle analytique en x = 0. En effet sa série de Taylor est nulle alors que f (z) > 0
pour tout z > 0.

Exemple simple de continuation analytique (méromorphe) Considérons l'inté-

grale
<1
I(s)= / —dt
1t
qui est clairement convergente pour s > 1, et donne [ (s) = fﬂ [t = s—% Cette
derniére expression a une extension analytique unique pour s € C\ {1} avec un pole en
s = 1. On dit que c’est une extension méromorphe de I (s) alors que I'expression

intégrale n’a plus de sens. Par exemple :

> 1
u—m:”ﬁ‘ﬁw”:—g

pas de sens
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Exercice 1.0.15. (*) Construire une fonction f € C* (R) mais qui n’est pas analytique
réelle en aucun point z € R. Aide : aprés le chapitre sur les séries de Fourier, utiliser la
série de Fourier et le fait que pour tout N,C,«, on a pour x — 00, e~ K e~ Clog’z «
1 e—Nlogx
N T :
La proposition suivant montre que pour une fonction analytique réelle les coeficients de
la série de Taylor ne peuvent pas croite trop vite (et ne sont donc pas quelconque, comme
c’est le cas pour une fonction C*° d’aprés Théoréme 1.0.13).

Proposition 1.0.16. “Inégalité de Cauchy”. Si f est une fonction réelle analytique
en xo de rayon de convergence r alors les termes dans la série de Taylor “ne croissent pas
trop vite” pour k — oo :,

1
VR <, o f® (z) R*|  <0O(1)
termek de la;gm'e de Taylor
Démonstration. (Chabat p.63) voir chapitre fonctions holomorphes @Q. O

La proposition suivante montre que pour une fonction analytique réelle, les coefs de la série
de Taylor en un point détermine la fonction dans le voisinage de son extension analytique.

Proposition 1.0.17. (Taylor p.193). Si f est une fonction réelle analytique pour |z| < r,
et si f®)(0) = 0,Vk €N, cad que f est “plate en x = 07, alors f (r) = 0 pour tout |z| < 7.
Plus généralement Si f est une fonction réelle analytique pour |x| < r alors f(x) est

uniquement déterminé par la série (f(’“) (O))keN.

Démonstration. Soit
K:={z€]l—nrr[, tqf®(z)=0Vk>0}

Cet ensemble K C| — r,7[ est fermé (car intersection dénombrable de fermés). Pour tout
z0 € K, f(z) =0 ™ (20) (x — 20)" = 0 pour z proche de zy donc f*®) (z) = 0 et
donc K est aussi ouvert. Par conséquent K =| — r,r[. Ensuite, si deux fonctions f et g
vérifient £ (0) = g™ (0), Vk, alors h = f—g vérifie h®) (0) = 0 donc h (z) = 0,Vz €]—r, 7]
d’aprés ce qui précede et donc f = g. O
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Notation : On note C§° (R)I’ensemble des fonctions & support compact c’est a dire
tel qu'il existe R > 0 tel que f (z) = 0 pour tout |z| > R.

Remarque : d’aprés ci-dessus, si f est réelle analytique sur R et a support compact
alors f = 0.

Définition 1.0.18. Si la série de Taylor a un rayon de convergence nul (fonction non
réelle analytique), on dit que la série de Taylor est divergente et que c’est une série
asymptotique.

Cf Article de F. Pham et Livre de Ramis QQ.

Exemple (Article de F.Pham).
Soit

Sa série en = 0 est
f@)=2—2%22° — 62" +.. .+ (=1)" ' (n—Dla" + ...

(preuve : utiliser [ t"e "/*dt = [¥ s"e~*ds = nl)

C’est une série divergente. Si S,, désigne la somme des n premiers termes, alors R,, :=
|f (z) — S,| diverge mais est minimum pour ng ~ 1/x et R,, ~ e¢~/* qui est extrément
petit !

Ce style de série divergente apparait en physique (théorie des perturbations, mécanique
classique ou quantique). L’exemple précédent montre que méme si la série est divergente,
il est interessant de la sommer jusqu’a un certain ordre ngy car cela donne une bonne
approximation de la fonction étudiée f (x). Par exemple en Q.E.D., il y a la constante
de structure fine

2
e 1
o = =
hedreg  137.04...

et la plupart des résultats physiques sont exprimés par une série en puissances de a (&
I'aide de la théorie de perturbation). Ces séries sont divergentes®, mais il se trouve que les
premiers termes sont trés conformes aux résultats expérimentaux !

Exercice 1.0.19. Exemple de série asymptotique en physique.

5. En effet il est attendu que les séries de Taylor soient divergentes car o < 0 correspond a une théorie
ou deux électrons s’attirent. Les résultats sont trés différents du cas a > 0, autrement dit les résultats ne
sont pas une fonction réelle analytique en a = 0.
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(réf : Negel-Orland p.54.)
Il s’agit d'un modéle tres simple mais le méme phénoméne se rencontre trés souvent en
physique avec la “théorie des perturbations”. Considérons la fonction de potentiel

1
V) = L+ L

qui dépend de la “constante de couplage” g € R et la “fonction de partition classique”

dr v .
Z(g) == Nz Vo) (1.0.6)

D’apreés l'allure de V, (z) il est clair que I'intégrale est convergente pour g > Oet divergente
pour g < 0. On va montrer :

1. Montrer que la fonction Z (g) définie en (1.0.6) est non analytique en g = 0. Aide :
Calculer la série asymptotique de Z (g) = >_,509"Zn et montrer que la série est
divergente. Utiliser l'intégrale Gaussienne : B

+o0 2
/ ¥ e dr = /271 (2n — 1)!!
—00

ot 2n—1)!':= (2n—-1)(2n—3)...5.3.1 = Cnt appelée double factorielle, et la

27!
formule de Stirling .
n! ~ V2" tze™"

2. Afin d’étudier la série asymptotique, on pose

R, =

m=0

Montrer que R, < ¢"™'|Z,,1|. Aide : utiliser le reste de la formule de Taylor.

3. On va étudier le module du terme de la série M (n) := ¢" | Z,| (qui est une majoration
de R,—1). Montrer que M (n) est minimum autour du terme ny ~ ﬁ (grandsig < 1)
et que Monin (9) := M (ng) ~ e ™ ~ e 1/49 (trés petit si ¢ < 1). Commentaires ?
Calculer ng et M, (g) pour g = 0.1 et g = 0.01.

@@ Rajouter section sur la resommation de Borel. Voir ReedSimon Vol4, p.44.



Chapitre 2

Séries de Fourier

Joseph Fourier a développé cette théorie & Grenoble en 1807 et la publié dans un article
révolutionnaire.

@@ trouver 'article QQ.

réf : Taylor [29] p.177.

Définition 2.0.1. Soit f : R — C, C* et de période 1 : f(z+ 1) = f(z),Vr. La série
de Fourier de f est la suite notée (Ff)(n) ou f (n) pour n € Z, définie par :

(Ff)(n) = f (n) := / e f () di

Remarques :

— On note S! := R/Z 'espace des nombres ou = € R est identifi¢ & x + 1 (et z + n).
C’est un cercle. Une fonction f : R — C, vérifiant f(x+1) = f(z) est donc
identifiée a une fonction f: S* — C et inversement. On note f € C> (S*).

— Si F': R — C est une fonction de période X > 0, on se raméne au cas ci-dessus par
changement de variable en posant simplement f (z) := F (xX) qui est de période 1.

Exemples :

— si ng € Z est fixé et p,, (r) = ™% appelé mode de Fourier de fréquence ny.
Alors Gpg (1) = Opn. On dit parfois que f(n) est la composante de Fourier de
fréquence n. Remarquer que la composante de fréquence nulle est tout simplement
la moyenne de f sur 'intervalle [0, 1] :

o= [ s

24
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— Si f(z) = cos (2mx) = L (2™ 4+ e72™), alors f (1) = f(~1) =L et f(n) =0 pour
n# —1,1.
— On remarque que si f(z) € R (fonction réelle, f(z) = f(x)) alors f(—n) =

f (n),Vn, et inversement. En effet

1 I I
Fo(_ — 12mne dr = fi27rnz—d — —i2Tn dr = ¢
Fem = [femep@de = [ e = [ et @) e = F o)
Exercice 2.0.2. Soit la fonction f (z) définie par
f(x)=xzsixzel01] fx+1)=f(x),Vz eR. (2.0.1)

Montrer que sa série de Fourier est

Sn#0, fn)=-—  f(0)=

- 21

%. (2.0.2)

Remarquer que f (n)‘ décroit comme 1/n pour n — co. On verra l'interprétation de cela

A la Section QQ.

Les proposition suivantes montrent que la décroissance des coefficients de Fouriers

’ f (n)‘ pour n — +oo est en relation avec la régularité de la fonction f (z).

Proposition 2.0.3. Si f € C*(SY) alors il existe C > 0 tel que pour tout n > 1,

fo| <5

[n|"

Démonstration. On utilise la méme démarche que dans (A.1.1) avec une intégration par
parties :

fn): = / e () dx = (—) / 1 0y (e7™) f (x) da

2mn

.\ k 1
— __Z —i2mnx 9k
= (27m) /0 e o, f (x)dx

: U ) L C
T < ((mr)k/o 1 “”“) il = oF

donc
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Par conséquent si f (z) est C* alors la série f (n) décroit plus vite que toute puissance,
c’est une série de I'espace de Schartz définit par :

s(Z) = {u : 7 — C,VEk,3C,¥n,|u (n)| < i}

|

Et on retient :

Corollaire 2.0.4. La transformée de Fourier est une opération linéaire :

F.C®(SY) = s(Z)

Dans le cas d’une fonction réelle analytique, les coefficients de Fourier décroissent ex-
ponentiellement vite :

Théoréme 2.0.5. Si f € C* (S*) (fonction réelle analytique) avec un rayon d’analyticité
r alors

VO < yo < r,dC,Vn ‘f (n)’ < Cle—vo2rin|

Démonstration. (A lire aprés le chapitre sur les fonctions holomorphes, car nécessite le
théoréme de Cauchy).

Fo= [ s s

Supposons n > 0. Voulant utiliser le théoréme de Cauchy, comme z — e~ 2™ f () est
holomorphe sur la bande {(x +iy),—r <y <}, on se donne 0 < yo < r, et on déforme
le contour d’intégration en posant X = x —iyy € C avec x =0 — 1 et yq fixe :

1 1
f (n) _ / €—i27m(m—iy0)f (X) dr = 6—27rny0 / 6—i27rnrf (X) dr
0 0

donc

Fuo < ([ 1r ) i)

Si n < 0 il faut choisir le contour X = z + iyy € C pour obtenir la décroissance e%?™ =
e—yo27ln| O
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Proposition 2.0.6. Le produit scalaire entre deuz fonctions f,g € C™ (S') et la norme
L? de f sont définis par

1
(o) = | T@atayde, |l i= (5.0
0
Le produit scalaire entre deux suites u,v € s(Z) et la norme I* de u sont définis par :

(w,v) =Y ulk k),  fullp = (u,u)/?

kEZ

On note L* (SY) l'espace C° (SY) complété pour la norme || f|| et 1*(Z) espace s (Z)
complété pour la norme ||ul|. Ce sont des espaces de Hilbert.

Proposition 2.0.7. On définit 'opérateur adjoint de F : C*(S') — s(Z), noté
F*:s(Z) — C>=(Sh) par :

(Ffou) = (f,Fu), VfeC™(S"),Vues(Z).

Alors
(Ffu) (z) = Z u (n) 2™
neL
et on a
FF* = ldyz

Démonstration. Pour trouver I'expression de F* on écrit pour tout f,u :

Fw = (Fruy=SFmum=3 / &2 F () dr u ()

neL nez

_ /0 o (Z ey, (n)> dz

nez
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et donc (F*u) (x) = Y, cz €™ u (n). Alors pour tout u € s (Z) et n € Z on a

(FF*u)(n) = /0 e (Z My, (m)> dx

meZ

_ Z /01 2 m=mz g | w (m) = u (n)

meEZ . /

-

6n,m
donc FF* = Ids(z). ]

La proposition suivante montre que F*F = Idg~ et ses conséquences, mais c’est plus
délicat.

Proposition 2.0.8. On a aussi F*F = Idc~ et par conséquent si f € C*(S') on a la
formule d’inversion de Fourier

Fe) = e f (n)
nez
et la formule de Parseval :

112 = [ 15 0P de = 3| 0

ne”L

2

En résumé, F : L*(S') — I (Z) est unitaire.

Démonstration. (*) Montrons que F*F = Idge. Soit f € C*(S'). Alors (Ff)(n) =
[ emi2me f (z) da, et

FENW =S EN @ =3 ([ emor i)

nez neL

Le probléme a ce stade est qu’il n’est pas possible de entrer le terme somme sous l'intégrale.
Eneffet " _, e?™(y=2)" ’est pas une somme convergente. Pour cette raison on considére
la limite de la somme tronquée :

1 1
FrEnw = tim ¥ ([ emeip@a) = i | [0S e | f e

In[<N

dn(y—z)
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Ou 'on a noté dy (v) = 37, .y €™ appelée noyau de Dirichlet. Cest une série
géométrique et 1'on calcule!

sin(27(N+1)x)

on () = sin(2r%)
2N +1 sinon

stz ¢ Z

C’est une fonction continue, périodique, voir figure @Q. Observons que si z ¢ Z alors
dn () — 0 pour N — oo. Ainsi dy (y — ) est trés concentrée sur x = y. Par ailleurs
fol oy () =1 (car fol e?™2dy = 0 sin # 0). Donc?

(FFA) = ]&13;0(/ oty =) o) 1 o) i ([ o - )

Cela permet de conclure que F*F = Idg~. Conséquences de F*F = Idg :

[ i@r =1 = .7 F 0 = FrF0 = (£.4) = | )

neL
En d’autres termes 'opérateur F préserve la norme car || f||> = || Ff]|>. Et il est aussi
inversible d’inverse F~! = F*. On dit que F est un opérateur unitaire. [

Exercice 2.0.9. Appliquer la formule de Parseval pour la fonction (2.0.1) et déduire que
DT
n?2 6
n>1

Exemple : “Phénoméne de Gibbs” Q@

1. On écrit e?™§y (z) = Zgi_lzvﬂ e — Gy (z) — e”2™NT 4 i2n(N+D2 - Done Jy (z) =
ei27r(N+%):l;_efi27r(N+%)w _ sin(?‘n’(N-‘r%)m)
2T _ 2wy - sin(27r%') ’

2. La limite limy_, o, 0y n’existe pas en tant que fonction, mais en tant que “distribution”, et s’appelle
le peigne de Dirac (voir chapitre sur les distributions).



Chapitre 3

Fonctions holomorphes a une variable

Notations : On note z € C, z =z + iy avec x,y € R et Z =2 —iy. Alors

(:43), y=-(z-2

r = 5

DN | —

Soit U C C un ensemble ouvert, et une fonction C* : f : U C C — C, que 'on note
f(z,y) = u(z,y) + v (z,y) avec u,v € R. (z,y) sont des variables indépendantes et on
voudrait considérer (z,Z) comme des variables indépendantes. Ce n’est pas le cas, mais on
définit en accord avec la loi de composition (1.0.5) la notation :

of _ (ofox  0foy\ _1(of of
dz " \0xdz 0Oyodz) 2 \ox Z@y
Of _(0f0x 0foy\ _L1(0f 0f\ _L1((0u_0Ovy_ , (0u_ ov
9z <8x oz ayaz) ~3 (8x “ay) ~3 ((ax ay) T (ay * m«))
(3.0.1)

Définition 3.0.1. ([16]p.2) Une fonction C*, f : U C C — C est analytique si pour
tout zg € U, il existe une suite a, € C avec n € N, t.q. pour tout z € D, (g) :=
{z, |z — 20| < €},

f(2) =) an(z— )"

ol la série est absolument convergente, uniformément par rapport a zy € U.

30
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Définition 3.0.2. Une fonction C*°, f : U C C — C est holomorphe si en tout point
(z,y) €U,
of

9z

ou v __
{ ox oy 0

ou v __

Oy + ox 0

appelées équations de Cauchy-Riemann.

(z,y) =0

c’est a dire d’apreés (3.0.1)que

Remarque : la définition de f holomorphe signifie que df : TC — C est C-linéaire.
On va voir plus loin, Proposition 3.0.5 que ces deux définitions sont équivalentes.

J— o
Notations Si U C R? est un sous ensemble orienté, U est sa fermeture, U est son
intérieur et QU est son bord orienté.

Proposition 3.0.3. ([10/p.2, [10]p.24) “Formule intégrale de Cauchy”. Si U C C est
un domaine compact de bord C*, si f € C* (U) et zop € U, alors

Fla) = — ¢ L@ 4. /U (%) b ey (3.0.2)

C2m Jap 2 — 20 7 (z — 20)

Remarque : la premiére intégrale est une intégrale sur le contour OU. dz = dx + idy est
une 1-forme sur R?, voir chapitre IV.

Démonstration. Pour simplifier, on considére zy = 0. Avec le calcul de dérivée extérieure

on
d f% :ﬁ i dE/\dz:l 8_{ dE/\dz:% 8—{ dz N\ dy
z 0z \ z z \ 0z z \ 0z

De plus, la fonction z = (z,y) — % est localement intégrable ' en z = 0. On va aussi utiliser

1. en effet % = ﬁ est localement intégrable malgré la singularité en r = 0 car [/ Dn %d:cdy =

ffDR %rd@dr = ffDR dldr = 27 R.
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le théoréme de Stokes (20.5.4). On a donc

1 1
/ (8f> de Ndy = lim —gdx/\dy
v Tz \0Z =0 Jinp(o,e) T2 0Z

— i i(r)%)

127 <=0 Jur\p(o,e) z
1 1 d
O S LGRS SR AC R
Stokes OD(0:¢)
En coordonnées polaire z = ee’ on a £ = idf donc - faD(o o ()& =L 90(0.6) 4 (2)df —
£(0). O

Proposition 3.0.4. “formule de Cauchy” Si f est une fonction holomorphe sur U C C

alors pour tout zy € U

f(20) = QL f@ & (3.0.3)
21 Jour 2 — 20
et
f(z)dz=0 (3.0.4)
ou

Démonstration. Comme f est holomorphe alors 0f/0zZ = 0 et (3.0.2) donne (3.0.3). Si on
écrit la formule de Cauchy pour la fonction F'(2) = (z — 29) f (2), on obtient (3.0.4). O

@@ utilisation déformation de contour pour l'intégrale d’une fonction réelle analytique.
Q@

Proposition 3.0.5. Si U C C ouvert et f € C* (U), alors f est analytique si et seule-
ment si f est holomorphe.

Démonstration. Supposons f holomorphe, cad % = 0. Considérons zy € U, € petit et
21 € D (zg,e) C U. On utilisera la série convergente pour | X| <1 :

1 = o
1—X:§X
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On a d’apres la formule de Cauchy

1 f(z )dz_ 1 7{ f(2)dz
v

% v (z—21) io2r z—29) — (21 — 20)
1 O N U O 1O Y I W

z—20
= ) an(n—2)"

n>0

f(z) =

-~
an

donc f est analytique en zy donc sur U.
Inversement si f est analytique en zo € U, on a la série convergente :

= Z an (21 — 20)"

n>0

on a 8(23;12 )" — 0 donc af = 0, donc f holomorphe. O

3.0.0.1 Premiére formule des résidus

Si D, désigne le cercle de rayon r, pour n € Z on a

d 0 ' 1
AR 4 (3.0.5)
D, 2" 12r sin=1

Démonstration. On note en coordonnées polaires z = re??, donc dz = idfz. On écrit $

j{dz 7{ zd@_% ido [0 sin#l
. rlein=10 — ) ior sip =1

3.0.0.2 Formule des résidus

(Taylor p.195)
Si
u (2)

(z—a)"

avec u holomorphe, u (a) # 0, et k£ > 1, on dit que f a un podle d’ordre k en z = a.
Alors la formule de Taylor pour v donne

f(z) =
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appelée série de Laurent. Dans cette série, remarquer qu’il y a des poéles pour n — k <
0&n<k.
La formule (3.0.5) donne alors (le termen —k = —-1<n=%Fk—1)

$ 1) = e @ (i2n)

appelée formule des résidus?.

3.0.1 Application au calcul d’intégrales. “Méthode des résidus”.

La formule de Cauchy et la formule des résidus est tres utile pour calculer I'intégrale

de fonctions f (x) réelles analytiques.
Par exemple, soit & calculer :
< dx
I= — 3.0.6
| (300)

L’intégrand est la fonction f (x) = ﬁ appelée Lorentzienne qui est une fonction réelle
analytique, qui s’étend en une fonction méromorphe sur C, f : z — ﬁ avec un pole en
z =i, car 1+ 2% = (2 — i) (2 +1).

Etape 1 : on referme le chemin d’intégration L’astuce est d’écrire :

R
d
I= lim &
et de réfermer l'intervalle [—R,+R] par le demi cercle 75 = Re? 0 = 0 — =, pour
obtenir le contour fermé vp =| — R, +R[UJg. Sur ce demi cercle 'intégrale est (et car

2z = Re" dz = Ridfe®)

- 1 ™ Rie?
I ::/ dz :/ e — .
s 14 22 o 1+ R2ei20

‘fR‘S/ fin — 0
0

~— R2—-1 R
+R d 5 1
= lim / Y 4 Ix) = lim dz (3.0.7)
R—+o0 _R 1+ T2 R—4o00 Fr 1+ 22

2. La quantité ﬁu(kfl) (a) (i27) s’appelle le “résidu” du pole d’ordre k.

et )
Rie'
1+ R2ei20

Donc
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Etape 2 : on cherche les podles dans le chemin et calcule leur résidu : Or la
fonction z — f(z) = 1+122 = (Z_i)l(zﬂ.) a un pole en z = ¢ inclu dans la courbe 7p.
La fonction est holomorphe en dehors et d’aprés la formule (3.0.4) on peut déformer le
contour d’intégration vers un petit cercle de rayon e, C' (i, ) autour de ce pole z ~ i sans

modifier le résultat de I'intégrale. Pour z ~ ¢ on a

1 1

= ey "5 -9

et finalement en faisant le changement de variable 2/ = z — 7 et en utilisant (3.0.5) on a

1
I = 7{ f(z)dz—]{ —dz
Clive) Clig) 20 (2 — 1)

_ L @
2t Je,e 2 21

On a obtenu I = 7 qui est le “résidu” de la fonction f au pole z = i.

Remarque : on aurait pu également refermer le contour par le demi cercle inférieur
Ar = Re?. 0 = 0 — —r dans le sens indirect. Alors le pole enfermé par le contour est en

z=—i,ona f(z)= (z_i)l(zﬂ,) ~ _2i(1z+i) et on écrit (le signe - est pour changer le sens du

parcourt en sens direct)

1
1:—% fzdz:—jg 4
C(—ise) =) Clie) —2i (2 +1)

20 Jewe) 7 21

=T

Exercice 3.0.6. Pour ¢ € R, calculer 'intégrale suivante par “la méthode des résidus”.

R 1 +o0 e—z’ﬁx
f(f);ﬁ/oo 1+x2d$

(on verra que c’est la transformée de Fourier de f (z) = ﬁ) Montrer que f (£) = \/ge*m.




Chapitre 4

Transformée de Fourier

Reéf : Taylor p.197.

4.0.1 Espaces de Banach est espace de Hilbert de fonctions

Avant de donner la définition de transformée de Fourier, il est utile de rappeler les
normes habituelles sur les espaces de fonctions :

pey={rece®), Il [l

qui signifie que l'on définie la norme L'd’une fonction par ||f]|,: := [|f ()| dx ou dx :=
dz'dz?...dx"™ est la mesure sur R". La barre signifie fermeture : l'espace L' (R") est le
complété de I'espace C§° (R™) pour cette norme. C’est donc un espace normé complet, ce
que 'on appelle un espace de Banach.

De méme avec d’autres choix de normes on obtient :

z€R™

L (R") = {f e O (R, |fll = max|f<x>|}

pour 1 < p < o0,

I (R o { recg @), Il = ([ |f|pd1‘)1/p}

Ce qui est particulier pour p = 2 est que la norme sur I'espace L? (R") provient d'un
produit scalaire Hermitien définit par

(f.9)ye = / F(2) g (x) da (4.0.1)

En effet la norme L2 est : ||f||7, = [ |f|?dz = (f, f) .- Pour ces raisons I'espace L? (R")
est un espace de Hilbert.

36
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Exemples
— Soit f(z) = e, alors f € L” (R),¥p > 1 et f € L™ (R).
— Soit f(z) =1, pour x # 0. Comme

idz:{ﬁ[ﬁ Gt

x log sia=1

alors f ¢ L' ([1,00[) mais f € LP ([1,00[) sip > 1 et

e = ([ ()"~ (G

- e (~2iogp-1)

Remarquer que pour p — 1,

oo\ 1/p
1)
1

A1l > = 400

4.0.2 La transformée de Fourier

Définition 4.0.1. Soit f € L' (R"). On définit sa transformée de Fourier, notée
(F) () ou f (&) avec £ € R™ par

FEN©: = FO= oy [ ) ds

(2)
1 )
_ ix.£
- € ) f
Remarques :
— dans la derniére ligne on a utilisé la notation : =/ f(2) g (z) dr déja utilisée

pour le produit scalaire L? en (4.0.1).

— La fonction fe, () = €**-* appelée mode de Fourier n’est pas dans L' (R") donc
sa transformée de Fourier (Ffe,) n’est pas définie par I'intégrale ci-dessus (qui est
divergente). Il faudra la théorie des distributions pour définir (F f, ).

— Si f € L' (R") alors

Fel< — [ )m 11l

ce qui montre que H f H < — || f]l,1 et que la transformée de Fourier est un
oo

(2m)
opérateur :

F:L'(R") — L* (R") (4.0.2)
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— (*) Le Lemme de Riemann-Lebesgues améliore (4.0.2) : si f € L' (R") alors

f(f)‘ — 0 pour || — +o00. (preuve : voir [29])

Exemples

Exercice 4.0.2. Soit la fonction Gaussienne de largeur Ax = o définit par f (z) = e 27"
sur R. Montrer que sa transformée de Fourier est aussi une Gaussienne de largeur A¢ = V2.

o

(Ff) (€) = oe o

La relation AzA¢ = 2 s’appelle le principe d’incertitude.

Exercice 4.0.3. Soit f (z) := e~1#l sur R. Montrer que sa transformée de Fourier est une
Lorentzienne :
e=y s
( ml+4&2
Sur R, soit la “fonction tente”

F(z) = {0 si|z| > 1 (£03)

1—|z| si|z|<1

Montrer que

(FI) () = —— (S”;%)Q (4.0.4)

V2r

2
Schéma .

Solution : Voir Taylor p201,202. Méthode des résidus, ou intégration par parties, ou
utilisant la convolution.

Remarque : dans les deux derniers exemples, la fonction f(x) n’est pas dérivable en
certains points, et sa transformée de Fourier décroit comme E% pour & — oo. Nous verrons
que ces deux aspects sont reliés avec QQ,

Exercice 4.0.4. Un paquet d’onde Gaussien est ¢, ¢, € C* (R") :

. |lz—x \2
Pzo,é0 (‘T) = t0re” 2
avec (z9,&) € R*™ et o > 0. Montrer que sa transformée de Fourier est aussi un paquet

d’onde Gaussien : )
_ |€=¢&ol

. )
(‘Fgoﬂﬁo,&)) (5) = Uneimo‘(gigo)e 2<%>
_le=gof?

_Je—xgl? n 1
Tracer [gu e (7)) = ¢ et |(Feue) () = 02e (7)
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4.0.2.1 Transformée de Fourier et dérivation ou multiplication

Notation : Par commodité on définit 'opérateur pour j =1,...,n:
L 0
Dy := (=) 5

La raison est qu’il est formellement auto-adjoint.

Démonstration. En effet son adjoint D?; est définit par la relation :

(£:D:,9) = (Deyfig) . Vfige G (RY)

soit en utilisant 'intégration par parties :

(r029) = [F(Di)de= [(DoPade = [i5h g
— 0g
— [ T5%ds = (5.D.9)
donc D} = D,;, 'opérateur est formellement auto-adjoint. ]
Pour a = (ay, ..., ;) € N" on définit :
Dy = Dg!... D"

et

¢ =a .z

On note
lal =a1 +as+ ...+ ay,

Proposition 4.0.5. “La transformée de Fourier de la dérivée est la multiplica-
tion et inversement” : pour tout o € N" on a

Vi, F(Df) (&) =& (Ff)(©) (4.0.5)
(de fagon abrégée on écrit : FDS = é%‘}") De méme
v F @) (€)= ()" Dg(FF)©) (4.0.6)

soit Fz& = (—1)1* DgF.




CHAPITRE 4. TRANSFORMEE DE FOURIER 40

Démonstration. On a (avec 'intégration par parties)

FID©) = G (740 D2) = i (264, 1)
B (27r1)"/ 3 (€75 ) = ¢ (zﬂl)m (%, )
= &(Ff©)
De méme
F@PE) = — (¢527f) = —— (a6, f)
(2m)"? > (2m)""? ’
! ol Dt = ol DHa 1 ix.
= 2" ((—1)‘ |D£€ 57f> _ (_1)\ |D§W (<, )

= (- Dg(Ff) ()

Définition 4.0.6. L’espace de Schwartz ou espace des fonctions lisses a4 décroissance

rapide est :
n o] n n aaﬁf
SR"):=1{f€C®(R"), VYo, €N 3Cos>0¥r, |(2°55) ()

< Ca,g}

Remarques :
— penser ’(jﬁ—;ﬁ) (:17)‘ < Ca75# pour |z| — oo, cad que toute dérivée f¥ (y compris
f) décroit plus vite que toute puissance .

||
— Si f € S(R™) alors pour tout a, 3,

Exemples :
— f(z) =e* ou f(x) = eV sont dans l'espace de Sewartz S (R).
— f(x) = el ¢ S(R) car par dérivable en z = 0. La lorentzienne f (z) = ﬁ ¢
S (R) car ne décroit pas assez vite en || — oc.

Proposition 4.0.7. Si f € S(R") alors Ff € S(R™) c’est a dire

F:SRY) = S(RY)
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Démonstration. Supposons f € S(R™). Soit g (&) = (Ff)(§). Alors d’aprés (4.0.5) et
(4.0.6)

¢ Dig = (-1 F (Dga’ f)
D’ aprés (4.0.7) on a D2’ f € S (R™) C L' (R") et d’apres (4.0.2) F (D2z” f) € L donc
faDgg < Cyp ce qui signifie que g € S (R™). ]

Théoréme 4.0.8. “Théoréme de Paley- Wiener”
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. f(z) holomorphe sur C" et il existe C, R tels que Y, y,|f (v + iy)| < CeflV!
2 (F)(€) =0 pour ] > R

Démonstration. QQ O]

@@ Remarque : on savait que si f (z) est holomorphe alors F f décroit exponentiellement
vite. Ici on rajoute la condition sur la croissance de I’extension analytique, ce qui se traduit
par un support compact de la transformée de Fourier. QQ

4.0.2.2 Transformée de Fourier inverse

Théoréme 4.0.9. “Formule d’inversion de Fourier” ou “Théoréme de Planche-

rel”.
Lopérateur F : L* (R") — L* (R") est unitaire c’est a dire que Vf,g

La transformée de Fourier inverse est donc égale a 'adjoint F~1 = F* et donnée par

1
(27T)n/2

(F7g) (2) = (F'g) (2) = [e=<q(©ae (4.08)

Démonstration. (*) (Taylor [29] p.198). On va d’abord obtenir 'expression de (F*g) (z).
Par définition de l'opérateur adjoint,

(f,.Fg) = (Ff.g9) = /<(2;)n/2/e w&f (z)d )g(f)d§

B /m<2n”/2/ 9 ) !
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done (F*g) (x) = 7 [ €€g (€) d€.
On va maintenant montrer que F*F = Id sur S (R"). Soit f € S(R"). On a

FEN @) = g [ ([ s an)

On aimerait inverser I'ordre des intégrales, mais on ne peut pas car [ e TYEd¢ est diver-

gente. Lastuce (qui a déja été utilisée pour les séries de Fourier et qui sera plus développée

avec la théorie des distributions) est de régulariser cette intégrale divergente en écrivant par
. . : 2 .

exemple (on introduit la Gaussienne e ~¢1¢I" qui tronque les hautes fréquences |£] > 1/1/2) :

| | .
. _ - iwg ([ el —ine
FENW = o i [ e ([ ) ay)
= lim L/ei(x_y)'fe_awdﬁ f(y)dy
e—0+ (2m)"
be(a—y)

Il apparait la fonction suivante qui est une intégrale Gaussienne (voir (B.1.2)) et que I'on
calcule :

de () : = —1)n/ e”'ée";'f‘zdé‘

C’est une Gaussienne de largeur treés petite ~ /¢ et d’intégrale (c’est encore une intégrale

Gaussienne) :
/ de (x)dxr =1

Par conséquent . (x — y) est trés concentrée en x ~ y et

(F*Ff)(x) = lim [ (z—y)f(y)dy

e—0t

= f(z) im [ 6.(x—y)dy=f(z)
e—0t

On a obtenu que F*F = Id sur S (R"). De la méme maniére (les expression sont les méme)

on a FF* = Id. Par complétion (passage a la limite de S (R") a L? (R™)) on déduit que

F: L*(R") — L*(R") est unitaire. O
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4.0.2.3 Transformée de Fourier et convolution

Définition 4.0.10. Le produit de convolution de deux fonctions u,v € C§° (R™) sur
R"™ est la fonction

<u*v><x>=/u<y>v<x—y>dy

Remarque : Le produit est commutatif :

e (o) = [uole-ydy= [u@-yo)dy=(ru @)

Proposition 4.0.11. La transformée de Fourier d’un produit de convolution est un pro-
duit de fonctions

(F (u*v)) = (2m)"* (Fu) (Fv) (4.0.9)

Démonstration. Avec un simple changement de variable :

Fue© = oo [ ([rwre-pa)a
= (27T1>n/2/e’if'(x_y)e_’f‘yu (y)v(x —y)dydx

= (2m)"? ((2;)”/2 /e_’f‘yu (y) dy) (W/e‘i“v (x) d:v)

= (20" (Fu) () (Fv) (&)
O

Exercice 4.0.12. Soit g (z) = 1 pour |z| < § et g (x) = 0 sinon. Montrer que f = g*g
est la fonction tente (4.0.3). Calculer (Fg) (§) et déduire simplement le résultat (4.0.4) :

1 (sin§)’
(]:f)(f):E< §>

Application au théoréme limite central @@ voir Taylor P.202
Soit f une distribution de probabilité de moyenne nulle : [ f (z)dz =1et [af (z)dz =
0.
On calcule la limite faible de f % f % ... f pour n — oc.
—_—

n
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Application pour les Equa. différentielles : @@ Déplacer au chap. DIstribution ou
EDP. @@
Considérons un opérateur différentiel & coefficients constants sur R” :

P=>"a,DS

la| <k
On a la relation suivante pour toutes fonctions u,v € C§° (R™) :
P (uxv) = (Pu)*v=ux(Pv)

Démonstration. On calcule la transformée de Fourier et on utilise (4.0.5) puis () :

F(P(uxv)) = F Z%D;‘(u*v) :Zaa}"(Dg‘(u*v))

|| <k loo| <k
= > & F(uxv) = 20)"? Y af* Fu(€) . Fv ()
|a| <k |a|<k

Dans cette derniére expression il n’y a que des produits commutatif de fonctions de £. Ainsi

F ((Pu) *v) = (27)"* F (Pu) .Fv = (2m)"? Z ao (§% (Fu) (£)) . Fo (&)

lof <k
donne le méme résultat donc P (u * v) = (Pu) * v et de méme pour u * (Pv). O

@@ déplacer dans chap distributions@Q@Ainsi pour résoudre l’équation différentielle
inhomogene (f,P sont donnés et on cherche u) :

Pu=f
il suffit de résoudre au préalable P¢ = § pour déduire :
u=fx*xq¢
on dit que ¢ est la solution fondamentale.

Démonstration. On a Pu= P (fx¢) = f* (Po)=f*xd=f. ]



Chapitre 5

Transformée par ondelettes

Définition 5.0.1. Un paquet d’onde Gaussien est la fonction

. _ \x—m0|2
oo (¥) 1= a0 Te 52

avec (z9,&) € R* et o > 0 et la constante

1
(27_‘_)71/2 (71_0_2>n/4

(5.0.1)

a =

Remarque :
— un paquet d’onde Gaussien s’appelle aussi ondelette de Morlet ou état cohérent
— D’apres l'exercice 4.0.4, le paquet d’onde Gaussien ¢, ¢, est localisé en espace en
x ~ xg et sa transformée de Fourier est localisée en fréquence en & ~ &,. Il est donc
“localis¢” dans I’espace de phase au point (zg, &) € R*".
— Le choix de la constante a sera justifé dans la proposition 5.0.3.

Définition 5.0.2. La transformation de Bargmann d’une fonction u € C* (R") est
la fonction Tu € C* (R?") :

_ (y—zq)?

(Tu) (20, 80) = (Pao.0> 1) pa(ny = @ / e~ SeT 5w (y) dy

n

45
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Remarque :

— La transformation de Bargmann s’appelle aussi transformation par ondelettes
de Morlet.

— D’aprés le produit scalaire, et comme ¢, ¢, est localisé au point (z9,&) € R*"
de l'espace de phase, on interpréte (Tu) (zo,&) comme étant la valeur de u au
point (xg,&) € R*" de l'espace de phase. Autrement dit la fonction (7u) est une
représentation de u sur l'espace de phase. Si on ne garde que le module carré (c’est
a dire I'intensité), on définit la distribution de Husimi de la fonction u par :

Husu (x()aéo) = |(7-u) (fﬂo,fo)ﬁ = |((105E07§07 U)‘2

c’est une fonction positive sur I’espace de phase.

Transformation inverse et relation de fermeture

Proposition 5.0.3. Si T* : C*®(R*) — C>~(R") est l'opérateur adjoint de T :
C>*(R") — C* (R*"). On a

T oT = Id sur C™ (R") (5.0.2)

Par conséquent T : L? (R") — L* (R*") est une isométrie c’est a dire
[ Tull 2 @eny = llull f2@ny < /2 T (20, &) doodéo = | Ju(2)|* da
R2n R"

et P:=ToT*: L?(R*™) — L*(R*) est le projecteur orthogonal sur T (L? (R™)) appelé
projecteur de Bargmann. Voir schéma QQ.

Démonstration. On utilise ici des notions non encore présentées : noyau de Swchartz, distrib
de Dirac@a@.

Calculons le noyau de Schwartz de 'opérateur 7 o 7. Remarquons que le noyau de T
et 7" sont

<5x,§|T5y> = Pxg (y)v <5y’|T*5x,§> = Pxg (y/)

donc utilisant la relation de fermeture sur R?" :

(T oT)h) = [ dedeloy|T°6,0)6.6T5,)
= [ dnde{oy T8, 0.l T5)

_ / dxdépue () @ue (y)

_ 2 / ddee s V)= sle—y =g eyl
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Or d’aprés (B.1.2), [o,dée®¥' =) = (27)" 6 (v —y) et [,. dve 21" = (7?02)”/2 (intégrale
Gaussienne (B.1.2)). Donc

1

Oyl (T oT)dy) = a*(2m)" 6 (y' —y) / dpe— el

= a2 (2n)" 6 (y —y) (n0?)"?
o (y — )

_ 1 ,
car a2 = W. OH a montreé (502)

Conséquences : || Tul® = (Tu, Tu) = | w,T*Tu | = (u,u) = ||u|*. Et soit P := TT*

Id
On a
2 * * *
PP=TLTT =TT =P
Id
et

P = (TT) =TT =P

donc d’apres () P est un projecteur orthogonal. Finalement il est clair que 7 (L* (R"))
Im (P) sur L? (R?").

Ol

Proposition 5.0.4. Le noyau de Schwartz du projecteur P est appelé noyau de Berg-
mann, donné par :

1

Il e—nt! _ 1 .’Ef:vlz 12
B(2',¢,2,6) = (0w o |Pbue) = (P e, Pue) pouny = (%)nez( ¢-at) o= 1oz (le—a/*+lg—¢'?)

Voir schéma QQ.

Démonstration. Calcul du Noyau de P :

(02,6 | P e)

[ vl T8 6T 6,

— /n dyparer () Pae (Y)

= (‘pw’,i’v ‘Pw,ﬁ)LZ(Rn)




Deuxiéme partie

Espaces vectoriels et tensoriels
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On insistera sur 1'utilité des ces notions en mécanique quantique et en relativité.
Références : Blyth “Linear algebra” tomes 1,2.
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Chapitre 6

Espaces vectoriels
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Définition 6.0.1. Un espace vectoriel réel (ou sur R) est un ensemble E d’éléments
u € E appelés vecteurs, avec (ce qui suit doit étre valable pour tous u,v,w € E et
Ap€eR):

— Une opération interne appelée addition notée +
(u,v) € (EX E)— (u+v)€E

qui est associative :
u+t (v+w)=(ut+v)+w

commutative :
ut+v=v+u

possédant un élément neutre noté 0 :
u+0=u
tout élément u a un opposé noté (—u) :
u+(—u)=0
— Une opération externe appelée multiplication notée

(AMu) e Rx E— (Au) € E

telle que
A(ut+v) = Au+Av
A+p)u = Au+pu
M) u = A (pu)
lu = u
Remarques :

— Il y a une définition analogue pour un espace vectoriel complexe (ou sur C) en
remplagant A € R par A\ € C, etc.
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LAm | NeC
s
[#] A
\c

— Dans la section @@ on verra que (F,+) est un groupe commutatif.

Exemples
— E:=R*"=Rx ... xR avec n € N donné. Un élément est u = ( Loou) €
R". L’addition est définie termes a termes : u + v := (u' +o',...,u" + "), et la
multiplication aussi : A\.u = (Au',..., \u") avec A € R. On verra que dim (E) =

. AN
T

o s
\ e

— FE :=C" (idem, espace vectoriel complexe). On verra que dim (E) = n.

— E := C*(R) qui est l'espace des fonctions sur R, a valeurs réelles (ou complexes)
u:x € R— u(x) €R et dérivables un nombre infini de fois. L’addition est terme a
termes : (u +v) (z) := u (z) + v (x), et aussi la multiplication : (A\.u) (x) := Au ().
Cet espace est utilisé en physique (ondes acoustiques, ondes quantiques,...). On verra
que dim (F) = 0.

— De méme E := C* (R?) est lespace vectoriel des fonctions u (z,y,2) a trois va-
riables.

— On verra au chapitre @QQ un exemple important d’espace vectoriel : les vecteurs tan-
gents en un point d’une surface (ou d’une variété), qui physiquement correspondent
aux différents vecteurs vitesse d’'une trajectoire passant en ce point.
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Définition 6.0.2. n vecteurs ey, ..., e, € F forment une base de 'espace vectoriel réel
E si tout vecteur u € E se décompose de fagon unique :

u= Zuiei, u' € R (6.0.1)
i=1

Voici un exemple de 2 vecteurs de bases, et de 3 vecteurs qui ne forment pas une base :

Remarques
— On appelle les nombres (u!,...u") les composantes du vecteurs u par rapport a

la base. Pour exprimer que les composantes caractérisent le vecteur, on note :
_ i
U =pasee (U )i:l,...,n
— Une base canonique de ’espace R" est constituée des n vecteurs :

€1 = (1,0,0)
€y = (0,1,0,0)

e, = (0,0,0,...1)

L’espace C™ est un espace vectoriel complexe, avec la méme base mais des coefficients

complexes.
— En mécanique quantique, avec la notation de Dirac, on note un vecteur par

|u) € E (appelé ket) et donc (6.0.1) s’écrit :
[uy =) w'les)

— Si € est un ensemble de vecteurs (par exemple & = {u,v}) on note Vect (£) l'en-
semble des vecteurs obtenus par combinaisons linéaires (exemple \u + pv avec
A i € R). Alors Vect (£) est un espace vectoriel appelé espace vectoriel en-
gendré par &.
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Proposition 6.0.3. La base n’est pas unique mais si elle existe le nombre n est unique,
appelé dimension de l’espace vectoriel E, noté n = dim (FE). (Sinon dim (E) = 00).

Démonstration. (ref : Blyth T2, p.83)
Supposons (e ...e,) base de E et (f1,. .. fm) une autre base avec m > n. On va montrer
que m = n. On peut décomposer

f1:/\1€1+...+/\n6n

et comme f; est non nul, alors un coef au moins est non nul, donc on peux supposer que
A1 # 0. Donc
~1
€1 = )\1 (fl - )\262 — ... )\nen)

donc
E =Vect(fi,ea,...,en)

donc on peut décomposer
fo=p1fo+ pzez ...+ pnen

avec [l ... [, qui ne peuvent pas étre nuls simultanéments car sinon f; et fy seraient
colinéaires. On peut donc supposer s # 0. Alors de méme

E =Vect(f1, f2,€3,--,€n)

et ainsi de suite, on déduit que

E=Vect(fi,...fn)

Si m > n on aurait donc f,11 € Vect(fi,...fn) ce qui est impossible car (fj)j est une
base. Donc m = n. O

Exemples

— dim (R™) = n.

— dim(C"™) = n en considérant C" comme un espace vectoriel complexe.

— L’espace C" peut étre considéré comme un espace vectoriel réel (i.e. avec des co-
efs réel). Dans ce cas une base est e = (1,0,...0), fi = (4,0,...0), ...e, =
0,...0,1), f, == (0,...0,7). Par exemple si z = a +ib € C on décompose le
vecteur : (z,0,...0) = ae; + bfi. On déduit que dimg (C") = 2n.

— Soit d € N et E4 'ensemble des polynomes réels p (z), € R, de degré < d. Une
base de E,; est formé par les monomes e; (z) = 27, avec j = 0...d, car p () s’écrit
de fagon unique p (z) = >, p'a’ = >, p'e; (). On déduit que dim(Ey) = d + 1.

— dim(C™ (R)) = oco. (car il contient en particulier tous les espaces Ey).

Exercice 6.0.4. Soit F I'espace des matrices A carrées N x IV, & coefficients a;; complexes
et hermitiennes, c’est a dire A" = A, ce qui signifie que aj; = @;;, Vi, j. Montrer que E est
un espace vectoriel réel (et non pas complexe). Trouver une base et déduire le dimension

de E.
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Solution : Espace vectoriel réel. dim (E) = N2.

Exercice 6.0.5. Soit d € N et soit 1’espace vectoriel :
E4 := {polynomes p (z1,...,x,) & m variables et de degré < d}

Un tel polynome s’écrit

p(X1, . X)) = Zpax‘f‘leQ R (6.0.2)

avec a = (q,...qy,), des coefficients p, € R, et a; + ...a,, < d. Trouver une base de
I’espace vectoriel E,;, déduire sa dimension.

Exercice 6.0.6. Soit d € N et soit 1’espace vectoriel :
Eq := {polynomes p (z1,...,x,) & m variables homogénes degré d}

Un tel polynome vérifie : p (Axy,...,A\z,,) = Xp(21,...,2,,) pour tout A € R. Il s’écrit
donc comme (6.0.2) avec o +. . . o, = d. Trouver une base de 'espace vectoriel E,, déduire
sa dimension.

6.0.1 Somme directe d’espaces vectoriels

Définition 6.0.7. Soit E, F' des espaces vectoriels. On définit I’espace somme directe
E @ F comme étant l'espace E x F' des couples (u,v) € E X F avec les opérations

(u,v) + (u',0") == (u+u', v+ )

A (u,v) = (A, A)

E®F
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Si (eq,...e,) est une base de E et (fi,... fm) est une base de I alors chacun de ces
vecteurs est considéré comme un vecteur de E'@ F, par exemple : (e1,0) € E'@ F sera noté
e1, et (0, f1) € E® F seranoté fi. Une base de E® F' est donnée par (eq, ..., e, f1,.. fm)
donc dim (E® F) =n+m.

Exercice 6.0.8. Si (G est un espace vectoriel et E, F' C GG sont des sous espaces vectoriels
tels que E(F = {0} et Vect (E\JF) = G (c.a.d. tout vecteur de G peut s’exprimer
comme combinaison linéaire de vecteurs de E et F'), montrer que G = E @ F, c.a.d. que
G et E' @ F sont canoniquement isomorphes (voir définition page 60).

o6

6.0.2 Espaces quotients

Soit E un espace vectoriel et ' C E un sous espace vectoriel. On définit une relation
d’équivalence dans F :
u~vsi (u—v)eF
On note [u] la classe d’équivalence de v € E (cad [u] = [v] si u ~ v) et inversement on
dit que u est un représentant de la classe [u].
On note E/F I'ensemble des classes d’équivalences appelé espace quotient.
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— Montrons que FE/F est une espace vectoriel (il préciser les opérations +,.). Si u,v €
E, on pose :
[u] + [v] = fu+0],  Afu] = [M]

(cette définition ne dépend pas du représentant car si u ~ v’ et v ~ v’ alors u = v+ f
et v=10"+gavec f,g € F, et alors [u' +v'| = [u+ v+ f + g] = [u+ v]. De méme
[(A] = [Au+ A f] = [Au).
— Montrons que
dim (E/F) = dim (E) — dim (F)

Pour cela on considére une base de F notée (f1,. .. f,,) et 'on compléte par (eq, ..., e,)
pour obtenir une base de E. Ainsi dim (F) = m, dim (E) = m + n Il apparait
que [e1],...[e,] forme une base de E/F, en effet : tout vecteur v € E se décom-
pose de fagon unique u = Y u'f; + > U'e;. Donc [u] = > U’ [e;]. On déduit que
dim (E/F) =n.

— Si E = F @ G est une somme directe (déf. ci-dessus), montrons que

G=(E/F)

sont isomorphes. En effet si (f;),_, ,,, est une base de F et (g;),_,_,, une base de

G, alors on a vu que une base de E/F s’identifie avec [g1], ... [gn]-



Chapitre 7

Applications linéaires

Définition 7.0.1. Si E et F sont des espaces vectoriels, une application linéaire est
une application
A FE—=F

telle que pour tous u,v € K, \,u € R
A(Mu+ pv) = AA (u) + pA (v)
On appelle :
Ker(A):={ue E, A(u)=0}: :noyau de A

Im(A):={veF, JueE, v=A(u}: : image de A

qui sont des sous espaces vectoriels. On note
L(E,F)

I’ensemble des applications linéaires de F vers F.

Lm (A)

e V

e =

58
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Remarques :
— on a toujours A (0) = 0. En effet il suffit de poser A = 0 dans la relation A (Au) =
A (u).
— Une application linéaire de F dans F s’appelle un endomorphisme. Il y a un
endomorphisme particulier qui est 'opérateur identité défini par I (u) = u.

7.0.1 Représentation d’une application linéaire dans une base

Si A: E — I est une application linéaire, et (e;),_, ,, une base de E, et (f;),_,_,,, une
base de F', alors on décompose chaque vecteur A (e;) € F dans la base de F :
Ale) =) Alf; (7.0.1)
j=1

ot A7 € R sont les composantes (noter la position des indices).
On décompose un vecteur u € E dans la base de E :

On pose v = A (u) € F que 'on décompose dans la base de F' :

dimF

v:Zvjfj

j=1

Proposition 7.0.2. Les composantes de v = A (u) sont données a partir des composantes

de u par :
n

v =) A (7.0.2)

=1

Ce qui s’interpréte comme le produit de la matrice A = (Af) sur le vecteur colonne

(u') - 1

v 1

u

:<A} ) :
L Am :
u

(. /
’Um V

matrice A, mxn

Ce résultat montre que la connaissance de la matrice A détermine complétement 'appli-
cation linéaire.
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Remarquer que pour une application A fixée, si on change de base de E ou de F', alors
la matrice A change.

Démonstration. On écrit

v = Au)=A (Z ui6i> = Z u'A(e;) car A est linéaire

= D ouw Yy Alfy=) (A f
j=1

i j=1

et par identification avec (7.0.2) on déduit v/ = 327, AJu’ (car comme ( fj); est une base,
la décomposition du vecteur v est unique). O

Exercice 7.0.3. Montrer que l'espace des applications linéaires £ (E

JF)y={A:F— F}
est un espace vectoriel de dimension dim (L (E, F)) = dim (E) dim (F).

Définition 7.0.4. Une application linéaire A : £ — F

— est injective si Vu,v, (A(u)=A(v)) = (u=").

— est surjective si Vo € F', Ju € E, A(u) =wv. Cest a dire si Im (A) = F.

— est un isomorphisme (est bijective) si A est injective et surjective. Alors A est
inversible, car Vv € F, Jlu € E,A (u) = v. On note

A1 F —=F
v s u=A4"1(v)

qui est aussi un isomorphisme. On a dim (E) = dim (F') et on note

EEAF

pour signifier que E et F' sont identifiés (isomorphes) grace a 'application A.
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E . F d A
/AMALDI'“’@ /{Apmmruum ('OLMLw)
Remarque 7.0.5. Une application linéaire dans un espace de dimension oo est souvent

appelée opérateur et notée A avec un chapeau (utilisé en Mécanique quantique, avec
I'espace des fonctions d’ondes E = C*> (R?))

Exercice 7.0.6. Montrer que : A injective < Ker(A) = {0}.

Exercice 7.0.7. Si A : E — F est une application linéaire, montrer que cela induit un
isomorphisme

A: (E/Ker (A)) — Im (A) (7.0.3)
(définir A), et déduire que

dim £ — dim (Ker (A)) = dim (Im (A)) (7.0.4)

Un endomorphisme est une application linéaire A : E — E (dans un méme espace
vectoriel F). On note

A € End (E)

Exercice 7.0.8. Si E est une espace vectoriel de dimension finie n, et A : E — FE est un
endomorphisme, montrer que

A surjective < A injective < A isomorphisme

Montrer que ce résultat est faux en dimension infinie.

Aide : pour un contre exemple, considérer I'espace vectoriel E := RN des suites infinies
u = (u',u? ...) et Popérateur de décalage a gauche A : (u',u?,...) — (u?,u3,...). Calculer
son noyau et son image. De méme pour l'opérateur de décalage a droite : B : (ul,u? ...) —
(0,u',u?,...). Montrer 'analogie avec les opérateurs de création et d’annihilation de ’os-
cillateur harmonique a™, a.
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Operateur de projection : Soit F un espace vectoriel et une décomposition en somme
directe £ = F & G. On définit 'opérateur

E — F
b {(u,v) — (u,0)

appelé projecteur sur F' selon (. Montrer que P est une application linéaire, que
Ker (P) = G, Im(P) = F, et que P o P = P. Montrer inversement que si A : £ — FE
est une application linéaire vérifiant A? = A alors A est un projecteur sur Im (A) selon
Ker (A).

7.0.2 Déterminant et Trace d’'un endomorphisme

Définition 7.0.9. Si A € End (E) est un endomorphisme sur E espace vectoriel, et si
(e1,...e,) est une base de E, et que A soit représenté par la matrice A alors on définit le
déterminant et la trace de A par :

Det (A) := Det (A) (7.0.5)

Tr(A):=Tr(A) (7.0.6)

ces définitions ne dépendent pas de la base choisie.

Démonstration. Dans une autre base on aurait A’ = PAP! et

Det (A’) = Det (PAP™') = Det (P) Det (A) (Det (P))~" = Det (A)

De méme
Tr(A")=Tr (PAP™") =Tr (AP'P) =Tr (A)
]
Interprétations
— Det (A) représente la variation de volume sous l'application A : pour une boule
BCE

Vol (A(B)) = Det (A) Vol (B)
— Tr(A) est relié au déterminant par la formule

Det (eA) = T4

(on le démontre pour une matrice diagonale, puis pour les matrices diagonalisables,
et on le déduit par densité pour toute matrice, donc tout endomorphisme).
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Espace dual

Définition 8.0.1. Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, on appelle

E R
E*:=L(E,R) = {applications linaires v : { - }
u = a(u)

I’espace dual de E. Un élément o € E* est appelé forme linéaire sur F ou vecteur
dual.

Remarques
— Un vecteur dual o étant une fonction réelle (linéaire) sur I'espace F, on peut le
représenter par ses lignes de niveaux sur l'espace E (ou un point dans I’espace dual
E*). Voir figure.
— En mécanique quantique, avec la notation de Dirac, un vecteur est appelé ket et
est noté |u) € E et un vecteur dual est appelée bra est notée («| € E*. Ainsi on
note! :

a(u) = (alu) (8.0.1)

1. On pourrait noter (o|u)g+ g pour ne pas confondre avec le produit scalaire (.|.) qui sera introduit
plus loin.

63




CHAPITRE 8. ESPACE DUAL 64

la contraction de o € E* sur u € F (ce n’est pas un produit scalaire! voir plus
loin).

— Un vecteur est aussi appelé vecteur contravariant et un vecteur dual est aussi ap-
pelé vecteur covariant ou pseudo-vecteur en physique. La raison sera expliquée
ci-dessous.

— En analyse, si f est une fonction sur E alors sa transformée de Fourier f (€) est
une fonction sur £E*. En cristallographie, par exemple le réseau périodique A C F
est engendré par une base de F et le réseau dual A* par une base de E* qui est la
base duale.

— Les vecteurs duals (ou forme linéaire) ont une importance cruciale en géométrie, par
exemple on verra page 162 que la différentielle d’une fonction df est un champ
de formes linéaires).

— La notion de formes linéaires est aussi importante en théorie des fonctions (appelée
“analyse fonctionelle”). Par exemple sur l'espace vectoriel E = C* (R), soit x € R
fixé et soit :

0 i €C®(R) = p(x) €R

alors 0, € E* est une forme linéaire appelée “distribution de Dirac en 2”7 et
aussi notée (x| en mécanique quantique. Ainsi avec cette notation de Dirac, si |¢) €
= (R)

0z () = ¢ (z) = (zlp)

On rappelle la définition du symbole de Kronecker :

51:: ..
=0 sij#k
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Proposition 8.0.2. Soit (ej,...,e,) une base de E. On décompose un vecteur : u =
S ule; € E. Pour j fizé on définit :
. |JE —R
e . .
U —u
alors e* € E* est une forme linéaire et (e*',... e*™) est une base de E* appelée base

duale. Elle vérifie : . ‘
e (ex) =y,

donc

dim (E*) =dim (F) =n

Une forme linéaire o € E* s’écrit dans cette base :
a = Z e (8.0.2)

avec o; = a (e;) € R ses composantes.

Démonstration. Si o € E* alors

a(u) =« (Z uiei> = Zu’d (e;) = Z e (u) a(e;) = Za (e;) e (u)

donc

o= Z ;e avec a; = a(e;)
i
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Remarques
— La correspondance :

vecteurs de base ¢; & vecteurs de base duale e*

est “collective” et non individuelle. Comme le montre la figure, si on modifie un
vecteur (par exemple e;), cela modifie tous les vecteurs duaux e*. On verra plus
loin une correspondance individuelle différente qui existe lorsqu’il y a une métrique
sur F.

— Si (eq,...,e,) est une base de F, si « € E* = L(E,R) (considérée comme une
application linéaire), comme 1 € R est la base canonique de R, on exprime « par
rapport a ces bases par une matrice 1 x n, cad un vecteur ligne :

O =g, (1,05 )

ot a; = a(e;). En particulier si u = Y, u'e; € E on a
a(u) = Z o’
i

le produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne.

Exercice 8.0.3. Si E est un espace vectoriel, montrer que (E*)" = E et que c’est un
isomorphisme canonique. On notera aussi E** := (E*)".

Exercice 8.0.4. Montrer que si A : E — [ est une application linéaire, alors on peut
définir canoniquement une application linéaire A* : F* — E* appelée application trans-
posée ou application duale. Avec la notation de Dirac, si a € F*, u € E alors

(a]Au) = (A*alu) (8.0.3)
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Métriques sur un espace vectoriel

9.1 Meétrique Euclidienne

Définition 9.1.1. Si F est un espace vectoriel réel de dimension n, un produit scalaire
Euclidien ou métrique Euclidienne sur £ notée g (.,.) est une application bilinéaire :

g:(u,v) e EXFE—g(u,v) €R

bilinéaire (cad linéaire en u et en v), symétrique (g (u,v) = g (v,u)) et

Yu € F, g(u,u) >0: positive
gu,u)=0=u=0 non dégénérée
On notera :
|lu|| == /g (u,u) : norme du vecteur u

On dit que (E, g) est un espace Euclidien.

Remarque
— Le produit scalaire se note aussi ' avec ou (.|.) :

(ulv) == g (u,v) (9.1.1)

— On peut considérer g comme une application linéaire :

- JE 2B (9.1.2)
T Vo =g@w.)={veE - g(uv)cR} o

1. On pourrait aussi noter (u|v)g pour ne pas confondre avec la contraction (.|.) g+ g définie page 63.

67
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Le vecteur dual g (u) := g (u,.) € E* est appelé vecteur dual métrique de u,
aussi noté (u|.) ou (u| compatible avec la notation (9.1.1).

~
~
~

N .
AN \.»LL 5[&5

~
) h / ) : " s
: Gl ()= fleel
o N :
N
\\ o~
o /g(“)

= <A‘L,

— L’hypothése g est symétrique s’écrit que
Jg=g" B =FE — E” (9.1.3)
En effet : siv e E=E* et §(u) € E* on a d’aprés (8.0.3)

g () (u) = v(g(w) = (g (u)) (v) = g (u,v)
Par ailleurs g (v) (u) = g (v, u).
— L’hypothése g non dégénérée signifie que g : ' — E* est inversible. En effet
Ker (9) = {u, g (u,.) = 0} = {u/g (u,v) = 0,Vv} = {0}
donc g est injective donc bijective (c’est un isomorphisme). On note son inverse
g E* = E (9.1.4)

et en notation de Dirac, si « € E* on a g~ ' (a) = |a) € E.
— Gréce a 'isomorphisme ¢ : E — E*, le produit scalaire sur £ noté (.|.)g définit un
produit scalaire sur E* aussi noté (.|.)p+ :

(@B = (77" () ]g7 (B))e  a,BEE

(aussi noté g7 (B, a)) qui est aussi symétrique, non dégénéré et positif.

— De fagon équivalente on peut dire que g € S(E* ® E*) est un tenseur d’ordre
2, symétrique et défini positif. Rappelons que E*, dual de E est I’ensemble des
applications linéaires £ — R.

Définition 9.1.2. Une base orthonormeée (b.o.n.) est une base (ey,...,e,) telle que
g (6i7 e]) = 5i,j7 vzvj

(autrement dit (e;|le;) = 0, ;).
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(T
/rez_
o .f. o Cq

Remarque Si (¢;), est une base quelconque (pas forcément orthonormeée), avec (e*'), sa
base duale, alors en général un vecteur de la base duale est différent d’'un vecteur dual

métrique : .
(e # (el

sauf précisément si la base est orthonormée. Voir figure, et voir exercice ci-dessous.

<&

— Dans une base (e;), de E, Iapplication ¢ est représentée par une matrice gij =
glee;),etsil=> Ue €E, V= >, Vie; € E, on a

g(UV)= ZgijUivj
4,3
Si (e*'), est la base duale dans E*, définie par :
e (e;) = & (9.1.5)

alors e* (U) = U". On peut donc noter

9= Zgije*i ® e,

.3
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ot e*®e* : (U, V) — UV est une forme bilinéaire (tenseur). Concernant le produit
scalaire induit sur E* on déduit que si o = 33, aze™ € E*, =3, ;e € E*, alors

(o, B) g = Z (g_l)i’j a; 3,

ot (g71)"” sont les éléments de matrice de I'inverse de la matrice gi;- Cela s’écrit

> (97" g1y =35

— Noter que dans la plupart des livres de physique on convient d’écrire (g)lk a la place
de (gfl)ik (ou les indices en haut suffisent & indiquer qu’il s’agit de g~1).

— Il existe une base (e;), de E appelée base orthonormée telle que

g (ei,e5) = i

cest adire g =Y, e ® e

— Si (e;); est une base quelconque de E donnée, attention a ne pas confondre la base
duale (e*'), (base de E* définie plus haut, et qui ne nécessite pas g pour étre définie),
et la base duale métrique f* := g (e;,.) = (e;,.),i = 1 — N, qui nécessite g. En
mécanique quantique, le dual métrique (e;| := (e;,.) € E* est appelé “bra” et le
vecteur |e;) 1= e; € E est appelé “ket”. Dans le cas d'une base orthonormée, les deux
bases sont identiques : * = f°.

— En physique (anciens ouvrages), les composantes d'un vecteur v € E, notées (v'),,

sont appelées vecteur contravariant. Les composantes d’un vecteur dual oo € E*,
notées (o),, sont appelées vecteur covariant.(voir chapitre II).

Exercice 9.1.3. Supposons que F est un espace vectoriel, (ey, ... e,) une base quelconque
de E, et g une métrique sur E (aussi notée (.|.)).

1. Montrer que avec les notations de Dirac, on a :
Ip = Z lei) (e| = Z ;e (.)
i i

appelée relation de fermeture.

2. On note
g9ij = g (e, €5) = (eile;)
qui forme une matrice n x n. On note
(g—l)ij — (g—l) (e*i7€*j) _ <€*i|€*j>E*
montrer que ces matrices sont inverses I'une de 'autre, c’est a dire

S () =0

k

(remarque : dans la plupart des livres, on écrit ¢** au lieu de (gfl)ik ou les indices
en haut suffisent & indiquer qu’il s’agit de I’application §~': E* — E).
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3. Pour une base quelconque (pas forcément o.n.) montrer que la relation de fermeture
s’écrit : N
) — ?
In =) le(e”| =D le) (97")" (el
i i\j

4. Si (e;),; est une base orthonormée de E, montrer que (e*| = (€| et |e*') = |e;) (c’est
a dire que dans ce cas les vecteurs de la base duale et les vecteurs dual métriques
sont égaux).

9.1.1 Existence et construction d’une base orthonormée

Nous allons donner deux constructions particuliérement intéressantes de bases o.n.,
montrant au passage qu’il existe toujours une b.o.n. dans un espace vectoriel Euclidien de
dimension n.

Construction de Gram-Schmidt : partant d’une base (by,...b,) quelconque de E
(pas forcément orthonormée), on pose

b
el = —
16l
qui est normalisé (car |le;| = ”Zi” = 1). On considére l'espace Ey := Vect (by,by) =
Vect (e1, b) de dimension 2. On pose
ég = bQ + )\161 avec )\1 tq <€1|é2> =0
=4 <€1‘b2> + X =0
~ )\1 = —<61|b2>
On pose
€2
€2 = 7=
€2l

qui est normalisé. Alors {ej,es} est une base o.n. de Ey. On poursuit par récurrence :

si on a obtenu eq,...e;_;, on considere E; = Vect (by,by...b;) = Vect (e1,e2...€j_1,b;)
de dimension j. On pose é; = b; + Ajeq + ... + A\j_1ej_1 tel que (e;|é;) = 0 pour tout
i=1,...,7—1,s0it (e|bj) + \; =0 < \; = —(e&;]b;). On pose ¢; = ”zﬁ qui est normalisé.
Alors (e1,es...,€;) est une b.o.n. de Ej;. Par récurrence, on obtient une b.o.n. {ey,...e,}
de E, = E.

Remarque : cette construction dépend de la base (by,...b,) de départ mais aussi de
I’ordre des vecteurs (bj)j. Retenons que la base o.n. obtenue est caractérisée par le fait que

E; = Vect (b, ...b;) = Vect (eq, .. .¢j), Vi=1,...n

Ces espaces sont emboités :
EFLCE,C...CE,=F
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Construction symétrique d’une base orthonormée (*) Voici une autre construc-
tion. On part d’une base (b1, ...b,) quelconque de E (pas forcément orthonormée). Posons :

Bij := (bilb;)

La matrice B = (B, ;), ; est appelée matrice de Gram de la base (b;);. C’est une matrice
symeétrique, définie positive, c’est a dire que pour tout u € R™, u # 0, (u|Bu)g- > 0. En
effet on pose U =3, u'b; € E, et on a 0 < (U|U)p = ), ; u'n/ (bi|b;) = (u|Bu)n.

Donc la matrice B se diagonalise :
B=UDU!

ot U est une matrice orthogonale (U~! = U7T) contenant les vecteurs propres de B en
colonnes, et D = diag (dy,...,d,) sont les valeurs propres de B, avec d; > dy... > d, > 0.
On pose

dj == —= D := diag <ci1,...,czn)

Vi

C=UDU™' :matricen xn

et

Remarque. Cela revient a poser (par définition)

. 1 1
D=—, C=—.
VD VB
Posons : .
€ = an,jbj el a=1,....n
=1
Alors :
<ea’€ﬁ> = an kCsl bk’bl an kBr ( > Lg
= (CBC* s = (UDDDU* )M — (1), = dug
donc (ey,...,e,) est une base orthonormée de E.
Remarques :

— si au départ (by,...b,) est déja une b.o.n. alors B = Id, C' = Id et donc e, = b,, Vav.
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9.1.2 Application linéaire adjointe
Si A: E — E est une application linéaire, rappelons que ’application duale est
A" E* > E*

définit par (A*a|u) = (a|Au). Si g est une métrique Euclidienne, on a vu que cela définit
un isomorphisme g : £ — E*. Cette identification permet de “ramener” A* sur I'espace F
d’aprés le diagramme :

E* A" E
E—
Tg Tg
E At E
_>

Papplication résultante A™ : E — E, et appelée application adjointe de A. Cela s’écrit
simplement
Yu,v € E, g (A+u,v) = g (u, Av)

En effet : on a

Atu = g (A (W) & (G (ATu) [v) = (A" (§ (w)) [v) = (g (u) |4 (v))

En notation de Dirac cela donne :
Yu,v € E, (Atulv) = (u|Av) (9.1.6)
qui ressemble a la notation (8.0.3).

Exercice 9.1.4. Dans une base orthonormée, si A est représentée par une matrice A =
(Ag )Z.j (voir (7.0.1) page 59) montrer que AT est représenté par la matrice transposée :

(AT)) = AT = A

i
J
Remarque : Si on avait voulu une présentation plus rapide de 'opérateur adjoint, en
se passant de 'espace dual et d’opérateur dual, il aurait suffit de donner eq.(9.1.6) comme
définition. Notre présentation qui est plus sophistiquée, plus complexe au premier abord,
sera utile pour présenter les tenseurs. Il est important de remarquer que la notion d’espace
dual existe sans qu’il y ait une métrique, et que la donnée d’une métrique permet d’identifier
E* et E par un isomorphisme g : £ — E*.
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9.1.3 Applications linéaires qui préservent la métrique

Définition 9.1.5. Sur un espace vectoriel Euclidien (E, g), une application linéaire A :
E — F est appelée transformation orthogonale si :

Yu,v € E, g (Au, Av) = g (u,v)

(on dit que A “préserve la métrique”)

Remarques :
— En notation de Dirac : (Au|Av) = (u|v).
— En faisant u = v on a (Au|Au) = (u|u) soit ||Au|| = ||u]| ce qui signifie que A
préserve la norme |ju|| et distance entre vecteurs d (u,v) := ||lu — v||. On dit que A

est une isométrie. Mais cela est réciproque (voir ci-dessous).

— Une application orthogonale est un isomorphisme, donc A est inversible. (En effet
il suffit de montrer qu’elle est injective, soit Ker (A) = {0} : On a u € Ker (A) =
|Aul| = 0, or ||Au|| = ||u|| donc u = 0).

— A1 est aussi une transformation orthogonale, car (Au|Av) = (ul|v) & (u/|v) =
(A=A~ 1'), en posant v/ = Au, v = Aw.

— Une transformation orthogonale transforme une base o.n. en une base o.n. (en effet

si fj = Al(e;) alors (filf;) = (A(ei) [A(e))) = (eilej) = di=)).

Proposition 9.1.6. Sur un e.v. Euclidien (E,g), si une application linéaire A : E — E
préserve la norme ||Au|| = ||u|| alors A est une transformation orthogonale.

Démonstration. On utilise la technique de “polarisation” : en remplace u = v + w dans
la relation ||Au|| = [Ju|| & (Au|Au) = (u|u), ce qui donne (en developpant et utilisant la
symétrie)

(Av 4+ Aw|Av 4+ Aw) = (v + w|v + w) & (Av|Aw) = (v|w)

donc A est orthogonale. N

Proposition 9.1.7. Sur un e.v. Euclidien (F,g), A: E — E est une application ortho-

gonale si et seulement si :
At =A"1 (9.1.7)
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Démonstration. Si A est orthogonale, et d’aprés la caractérisation (9.1.6) de A*, on a pour

tous u,v € E
(Au|Av) = (ulv) & (AT Aulv) = (u|v)

ce qui implique que A*A = I donc AT = AL O
Remarque : dans une base o.n. la matrice de A vérifie donc

AT =A™ (9.1.8)

9.2 Meétrique Hermitienne

Si E est un espace vectoriel complexe de dimension n, un produit scalaire hermitien
ou métrique Hermitienne sur £ notée h (.,.) doit vérifier

h(Au,v) = Mh(u,v) antilinéaire a gauche
h(u,\v) = MAh(u,v) linéaire a droite

h(v,u) = g (u,v) symétrique
h (u,u) > 0 positive
h (u,u) = 0= u = 0 non dégénérée

On notera :
|lull == v/h (u,u) : norme d’'un vecteur u € F

On dit que (E, h) est un espace Hermitien ou espace de Hilbert

Remarques :
— On note aussi :

(u|v) == h (u,v)

le produit scalaire.
— Tout ce que I'on a définit pour une métrique euclidienne se définit de maniére

analogue pour une métrique Hermitienne. Il y a quelques différences :

— Attention, Papplication h : E — E* définit par h (u) (.) = h (u, .) est maintenant
anti-linéaire.

— Si A: E — E est une application linéaire, on définit comme en (9.1.6) 'opérateur
adjoint A™ relativement & la métrique Hermitienne. C’est un opérateur linéaire
(on a utilisé deux fois 7). Dans une base o.n. la matrice de A* est la matrice
transposée conjuguée de la matrice de A.
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— Une application qui préserve la métrique Hermitienne, (Au|Av) = (u|v) est
appelée transformation unitaire. Elle vérifie AT = A%
— en dimension infinie, I'espace doit étre complet pour la norme ||.|| (Espace de Banach,
espace de Hilbert) Voir [29].

Exemples :
— Sur E=C" siu=(u',...,u") et v=(v',...,0"), on pose

Z—z i

— Si B = CY espace de dimension infinie, contenant des suites infinies u = (u',u?,...)
on pose de méme
§ —’L Z

2 2 : .
pour des vecteurs tels que ||ul|” = (u|u) = Z;’il |u|” < oo soit finie.

— Exemple utilisé en mécanique quantique (c’est aussi un exemple sur un espace
de dimension infinie).

E=C*[R), ¢,p€FE

Wlo = [T}

(a condition que ||¢||, |l¢]| < o). Le complété de I'espace des fonctions de carré
sommable est noté :

L* (R)

(il y a des fonctions discontinues et méme qui divergent en des points). En mécanique
quantique, ¢ (z)|* dz = P (z) dz s’interpréte comme une densité de probabilité. La
condition que la probabilité totale soit 1 s’écrit :

1= [ P@de= [ @ de= ol

cad que le vecteur ¢ soit de norme 1 (“normalisé”).

9.3 Meétrique de Lorentz

En physique la métrique de Lorentz définie ci-dessous est utilisée en relativité sur 1"es-
pace temps”.
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Définition 9.3.1. Si E est un espace vectoriel réel de dimension n (ex : n = 4 en
relativité), une métrique de Lorentz sur E est une forme bilinéaire g : £ x F — R,
symétrique (avec g : E — E* définie en (9.1.2), §* = g), non dégénérée (g est inversible),

et de signature (+1,—1,..., —1), c’est a dire qu'il existe une base | ey ,e1,€q,...,€,1
v \—/—/
temps espace

de FE, appelée base orthonormée (b.o.n.), telle que
g (60760) = +17 g (eiv ei) = _1a SI) Z 1

g(eivej) = 0 Si Z 7&]
On dit que (F, g) est un espace de Minkowski.

Remarques :

— On pourra aussi noter (u|v) := g (u,v) avec u,v € E.

— Attention a la confusion possible : on dit “espace-temps” représentés sur des schémas
avec espace en abscisse et temps en ordonnée, mais les coordonnées sont dans 1’ordre
“temps-espace”.

— Dans une base o.n. la matrice de la métrique g; ; = g (e;, e;) est diagonale :

+1 0

0 —1
— Il n’y a pas de norme car g (u,u) peut étre positif, négatif ou nul selon le vecteur
u € E. Voir ci-dessous.

— Une transformation linéaire A : F — FE qui préserve la métrique de Lorentz, i.e.
(Au|Av) = (u|v), Yu, v s’appelle transformation de Lorentz.

9.3.1 Cone de lumiére

Soit (E, g) est espace vectoriel de Minkowski de dimension n.

Définition 9.3.2. Pour un vecteur u € F,

— u est de type lumiére si g (u,u) = 0 (u est sur le cone de lumiére).
— u est de type temps si g (u, u) > 0,
— wu est de type espace si g (u,u) < 0.
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De plus étant donné une base o.n., on dit que u est de type temps futur si g (u,u) > 0
et ug > 0, et de type temps passé si uy < 0.

Pour illustrer ces définition, supposons (e, €1, ...€,_1) une base orthonormée de F.
Soit u € E un vecteur que 'on décompose

n—1

U = Uy + E Ui€;

=1

avec des composantes ug, u; € R. L’équation g (u,u) = 0 s’écrit

n—1

g(u,u)zO@ug—Zu?:

=1

Ainsi u est sur le graphe appelé cone de lumiére (on verra pourquoi ). Voici un schéma
du cone de lumiére dans F pour les dimensionn=1+1etn=2+1:

lome Remize Lo Hypelowpo

Ulo - 6:.J?k:ﬂ 02 ‘I*: pe f"f:“”’\J“i
el .=
—= ) Cove AJ-LMVLL&L
ATl e
Vetkeen " ,"
defgpe < N[
f u,
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9.4 Meétrique symplectique

La notion de métrique symplectique est utile en mécanique analytique pour écrire les
équations de mouvement de Hamilton, indépendement du systéme de coordonnées.
On peut sauter cette partie en premiere lecture.

Définition 9.4.1. Une métrique symplectique w sur un espace vectoriel £ de dimen-
sion finie est une application

(ExE >R
|OV) mw(@Y)
qui est linéaire en U et V, antisymétrique (w(U,V) = —w (V,U)) et non dégénérée

(w(U,V) = 0,VV = U = 0). On dit que (F,w) est un espace vectoriel symplec-
tique.

Remarque :
— Pour tout w € E, on a w (u,u) = —w (u,u) donc w (u,u) = 0.
Voici un résultat important qui montre la forme normale? d'une forme symplectique.

Proposition 9.4.2. Si w est une forme symplectique sur un espace vectoriel E alors

forcément dim E = 2n (est paire) et il existe une base (ey,es,....en, f1...,fn) de E
appelée base canonique, telle que
w (61', f]) = 51‘7]‘, w (6,‘, ej) = 0, w (fz> fj) = 07 (941)
Ainsi si les wvecteurs u,v se décomposent comme uw = Y . (¢'e;+p'fi) , v =
>y (qllei + p/zfi) alors
w(uv) = (a9 = p'd")
i=1

Pour une preuve rapide, voir |7, p.1]. La proposition précédente découle de la proposition
suivante qui est un résultat plus fort et souvent utile (Weinstein 1977 “Lectures on sympl.
manifolds p.8,[7, p.66, prop12.3]) :

2. On verra la notion de forme normale & nombreuses occasions dans ce cours. En gros la “forme
normale” d’un objet est ’expression la plus simple que puisse prendre cet objet dans un systéme de
coordonnées approprié.
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Proposition 9.4.3. Si E est un espace vectoriel muni d’une forme symplectique w et
d’une métrique g euclidienne alors dim E' = 2n (est paire) et il existe une base canonique
(e1,€2, ... €n, f1..., fn) de E vérifiant (9.4.1) et de plus cette base est orthogonale pour

g -
1

Ai

>0

g(ei,fj):(), g(el7€1>:g(f17fl>:

avec des \; > 0.

Démonstration. Notons
w:E—FE, oU)=w(U,.)
(

et de méme g~ : E* — E | avec g(U) = ¢g(U,.) (déja défini en Eq.(9.1.4), page 68) et

posons
K=g'oo :E—FE
c’est a dire g (K (u),v) = w (u,v). On a que w est non dégénéré, donc K est inversible?.

On a
g(uvKJr (U)) :g(K(u),U) :w(u7v) =—w (Uau) = _g(K(U)7U) :g(u7 _K(U))? Vu, v

c’est a dire que KT = —K (anti-hermitien pour la métrique g). Considérons la décompo-
sition polaire” de l'opérateur K notée :

K =|K|J=J|K]|

Avec |K|2 = KTK = —K? qui est un opérateur autoadjoint défini positif, et J =
K/VK*K (ici Kt = —K donc J commutte avec K). Considérons un vecteur propre
e de |K| de valeur propre VA : |K|e = Ve, et posons f = .J(e). Remarquons que
g(e,f) = 0, ie. les vecteurs sont orthogonaux (en effet utilisant K = J.|K|, on a
0=w(ee)=g(K(e),f) =V (fe) et que |K|f=|K|Je=+Af, donc f est aussi
vecteur propre avec la méme valeur propre. Si de plus le vecteur f est choisi de norme

||f||2:9(faf):%, alors
wie f)=g(K(e),f)=g(J|Kle.f)=VAg(f, f)=1

Les autres termes w (e, e) = w (f, f) = 0 sont nuls car les vecteurs propres de | K| hermitien
forment une base orthonormée. De pouvoir construire les vecteurs propres ainsi par paires
montre que dim £ = 2n est paire. O

3. K~!: E — E s’interpréte comme le champ de vecteur Hamiltonien X généré par la fonction
de Hamilton H (z) = 3g(z,2) sur E. En effet par définition w (X,.) = dH & 0(X) = j(z) & X =
o log(z) =K ().

4. Voir Section 11.0.2.1.
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Remarques : Pour compléter les résultats établis dans la preuve précédente, remarquons
que (avec les méme notations) :
— Les valeurs propres de I'opérateur |K\2 =KtK=—-K?sont 0 < X\ <X < ...\,
et de multiplicité 2 chacune.
— On a
JP=—1

en effet J2 = K?/(K*K) = —1. On dit que J est une structure complexe® sur
E. On a aussi J*J = KTK/(KTK) = 1 donc J est un opérateur orthogonal, et
Jt=—J.
— On a les relations :
) (JU, ‘]U) =g (u7v)

(en effet g (Ju, Jv) = g (u, JTJv) = g (u,v)). On dit que g est compatible avec la
structure complexe J.
— Et
w (Ju, Jv) = w (u,v)

(en effet w (Ju, Jv) = g (KJu, Jv) = g(JKu, Jv) = g(Ku, J"Jv) = g (Ku,v) =
w (u,v)). On dit que w est compatible avec la structure complexe J.
— Au final on a obtenu une base canonique (eq, es,...,€,, fi..., fn) orthogonale pour

g, mais pas orthonormée, lleil| = £ = A7 /" (car 1/ /% = g (5, f3) = 9 (Jey, Jes) =
g (ej,€;)). Par contre, avec w et J, on peut définir une autre métrique g, par :

gy (u,v) == w (u, Jv)

qui est différente de g (et reliée par g; (u,v) = w (u, Jv) = g (Ku, Jv) = g (u, K*Ju) =
g (u, vVEKTK v)) Pour cette métrique, la base canonique est orthonormée. On dit

que (w, J, gs) forment un triplet compatibles.
— Si on définie la forme bilinéaire sur E :

h(u,v) == gy (u,v) +iw (u, v)
Elle vérifie
h(Ju,v) = g5 (Ju,v) +iw (Ju,v) = w (u,v) — gy (u,v) = —ih (u,v)
h(u, Jv) = g (u, Jv) +iw (u, Jv) = —w (u,v) + igs (u,v) = ih (u,v)
et donc pour a,b € R,
h((a+bJ)u,v) = (a—1ib)h(u,v), h(u,(a+0bJ)v) = (a+ib)h(u,v)

qui est une anti-linéarité a gauche et linéarité a droite. En identifiant F avec un
C-espace vectoriel (par (a +ib)u := (a+ bJ)u), cela montre que h est une forme

5. Noter que dans le plan complexe C l'opération, J : v — iu vérifie J? = i%? = —1.
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pseudo-Hermitienne sur £ (Hermitienne positive si g; est positive). Inversement, si
h est une forme pseudo-Hermitienne sur un C-espace vectoriel, alors g := Re (h) est
une pseudo-métrique et w := Im (h) est une forme symplectique qui sont compatibles
avec la structure complexe J := 1.

Interprétation utile en mécanique Hamiltonienne (Williamson 1968, réf : cours de
De-Gosson 2006 @@ chap.3) : Sur un espace symplectique (£, w), une forme quadra-
tique définie positive g peut étre diagonalisée par une transformation symplectique
linéaire.

9.4.1 Application linéaire adjointe symplectique A¥

Si A: E — FE est une application linéaire et w est une métrique symplectique sur F,
on définit A% par :

E* A* B
_>

+ + &

E A° FE
—

c’est a dire A% (u) = @~ (A* (@ (u))). Comme précédement, cela donne :

w (A% (u),v) = w(u, A(v)), Vu,v e E

Proposition 9.4.4. Dans une base canonique e, si on note ¢.(A) = A la matrice qui
représente A, alors A% est représenté par la matrice :

A¥ = ¢, (A¥) = —JA"], avec J = ( ? _OI )

(onaJ '=JT=_JectI2=-I)

Démonstration. Dans une base canonique, si u = u = ( Z ) et v = v alors

w=(7)

w(u,v) = (Ju|v)gen = (u| — JV)gz2n

donc
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donc
w(A“ (u),v) = w(u,A(v))
@ <JAwu|V>R2n == <Ju|AV>R2n
& (JA“uV)pn = (AT Julv)pen
e JAY = ATge Av=J31ATy = _gATy

]

9.4.2 Application linéaire qui préserve la métrique symplectique
W

Définition 9.4.5. Sur un espace vectoriel symplectique (E,w), une application linéaire
A E — FE est appelée transformation symplectique linéaire ou transformation
canonique linéaire si

Yu,v € E, w (Au, Av) = w (u, v)

Remarque : une transformation symplectique transforme une base canonique en une
base canonique.

Proposition 9.4.6. A € L(FE,FE) est une transformation symplectique linéaire si et

seulement si
AY = AL

Dans une base canonique, la matrice A qui représente A vérifie :
~JATI =A"! (9.4.2)

On dit que c’est une matrice symplectique.

Démonstration. On a

w(Au, Av) = w(u,v), Yu,v e E
S w(AYAu,v) = w(u,v)
& AA =] A=A

et donc —JATJ = A~!. D’aprés ci-dessus. [
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Exercice 9.4.7. Soit E un espace vectoriel symplectique (i.e. munit d’une forme sym-
plectique w) et (e, ea,...,€n, f1..., fn) une base canonique. Soit g une métrique sur E.
D’aprés la proposition 9.4.3, il existe une base canonique (e}, €),... €., f1..., f!) qui est
aussi orthogonale pour g. Notons d; = ||¢}||> = ||f/||>. On a vu que pour une métrique g
compatible avec w alors d; = 1, Vi. Traduisons cela sous forme matricielle.
Notons ¢;; = ¢(a;,a;) avec a; € {e1,ea,...,€n, fi..., fn} un vecteur de base et
g = (gi,j)i,j la matrice représentant ¢ dans cette base. Notons A = (Af)” la matrice
de changement de base définie par a; = Z?Zl Ag a’. Montrer que A est une matrice sym-
plectique, i.e. vérifie (9.4.2) et que
g = ADAT (9.4.3)

avec D = Diag (dy, ds, . . . d2,) la matrice diagonales des coefs d;. Inversement cela signifie
que toute matrice symétrique g peut s’écrire sous la forme (9.4.3).

Démonstration. D’aprés la proposition 9.4.3, la matrice A est symplectique. On a

2n 2n
95 = 9 (ai,a)) = g (Z Afd, Y Aé-a;>

k=1 =1
2n 2n
=> AN Alg(ay.ap)
k=1 =1
2n 2n 2n
=3 AN Algpde =) AF ALy,
k=1 =1 k=1
= (ADAT)M



Chapitre 10

Espaces tensoriels

L’espace tensoriel généralise la notion d’espace dual vue page 63. Rappelons qu'un
vecteur dual o € E* est une application linéaire o : £ — R. On considére des espaces
vectoriels réels, mais ce qui suit est identique pour les espaces vectoriels complexes.

85
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Définition 10.0.1. Si F est un espace vectoriel réel de dimension n, un tenseur de
type (p,q) sur E est une application :

Ex. . xExE" x..xE —R
T > > (10.0.1)
(Ury oy Up, Oy e ) — T (ug, ..., up, 0, ...0p)

linéaire par rapport a chaque wu; et «; (c’est a dire que T (..., \u; + pv;,...) =
AT (o) +pT (.. v, .. .)). On note

TEE®R..EFRE®...0E=(E") (E%) (10.0.2)

-~

p q

I'espace tensoriel des tenseurs de type (p, q).
Un tenseur T € (E* ® ... E*) de type (p,0) est symétrique si il est invariant par per-
mutation de deux variables quelconques :

T(...,ui,...,uj,...):T(...,uj,...,ui,...), \V/’L,j

On note S (E* ® ... ® E*) = S ((E*)®F) 'espace des tenseurs symétriques.
Le tenseur est antisymétrique si il change de signe :

T(...,UZ‘,...,U,]‘,...):—T(...,Uj,...,ui,...), VZ,]

On note A(E* ®...E*) = A((E*)*") ou plus simplement A? (E) l'espace des tenseurs
anti-symétriques de type (p, 0).

Remarques
— Noter la présence ou non de * qui est différente entre (10.0.1) et (10.0.2).
— Par extension, un tenseur de type (0, 0) est un nombre réel. (on dit aussi un scalaire
en physique).
— On peut généraliser et définir des espaces tensoriels mixtes. Par exemple si E, F'
sont des e.v. on pose :

E*® F := {tenseurs T": (u,c0) € (E x ) = T (u, ) € R}
etc.
Exemples :

— Un vecteur dual a € E* est un tenseur de type (1,0).
— Un vecteur u € F = E** est un tenseur de type (0, 1).
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— Une application linéaire A : E — F peut étre considéré comme un tenseur Ae
(E*® F) de type (1,1) défini par :

A(u,a) = a(A(w)), ueFE aeF”

— La métrique ¢ (.,.) sur F est un tenseur de type (2,0) symétrique.

Définition 10.0.2. Si o, € E*, on note (a ® () € (E* ® E*) le tenseur de type (2,0)
défini par

(@®f) (u,v) =a(u)f(v) eR

appelé produit tensoriel.
On note :

aAB:i=(a®B—-B®a)e A (E)

appelé produit extérieur, qui est un tenseur antisymétrique car

(@A B) (ug,un) = a(uz) B (ur) = B (ug) a (ur) = = (@ A ) (ur, us)

La proposition suivante généralise la relation (8.0.2) page 65 que l'on avait pour les
formes linéaires.

Proposition 10.0.3. Si (e1, ... e,) est une base de lespace vectoriel E, et (e*'); est la base

duale (base de E*) alors (e*' ® ), ; est une base de (E* ® E*) donc dim (E* @ E*) = n?,
etc.

Un tenseur T € (E* ® E*) de type (2,0) s’écrit dans cette base :

T= T, (" 0ev)

i,j=1

avec T; j = T (e;,e;) € R qui sont ses composantes.

La proposition précédente se généralise pour des tenseurs de type (p, q) quelconques.

Exercice 10.0.4. Par exemple, A € E*® F de type (1,1) (qui est une application linéaire
A: E — FE) se décompose :

A= ZA{ (e ®e;) = ZA{ le;) ® (e
2Y) 2Y)

ot les composantes A7 sont les “éléments de matrice” définis dans (7.0.1) par A (e;) =

Zi,j Age]"
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Si g est une métrique euclidienne sur un e.v. E et si (e, . .. e,) est une base (quelconque)

de F montrer que
*7 *7
g= E gije ®e”
7:7‘7‘
en particulier si la base est orthonormée alors

g:€*1®€*1+...+€*n®€*n

Remarque : pour une métrique de Lorentz on a plutot ¢ = ¢! @ e*! + 2 ®@ e 4 e ®
6*3 . 6*0 ® 6*0.

Exercice 10.0.5. (*) Si w est une métrique symplectique sur un e.v. E et si (eq,...€pn, f1 ... fn)
est une base symplectique de E' montrer que

w=elANfi+esNfo+...+e, Af)

10.0.1 Changement de Base. Transformation de coordonnées d’un
tenseur.

Exercice 10.0.6. Soit E un espace vectoriel et (e, ...e,) une base. Soit P € End (F) un
endomorphisme bijective. Soit

fir="P(e;)) =Y Ple;

Ainsi (fi,... f,) est une nouvelle base. On note

P (1),

Z7j

la matrice des composantes de P qui est la matrice de passage entre les deux bases.
Attention dans cet exercice, il n’y a pas de métrique.

i — o, — "Jf. —
L. Siu= ) ue =) ;ulf; € FE est un vecteur, on note ses composantes u =
I
ut u?
: ,u = : dans chacune des bases. Montrer que
u™ u’n
u =P 'u
2. Si (e .. e*) et (f*1, ... f*) désignent les bases duales, montrer que

e*j _ Z Pz]f*l

et sia =37 a;e” =3 a;f € E* est un vecteur dual, on note ses composantes

1 1

a=(a'...a"), o=« ..o/”), montrer que

o =aP
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3. Généralisation des deux cas précédents. Si T € E*® E est un tenseur de type (1,1),
on le décompose dans les bases :

7= (e we) = (T (17 0 )
f[/7j i/’j/

Montrer que ses composantes sont reliées par

-/

(T, =3 PL(P7) T (10.0.3)
i,J



Chapitre 11

Spectre et pseudo-spectre d’applications
linéaires

Cette Section est trés inspirée de la référence [32] trés recommandée.

Dans cette section E est un espace vectoriel complexe de dimension finie N, muni d’une
norme notée ||.||. On considérera parfois le cas ol cette norme est associée & un produit
scalaire Hermitien ||u|” = (u|u) (on le précisera).

On note £ (E) 'ensemble des applications linéaires A : £ — E. Lanorme de A € L (E)

est :
| Aull

wEBu#0 ||ul|

[A[ =

On utilisera! que si A, B sont deux opérateurs (i.e. application linéaires) :
[AB]| < [[A[[ ]| B]

Rappelons (Section 7.0.1 et exercice 10.0.4) que si (e;),_; , est une base de I'espace E,
alors 'application linéaire A s’exprime dans cette base sous la forme A = Z” Al e; Qe

avec des coeficients A = (A )ij formant une matrice.

Dans le cas particulier ou Ae; = z;e; avec z; € C pour tout i = 1... N (c’est a dire que
e; est vecteur propre) alors la matrice A = z;0] est diagonale.

11.0.1 Pseudo spectre d’un opérateur de rang fini
11.0.1.1 Définition du spectre d’un opérateur

Rappelons que si KerA = {0} alors A € £ (FE) est un isomorphisme (car en dimension
finie A injective < A bijective), donc inversible. On note A~! € £ (E) lapplication linéaire
inverse.

AB AllllB
IABYL < e p g0 LABUL = 4] B

[l

1. En effet | AB|| = maxuc g ux0

90
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Définition 11.0.1. L’ensemble résolvent est
p(A) :={z€C, (z— A) inversible}

Le complémentaire

o (A) == C\p(A)

s’appelle le spectre de A.
Pour z € p(A), on appelle

I'opérateur résolvente de A en z.

Remarque 11.0.2.

1. Le spectre o (A) ne dépend pas du choix de la norme. On rappelle que si z € o (A),
alors z est une valeur propre, car il existe u € E, u # 0 tel que Au = zu soit :

(A—2)u=0

2. Noter que si z se rapproche de o (A) alors ||R4 (z)|| — oo. Le pseudo spectre s’in-
téresse aux valeurs de z proches du spectre pour lesquelles ||[R4 (2)|| est grand.

Définition 11.0.3. Le rayon spectral de A € L (F) est

rs (A) = max) {]z|}

z;€o(A

11.0.1.2 Définition du pseudo-spectre

Définition 11.0.4. Pour § > 0, le /-pseudo spectre est ’ensemble

1
os (A) ::a(A)U{ZEp(A), IR (2)]] > 5} (11.0.1)
Proposition 11.0.5. Voici d’autres caractérisations équivalentes du 6-pseudo-spectre :

05(A):={2€C, z€o(A+P),P opérateur ||P| <0}
o5 (A):={2€C, ze€o(A+ P),P opérateur de rang 1, ||P| <6} (11.0.2)

Autrement dit, c’est 'union des spectres pour tous les opérateurs A + P ou P est une
perturbation (il suffit qu’elle soit de rang 1).
Voici une Seme caractérisation équivalente :

o5 (A)={2€C, FueFE u#0, tq |

(A—=2)ull < dlull} (11.0.3)

Autrement dit, ce sont les valeurs de z pour lesquelles il existe un d-quasimode. On dit que
z est une d-quasi-valeur propre.
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Démonstration. Notons 0((51) (A), 0((52) (A), a§3) (A) les ensembles définis respectivement par

(11.0.1),(11.0.2),(11.0.3). Pour montrer qu'’ils sont égaux, on va montrer que
1 3 2 1
O'g)(A) Cag)(A) Cag)(A) Cag)(A).

Size 0((51) (A), alors H(z — A)71|| > 1/6. Donc il existe v € E tel que H(z — A v” >
£ [Jv]|. Posons u = (z — A)" . Alors 6 ||lul| > ||(z — A) ul| et on déduit que z € 0§3) (A).

Si z €0l (A), alors ||(A—z)u|| < djul avec u # 0. Posons v = (z — A)u. On a
||| < &]ul|. Soit w* € E* telle que w* (u) =1 et ||w*|| = . Alors

flull”
2u=Au+ (z — A)u = Au+ v.w* (u)
= (A+P)(u)

avec P = v ® w* opérateur de rang 1. On a ||P|| = ||v|| |w*]| = L2l < § donc z € ng) (A).

f[ull
Si z Eagz) (A), alors (A4 P)v = zv avec |P|| < 6 donc (2 — A)v = Pv. Supposons
—1 .
2 ¢ 0(4), donc v = (2 — ) Po et o]l < [Ra () IP] o] soit [|Ra ()] > & > L.

Donc z € 0;1) (A). O
Proposition 11.0.6. Si A € L(E) et z € p(A) alors

1

R >
IR ()l = dist (2,0 (A))
(ot dist (2,0 (A)) = min,,eqo(a) |2 — 2i).

Démonstration. On a

7 (Ra(2))

I
—N
w

[ ] =
N
N

Mm

9

N

S~—
——

et

1 1 1
14 ()} = 75 (R4) = max <(z - Zi)) T oming (z—z)  dist (2,0 (4))

11.0.1.3 Image numérique (étendue numérique)

On suppose ici que (.|.) est un produit scalaire Hermitien sur E et que |Ju|”® = (u|u).
On rappelle que A", 'opérateur adjoint de A € £ (E) est défini par (u|ATv) = (Au|v)
pour tous u,v € F.

Définition 11.0.7. Un opérateur A € L (E) est normal si [4,AT] =0 (cad Ao AT =
At o A).

Remarquer que un opérateur autoadjoint A = A" est normal.
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Lemme 11.0.8. Si A € L (E) est normal alors il existe une base orthonormale (e;);, de E
de vecteurs propres de A et AT :

Aei = Zi€q, A+€i = z_iei, zZi € C, 1= 1, ...dimFE

Démonstration. Remarquons que Ae; = ze;, Vi et (e;); b.o.n. est équivalent a ATe;, =
Zie;, Vi et (e;); b.on. En effet(e;|ATe;) = (Aeilej) = Zd;; donec Ate; = Zje;. Faisons la
preuve du Lemme par récurrence sur la dimension de E. Cela est vrai pour dimF = 1.
Supposons vrai n > 1 donné et vrai pour dimF = n. Soit E tel que dimFE = n+1. Si e est
un vecteur propre de A, considérons le sous espace orthogonal (61)L ={u € E,(ule;) =0}
qui est préservé par A" car (ATule;) = (u|Ae;) = z1{(ule;) = 0. D’aprés hypothese de
récurrence, il existe une base o.n. (es, ... e,41) dans ce sous espace qui vérifie ATe; = Zje;
donc Ae; = zje;. ]

Définition 11.0.9. L’'image numérique de A € L (F) est

(uldw)
(ulu)

Proposition 11.0.10. Si A € L(E) avec dimE = 2 et 0 (A) = {21, 22} sont ses deux
valeurs propres alors N (A) est une ellipse de foyers z1, zo et de surface

N(A)::{ : ueE,u;«éo}cc

S = |det ([4, A"])["/?

Démonstration. (Horn p.20). On montre que par conjugaison par un opérateur unitaire

. 0 .
on peut se ramener a la matrice A = ( b 3 avec 0 < b < a. Pour calculer I'image
numérique, il suffit de prendre u = (t,ew) it,0 € R et on obtient une ellipse dont les

foyers sont les valeurs propres zy = £v/ab et les demi-grand /petits axes sont (a — b) ,a +
b. La surface est donc S = 7 (a® — b?). Par ailleurs on calcule que |det ([A, A*])|*/?
(a® — b?).

& Ol

Proposition 11.0.11. Si A € L(E) est normal alors N (A) est l’enveloppe conveze
son spectre o (A), c’est a dire {z € C,) . p;z;} avec ), p; = 1.

e

Démonstration. Soit (e;), une base o.n. de A. Un vecteur u € E s’écrit u = ), ue; avec
u; € C. Supposons 1 = (ulu) = 3. |u;|*. Alors

(ul Auy =Y " wu; (ei| Aje;) = |uil* 2
0, i

]

Théoréme 11.0.12. “de Toeplitz-Hausdorff”. Pour tout opérateur A € L (E), son image
numérique N (A) C C est compacte et conveze.
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Démonstration. N (A) est compacte car c’est 'image de la sphére unité par u € By C
E — (u]Au) € C. Pour montrer la convexité, il faut montrer que pour tout a € [0, 1], et
u,v € F alors

{u]Au) (v]Av)

o +(1—a) eN(A).
(ufu) (v]v)
Pour cela on considére le sous espace de dimension 2 engendré par u, v et on se raméne au
cas de ellipse en Proposition 11.0.10 qui est convexe. O

La proposition suivante montre que la norme de la résolvente “décroit bien” hors de
I'image numérique. (Considérer le cas de la matrice de Jordan pour illustrer cela).

Proposition 11.0.13. Si A € L(E) et z ¢ N (A) alors

1
I'= dist (2, N (A4))

[1Ra(2)

Démonstration. On écrit

dist (2, N (4)) = min |z — (u|Au)| = min [(u|(z — A)u)| < min |ull||(z — A)ul|

u||lull=1 u||lull=1 C.8. wllull=1
_ Iz = Al _ [ 1
wlh=t flul] wlibll=1]|(z — A)7 0| max, = |[(2 — 4) 7 o]
B 1
R4 (2)]l
On a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwartz et on a posé v = (z — A) u. ]

11.0.2 Valeurs singuliéres
11.0.2.1 Décomposition polaire

@@ revoir QQ

Proposition 11.0.14. Sur un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire Hermitien ou
euclidien g (.,.) = (.,.), la décomposition polaire [°5, p.195] d’un opérateur quelconque

1L
A: E — FE est la décomposition orthogonale de l'espace E = F @& G et de A en produit de

deux opérateurs :
A=PU®0

ot P: F — F est hermitien (P = P) et positif (valeurs propres > 0) et U : F' — F est
unitaire (U = U™1). Remarque :

Démonstration. Pour obtenir une expression explicite de P et U, remarquons que AA™
est un opérateur hermitien (en effet (AA+T)" = AA*) et positif (en effet (u, AATu) =
(Atu, ATu) = ||Atul|> > 0). Alors P est donné par P := \/AA* (ce qui signifie que P a
les méme espaces propres que AAT mais ses valeurs propres sont /A; avec \; > 0 étant
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les valeurs propres de AAT). On note aussi P = |A] = VAA*. Siles \; > 0, alors P
est inversible et on pose U := P7A. Alors UUt = P'AATP~! = P7'P2P~! = 1 donc
U est unitaire. Pour les espaces propres ou A; = 0, on choisit U = I (par exemple, c’est
arbitraire). O

Remarque 11.0.15.

— A admet une autre décomposition polaire A = U’ P’. C’est une construction analogue
avec P’ = VAT*A. Comme P? = U 'P2U on déduit que P et P’ ont les méme
valeurs propres positives A; > 0 appelées valeurs singuliéres de I'opérateur A.

— On a que A est normal (cad [A, AT] = 0) si et seulement si [U, P] = 0. Dans ce cas
les espaces propres de A coincident avec les espaces propres orthogonaux de P.

Plus généralement on a

Proposition 11.0.16. Si A : (Ey,(.,.);) — (E2,(.,.),) est une application linéaire entre
deur espaces Hermitiens (ou euclidiens) sa décomposition polaire (ou décomposition
en valeurs singuliéres) s’écrit

1 1
E,=F &Gy, Ey =F, & Gy

A=PU®0=UP &0
ou P : Fy — Fy est hermitien (PT = P) et positif (valeurs propres > 0), U : F; — F
est unitaire (Ut = U™Y), et ou P’ : Fy — F| est hermitien (P'™ = P') et positif (valeurs
propres > 0), U': Fy — Fy est unitaire (U = U'"1).
Démonstration. On a AT : Ey — Ej et on remarque que AAT : Ey — E, est un opéra-
teur hermitien positif, c’est a dire que (AA)T = AA%et (u, AA*u), = (Atu, Atu), =
HAJ’qu > 0. On pose donc P := v AA* (ce qui signifie que P a les méme espaces propres

que AAT mais ses valeurs propres sont /A; avec A; > 0 étant les valeurs propres de
AAT). P peut avoir des valeurs propres nulles. On note Fy := ImP, Gy := KerP. On a

la décomposition Fy = Fj GLB Gy, et P = P, ® 0 avec P, : [y, — F5 inversible. On pose

U:= (P{l@O) 0A:E, = FEy. AlorsUT = AT o (P{l@()) By — B et

UUT = (P'@0)AAT (P @ 0) = (P @ 0) PP (P @ 0) = (P @0) (PF@0) (P e@0)
= ldp, &0

Posons F; = ImU™. Alors U" : F, — F| est unitaire car pour u € Fb, ”U_‘—UHQ =
(Utu, Utu) = (u, UU W) = ||ul|*. O



Troisiéme partie

Groupes de matrices et représentations
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Dans ce chapitre on parle de théorie des groupes, plus particuliérement des groupes
de matrice aussi appelés groupes classiques.

Cette théorie est trés utilisée en physique, particuliérement en mécanique quantique.

Référence : on recommande [3, 4, 27, 23]

Définition 11.0.17. Un groupe G est un ensemble d’éléments ¢ € G munit d’une loi
interne

GxGd —@q
(91,92) — 9192
telle que :
1. la loi est associative
(91-92) .93 = g1-(92-93) , Vo1,92,95 € G

2. Il y a un élément neutre noté e € G tel que
ge=eg=g, VgeqG

3. Pour chaque élément g € G il y a un élément appelé inverse, noté ¢g=! € G :

Le groupe G est appelé abélien ou commutatif si de plus

91-92 = 92.91, V91,52 € G

Exemples trés connus :
— l’ensemble des entiers Z = {... —2,—1,0,1,2,...} avec 'addition + est un groupe
commutatif. L’élément neutre est 0. (De méme R, + est un groupe).
— Les réels non nuls R\ {0} avec la multiplication x est un groupe commutatif. L’éle-
ment neutre est 1.

Exemple : le groupe S, des permutations : Soit
Sy, := {permutation ode n éléments}

L’ensemble S,, a n! éléments. Il posséde un nombre fini d’éléments. On dit que c’est un
groupe fini. La composition de deux permutations est une permutation o, 0 04 € S,,, et
on vérifie que avec cette loi interne S,, est un groupe. L’élément neutre est I'identité. Le
groupe S, est non commutatif si n > 3.

Exercice 11.0.18. pour le groupe S3, dessiner les 6 permutations, calculer leur inverse,
et montrer que le groupe est non commutatif. Calculer la table de la loi du groupe.
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Solution : voir figure. On a
D = 151275237 L= t23t12

donc tyata3 # tagtis. Le groupe est non commutatif. L’identité est e = I. On a ty3.t93 = [
donc (tg3) ™" = tas.

goope B

4 .Z. 3 4 R .

G885 <2F

Tiidentld Ky Ranope 203 A . ’ o

KON T T

b i e X2 AL
13 Ddgda:ﬁ‘ﬂgé w,_.h /tzsI-X .

P

Table du groupe qui représente le résultat de B.A :

| [ I [tia[ts[tis| D] L]

tig |[tia | I | D | L |tag]ti3
oz || toz | L | I | D |13 | t12
tiz ||tz | D | L | I |t1o]tos
D || D |tz |tig|tas| L | I
L L |tz |tizs|tia]| I | D

Exercice 11.0.19. Trouver 6 matrices 3 X 3 qui forment un groupe noté Pz qui a les méme
relations que le groupe S3. Montrant que les groupes P3 et Sz sont isomorphes (définition

ci-dessous).
Solution : en associant les 3 indices 1, 2,3 aux trois entrées de la matrice, on devine

aisément que :

100 010 00 1
I =[o010], Te=[100], D=(10 0],
00 1 00 1 010
100 001 010
Ty, = [001], Tu=|l010], L=[001
010 100 100
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par exemple T15T93 = D, etc. Précisément, a chaque élement de p € S3 on associe une
matrice P € Ps :
o:peS3—>PePs

de la fagon suivante : Pg = 1 si et seulement si j = p (i), cad Pg = 0, p(i)- La fonction ¢ est
bijective et préserve la loi de groupe :

¢ (p2p1) =¢ (]92) ¢ (p1)

(en effet si Py = ¢ (p1), Py = ¢(’§2)7 Py = ¢ (pop1) alors (PoP))F = 3, (Py)] (Py)) =
21 Ok a0 () = Ok pa(on (i) = (P3);)-

Définition 11.0.20. Deux groupes G et G’ sont isomorphes si il existe une bijection
¢ : G — G’ préservant la loi du groupe :

¢ (9291) = (92) 6 (91), V91,02 €G

On dit que ¢ : G — G’ est un isomorphisme de groupe. On écrit : G' = G

Exemple simple, les nombres complexes de module 1. Soit
U(l):={z€C, |z]=1} (11.0.4)

(appelé groupe unitaire sur C). Un nombre z € U (1) s'écrit 2 = € avec § € R. Le
produit est e .e? = ¢?1102) o Pinverse est (e“’)f1 = ¢=9 donc U (1) est un groupe
pour le produit. Il y a un nombre infini d’éléments dans U (1), mais les éléments sont
paramétrés par une coordonnée réelle 6 € R. En tant qu’espace topologique, U (1) est le
cercle unité, c’est un espace de dimension 1 (une variété différentiable de dimension 1,
d’aprés la définition page ?77).

Dans la suite on va s’intéresser aux groupes qui sont des variétés différentiables de
dimension N, c’est a dire des espaces qui localement ressemblent & RY ot un élément est
repéré par N coordonnées (voir définition précise page 77).

Définition 11.0.21. Un groupe de Lie GG de dimension /N est une variété différentiable
avec une loi de groupe telle que la loi produit Gx G — G et laloiinverseg € G — g1 € G
sont différentiables.

Par exemple le groupe U (1) est une variété de dimension 1. Avec la coordonnée 0 € R
la loi produit est 0,6, — (01 + 63) qui est C™ par rapport a chaque variable, et de méme
I'inverse  — (—6) est C*°. Donc U (1) est un groupe de Lie de dimension 1.




Chapitre 12

Les groupes classiques de matrices

Dans cette section nous présentons les groupes de matrices en toute généralité. Nous
étudierons plus en détails certains de ces groupes dans la section suivante (SO(2), SO(3),
SLs (R) etc..)

12.0.1 Le groupe général linéaire G L, (R)

Si E est un espace vectoriel (réel ou complexe) de dimension n, les applications li-
néaires inversible (cad bijectives) :

GL(E):={A:E— E, Dbijective}

forment un groupe pour la composition. L’élément neutre est 'identité e = I.

Si (e1,...,€e,) est une base de E, une application A € GL (F) est représentée par une
matrice A inversible (det (A) # 0). Voir page 62.

La composition de A o B est représenté par le produit des matrices AB.

Par rapport a cette base, le groupe GL (F) est identifié & ’ensemble :

GL (n,R) := {matrice A, n x n inversible (det (A) # 0)}
qui est un groupe pour le produit de matrice. Avec l'application ¢, : A € GL(E) — A €
GL (n,R) (qui dépend de la base choisie) les groupes GL (E) et GL (n,R) sont isomorphes.

Exercice 12.0.1. Avec une autre base f on aurait un autre isomorphisme ¢y, la méme
application A serait décrite par une autre matrice A’ = ¢ (A). Montrer qu’il existe P €
GL (n,R) telle que

VA, A'=¢;(A) =P 'AP

et interpréter P. .
Solution : d’aprés (10.0.3) page 89, A’ = P7'AP ou P = (P»J) est la matrice de

7
passage entre les bases définie par f; = > ; Ple;.

De méme pour un espace vectoriel complexe on définit :

GL (n,C) := {matrice complexe A, n x n inversible (det (A) # 0)}

100



CHAPITRE 12. LES GROUPES CLASSIQUES DE MATRICES 101

Remarques
— GL signifie “General Linear”.
— Les groupes GL (E) et GL (n,R) sont des espaces de dimension réelle n? (au sens
variété) :

dim (GL (n,R)) = n? (12.0.1)

En effet les n? éléments de matrice sont un systéme de coordonnées sur GL (n,R).
Ce ne sont pas des espaces vectoriels, car par exemple 0 ¢ GL (n,R).
— Une matrice A € GL (n,R) peut s’écrire’ A = ¢ avec G € M,, matrice n x n.
— Sin > 2, le groupe GL (E) n’est pas commutatif. En effet par exemple :

(50) () = (50)
Alos)(ha) = (o)

12.0.2 Le groupe spécial linéaire SL (n,R)

Se rappeller de la définition du déterminant Det (A) d’'un endomorphisme donnée en
Eq.(7.0.5) page 62.
On définit :
SL(E):={AeGL(E), Det (A) =1}

Si A,B € SL(FE) alors Det (AB) = Det (A) Det (B) =1 donc AB € SL(E), donc SL (E)
est un groupe (sous groupe de GL (E)) appelé groupe spécial linéaire.
Par rapport a une base, un endomorphisme est représenté par une matrice, et on définit

SL(n,R):={A € GL(n,R), Det (A) =1}
Comme Det (A) = 1 rajoute une condition, on a d’apres (12.0.1)
dim (SL(E)) =n* —1

Avec une métrique sur l'espace vectoriel £ on peut considérer des sous groupes de
GL(E) et SL(FE) :

12.0.3 Les groupe orthogonal O (n), SO (n)
Si (FE, g) est un espace Euclidien (déf page 67), soit

O(E)={AeGL(E), A orthogonale}

On rappelle que A orthogonale signifie que g (Au, Av) = g (u,v). Alors si A, B € O (FE) on
a g (ABu, ABv) = g (Bu, Bv) = g (u,v) donc AB € O (E). On a aussi A™' € O (E). Donc

1. Ondéfinit e® = 1+G+1G*+... = ZnZO%G" qui est une série convergente car || L G"| < 4 |G||".
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O (E) est un groupe appelé groupe orthogonal. Par rapport a4 une base orthonormée, A
est représenté par une matrice vérifiant AT = A! (voir page 67). On définit

O (n) = {A eGL(n,R), Al= A—l}
Propriété : si A € O (F) alors Det (A) = +1.
En effet, Det (AT) = Det (A) donc
1 = Det (I) = Det (AA™Y) = Det <AAT> = Det (A)?
Ainsi il y a un sous groupe appelé groupe spécial orthogonal :
SO (E):={Ae€GL(E), A orthogonale et Det (A) =1}
SO (n) :=={A € GL(n,R), At =A""et Det(A) =1}

On a |
dim (O (E)) = dim (SO (E)) = % (12.0.2)
(preuve : montrer que A = e¢% et At = A7l & GT = —G. Donc G est antisymétrique.
Ilya @ éléments de matrices indépendants sur le triangle supérieur de la matrice G)
12.0.4 Les groupe unitaire U (n),SU (n)
Si (E, h) est un espace vectoriel complexe Hermitien,
U(E):={AecGL(E), A unitaire}
Un) = {A € GL(n,C), At = A’l}
Cela implique que Det (A) = ¢ € U (1). En effet,
1 = Det (I) = Det (AA™) = Det (AAT) = | Det (A)|*
Il y a un sous groupe appelé groupe spécial unitaire :
SU(E)={AeGL(E), A unitaire et Det (A) =1}
SU(n):={A€GL(n,C), AT=A"" Det(A)=1}
On a
dim (U (n)) = n?
dim (SU (n)) =n*—1 (12.0.3)
preuve : A = e“ on a AT = A7 & Gt = —G. Donc G est anti-Hermitienne. Il y a n
éléments imaginaires purs sur la diagonale et ”("T_l) complexes sur le triangle supérieur. Au
total n + 2@ = n? paramétres réels indépendants. La condition Det (A) = 1 rajoute

une contrainte.
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12.0.5 Le groupe symplectique Sp (2n,R)

Si (E,w) est un espace linéaire symplectique (voir déf. page 79) on pose :
Sp(E):={A e GL(E), A symplectique linéaire}

(qui forme un groupe car si A, B € Sp(FE), w(ABu, ABv) = w (Bu, Bv) = w (u,v) donc
(AB) € Sp(E)). Ce groupe est isomorphe au groupe de matrice suivant, d’aprés proposition
9.4.6 page 83,

Sp(2n,R) = {A € GL(n,R), —-JATI=A""}



Chapitre 13

Le groupe SO (2)

Par définition,
O (2) := {matrices R, 2 x 2 orthogonale }

appelé groupe orthogonal sur R?.
SO (2) := {matrices R, 2 x 2 orthogonale et Det (R) = 1}

appelé groupe spécial orthogonal sur R?.

Rappels :
— D’aprés la définition 9.1.5, une matrice orthogonale R est la représentation dans une
base orthonormée, d’une application linéaire A : F — FE dans un espace euclidien
(E, g) de dimension 2, préservant le produit scalaire : g (Au, Av) = g (u,v).
— D’apreés (9.1.8) une matrice orthogonale vérifie

Rt =R

(o R* est la transposée).

Remarques
— Comme un changement de base orthonormé dans le plan R? qui préserve I’orientation
est une rotation, une matrice R € SO (2) s’écrit

cosf) —sind

w0l cosd ) 0 € [0,27] (13.0.1)

R(e):(

son inverse est R (—0). On a R (6,) R (02) = R (01 + 02). Le groupe SO (2) est donc
un groupe de Lie commutatif de dimension 1. Il est homeomorphe au cercle (coor-
donnée 6 € [0, 27]).
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— Considérons I'application ¢ : R (0) € SO (2) — ¢ € U (1) entre le groupe SO (2)
et le groupe U (1) défini page 99. ¢ est un isomorphisme de groupe. Les groupes
SO (2) et U(1) sont isomorphes.

10
(5 5)

— La matrice
Det (P) = —1 donc P change 'orientation, P € O (2) mais P ¢ SO (2). Les matrices
de O (2) sont de la forme R (0) € SO (2) ou P.R (6). Le groupe O (2) est donc 'union
de 2 cercles.

Ao(z)
L A\G ?. RIl®)
A €0 Lo =Al P
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Proposition 13.0.1. Un élément R (0) € SO (2) s’écrit

R(G):eG‘):Z%

n>0

0 —1 0 —40
co=o(?3)= (). oen 1302

On dit que Gy est un générateur. On note

avec

so(2) := {matrices Gg,0 € R}

c’est un espace vectoriel de dimension 1, appelé algébre de Lie du groupe SO (2).

On verra la définition d’une algébre de Lie page 114.

Démonstration. Remarquer que Rt = R™! < ¢¢7 = ¢¢ o GF = —G, cad G doit
étre antisymétrique, donc de la forme (13.0.2). Il reste & montrer que c’est précisément la

matrice (13.0.1). Soit G' = < (1) _01 ) On calcule G = —I, G* = -G, G* = I, etc. On
déduit que

n 92 03
G _ 0G __ n __
e = e —ZHG —(1—§+...)I+<0—§+...)G (13.0.3)

n>0
= cosfl +sinfG
B ( cosf@ —sinf

sinf cosf

):R(e)

Remarque
— en physique quantique, le générateur L appelé moment angulaire est plutot défini
par la relation

R(0) = e "
(ou méme R (6) = e~ #C dans les unités physiques). Clest & dire G = —iL. L’intérét
du facteur 7 est que LT = —iGT = iG = L, c’est a dire L est symétrique.

— D’aprés R (#) = € on déduit que

- (4

I'interprétation est que G est un vecteur tangent au groupe SO (2) dans l’espace
tangent a 'identité (§ = 0). Voir page 148 la définition de l'espace tangent.




Chapitre 14

Le groupe SO (3)

rappelons la définition :

Définition 14.0.1. Le groupe SO (3) est 'ensemble des matrices de rotation R dans
'espace R? (transformations orthogonales de déterminant 1), R* = R~ et Det (R) = 1.

14.0.1 Systéme de coordonnées sur SO (3)

Soit R € SO (3) qui est une rotation dans R®. On note @ € R?, |i] = 1, la direction de
'axe de rotation, et 6 € [—m, 7| 'angle de rotation autour de cet axe. Notons

U=0icR®
qui est un vecteur de norme ’(7 ’ = |0| < 7, appartenant donc a la boule B C R? de centre
0 et rayon m. On notera
Ry = Ry

la rotation correspondante. Clairement, U= (Uy, Uy, Us) caractérise une rotation de fagon
unique, tant que |f| < 7. C’est un systéme de coordonnées sur SO (3). Par contre si |0] = ,
on a

R—ﬂ',ﬂ = Rw,ﬁ

donc les points opposés sur la surface de la boule B correspondent a la méme rotation.
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-
AL

Remarques
— L’inverse de R est Rl_jl =R _;.
— SO (3) est un groupe non commutatif car par exemple (si les vecteurs de base de
R3 sont notés ey, es, €3) :
Rgeleez # RgezRgel

RIE_, ‘R:’l_e_‘ R"ﬂ"e_z

}\@gz P e

14.0.1.1 Topologie de SO (3)

SO (3) est un groupe de Lie de dimension 3 non commutatif (voir p. 102). Plus préci-
sement c’est un espace compact connexe sans bord. (connexe signifie que deux points
peuvent étre rejoints par une courbe).

Un espace est dit simplement connexe' si toute courbe fermée peut étre déformée
continuement en un point (on dit qu’elle est contractible).

1. Par exemple le plan R? est simplement connexe. La sphére S? est simplement connexe. Le cylindre
S1 x R n’est pas simplement connexe car une courbe fermée faisant n € Z tours ne peut étre contractée en
un point. Le nombre n de tours est un invariant topologique. Si on concaténe une courbe fermée faisant
ny tours avec une courbe faisant no tours, le résultat fait ny 4+ ny tours. L’ensemble des courbes fermées
forme un groupe appelé groupe de Poincaré qui dans le cas du cylindre est isomorphe a (Z,+).
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Proposition 14.0.2. L’espace SO (3) n’est pas simplement connexe. Son groupe de
Poincaré est

m (SO (3)) = Zy = {0, 1}

Avec la loi d’addition 1 + 1 = 0. Autrement dit a déformation pres il y a deuz type de
courbes fermées dans SO (3).

Démonstration. Considérons une courbe fermée v non contractible. Par exemple celle de
la figure. Soit 7/ = v + . Par déformation on remarque que 7 est contractible. ]

Remarque 14.0.3. Une expérience simple met en évidence le fait que m (SO (3)) = {0, 1}.
Voir figure.
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,249% ,-2'11;‘
porsitidn cailRale

AR A_*LDLUL/)T\'

bras Tordo

FIGURE 14.0.1 — L’orientation de 'objet au bout du bras représente une rotation R €
SO (3). On part de R = I, et on parcourt un chemin v dans SO (3). Le bras (attaché a
I'épaule) représente ce chemin. Aprés une rotation, le bras est tordu, ce qui traduit que le
chemin est non contractible dans SO (3). Aprés deux tours, le bras se détord, car le chemin
est contractible dans SO (3).

14.0.2 Algeébre de Lie de SO (3)
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Proposition 14.0.4. Un élément Rz € SO (3) s’écrit

Ry =% (14.0.1)
avec Gg = —G donc le générateur est de la forme :
0o =U. U, _
Gg=| U. 0 -U, |, U=(U,U,U,)ecR? (14.0.2)
-U, U, 0

Cette matrice représente le produit vectoriel :
Gy (V> - (U A v) € R’ (14.0.3)
On note l’espace des générateurs :
s0(3) := {Gﬁ, Ue Rg} = {G" = —G : matrice antisym.} (14.0.4)

qui est un espace vectoriel réel de dimension 3, appelé algébre de Lie du groupe SO (3).

Démonstration. Posons Rz = e“0. Alors la relation Rg = Rcifl N Gg =
—G. Gy est donc une matrice antisymétrique de la forme (14.0.2). On a

~ 0 —UZ Uy V:-): vaz - UZV;/ . -
Gy (v) - u. o -U v, | = -V, | =0V
U, U, 0 V., UV, — UV,

Il reste & montrer que e“7 est précisément la rotation de § autour de I'axe @. Prenons le

cas 4 = (0,0,1) c’est a dire une rotation autour de 'axe z. Alors

0 —6 0
Gg=16¢ 0 0
0 0 0
et d’apreés le calcul (13.0.3), on obtient
cos —sinf 0O
e = —sinf cosf 0 | = Ry
0 0 1

(QQ reste a justifier le cas général). O
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Remarques
— On a e"o = I ssi 0 = 0 modulo 2.
— Pour U < 1 (petits angles, rotation proche de 'identité), on a

G

Rﬁ(V>:e’7A~(I7>:17+(7M7+(7/\<I7M7>+...

les premiers termes sont ’expression attendu, voir figure.

T\(\I)::V"' UA\/+"'

C_ \}

W N

i

— L’expression (14.0.3) est analogue a ’expression L=7A P du moment angulaire,
générateur des rotations. QQ détailler QQ

Proposition 14.0.5. Formules trés générales pour les groupes de Lie :
Pour tous Gz, Gy € s0(3) on a

Ga, G € 50(3)
Pour U,V < 1 (trés petits angles) on a
R'R'RyRy = 1+ [Gy, Gyl + O (U, V)?) (14.0.5)

qui montre que la non commutativité du groupe est reliée a la non commutativité des
générateurs.

Particuliérement pour le groupe SO (3) on a :

Gy, Gyl = Gy (14.0.6)

et en prenant les vecteurs de base de R? cela donne :

G., G, =G, etc
[ y] )
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~/ f

IA Ry

A+ [ G G]
el
Démonstration. Supposons Gy, Gy € so(3), donc Gf; = —Gy, et Gf; = —Gy. Soit G =
[GU, Gv] = GUGV - GvGU. On a

Gf = (GuGv — GyGy)" = GYGE - GG

donc G € s0(3).
Pour les petits angles, au deuxiéme ordre eV ~ 1 + Gy + %GQU donc

1 1 1 1
RZ'R'RsRy =~ (1 — Gy + 5@’5) (1 — Gy + 5@%) (1 + Gy + 5(%) (1 + Gy + §G2V>
~ 1+ GyGy — GyGy =1+ [Gy,Gy]

Pour montrer (14.0.6), on utilise (14.0.3) et la formule du double produit vectoriel :

[eFNeR (W) = UA (VAVT/) ~VA (ﬁAW)
= (*W)V—@V)W—(VW)(?JF(V(?)W
— (7 *)17— (I?W) U
= (U\V) AW =G o (W)
O
Remarques
— Avec les conventions de la mécanique quantique, on écrit R = e~ | soit
G =—iL (14.0.7)

En particulier pour la rotation autour de I'axe = d’un angle 6, U = 0@ avec @ =
(1,0,0), on note Gy = —ifL,, etc, et on a
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Voici la définition générale d’une Algébre de Lie :

Définition 14.0.6. Une algébre de Lie de dimension n est une algébre (cad espace
vectoriel de dim n avec un produit interne x distributif, etc...) telle que

ax(bxe)+bx(cxa)+cx(axb)=0 : relation de Jacobi (14.0.8)

et
axb=-bxa : antisymétrique (14.0.9)

Proposition 14.0.7. L’espace des générateurs so(3), (14.0.4) est une algébre de Lie de
dimension 3 pour le produit interne :

AXx B:= A, B]

Démonstration. 1l faut vérifier d’abord que A, B — [A, B] est bien un produti interne
(distributivité [A + B, C] = [A, C]+[B, C] ,etc) et ensuite les relations particuliéres (14.0.8)
et (14.0.9).

On a facilement [B, A] = BA — AB = — [A, B] et avec plus de calculs la relation de
Jacobi :
A, [B,Cl|+ [B,[C,A|+ [C,[A,B]]=...=0
]
Remarques

— la proposition 14.0.7 est vraie en général : les générateurs d’'un groupe de Lie de
dimension n forme une algébre de Lie de dimension n avec la loi de commutation
(et inversement).

— Mais attention des groupes différents peuvent avoir la méme algébre de Lie (ex :
SO (3) et SU (2), voir plus loin).

— Cette relation entre groupe et algébre permet de travailler sur I'algebre de Lie (les
générateurs) plutot que sur les éléments du groupe. En particulier cela a permit une
classification des groupes de Lie (théorie de Cartan) et cela est aussi utile en théorie
des représentations, voir page 124.




Chapitre 15

Le groupe SU (2)

Rappel :

Définition 15.0.1. Le groupe SU (2) est le groupe des matrices complexes 2 X 2 unitaires
Mt = M~ et de déterminant Det (M) = 1 cad qui préservent la métrique hermitienne
de C? :

h(Mu, Mv) = h (u,v), Yu,v e C?

Det (M) =1

On pense & M € SU (2) comme un changement de base o.n. dans C2.

15.0.1 Systéme de coordonnées sur SU (2) et topologie

Proposition 15.0.2. Une matrice M € SU (2) s’écrit

M= ( Z _ab ) . a,beC, la’+ =1 (15.0.1)

Posant a = x1 4 129, b = x3 + 114 cela donne :
v+ ay+as+ai=1
qui est I’équation de la sphere S C R*. Donc
SU(2)=S*

est homéomorphe ¢ S3.
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(Cr /‘\ b
= L\o o) )\C y

A/@/")

Démonstration. Soit M = ( Z avec a,b,c,d € C. Pour que M € SU (2), il faut que

c
d
les vecteurs M ( ) et M ( ? ) forment une base o.n. donc
P+ b2 =1, |eP+|dP=1  ac+bd=0
De plus on demande

Det (M) =ad —bc =1

bd

Doncc:—get

1+bc 1-p22 1 o

a a a ]a|
donc

b|? 1 _

d 1+% =—-&d=a, c=-b
|al a
O

Remarques :

— Contrairement aux groupes SO (2) et SO (3) (pour lesquels m; (SO (2)) = Z, m (SO (3)) =
Zs) le groupe SU (2) est simplement connexe. m (SU (2)) = {0}.

— On verra un autre systéme de coordonnées i, § en Eq.(15.0.3) semblable aux coor-
données sur SO (3), avec || = 1 mais avec

0 € [—2m, 27]

et tel que Myor g = —1
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Proposition 15.0.3. Un élément M € SU (2) s’écrit

M = ¢

avec Gt = =G (car MT = M) et Tr (é) =0 (car Det (M) = 1). Le générateur G

est donc de la forme

ST v, U, —iU,\ i il
Guv="3 ( U, +iU, U, ) = —5 (Uzos +Uyoy + Uz02) = —50.U (15.0.2)
avec )
U= (U,U,U,)eR’
et
01 0 —i 10 | |
Oz (1 O)’ Oy (z 0), 0 <0_1>,.matmcesdePaulz
Posant )
U = 967 |ﬁ’ = 17
On a

Mo = G0 = cos (Q) + (7.1) sin (Q) (15.0.3)
donc dans (15.0.1) :
= Q—i—’ ing b= (iu, — )ing
a=cos| g tussin | 5 |, = (tuz —uy)sin | 3
L’espace des générateurs
su (2) == {é, Gt =-G, Tr <é> = 0}
est l’algébre de Lie du groupe SU (2), de dimension 3 (su(2) = R?). On a les relations
[é’ﬁ, é‘}] = éﬁ/\V (15.0.4)

donc
su (2) = so(3) (15.0.5)

(algebres isomorphes).

Remarques
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— Avec la paramétrisation U = 07 € R? de Eq.(15.0.3) on a
Myiong=—Mog, Vu,0 (15.0.6)
et en particulier pour # = 27 on a
Myr g =—1

donc le groupe SU (2) est identifié & la boule B de rayon 27, cad |6 < 2, et tous
les points de la surface de cette boule ( = £27) correspondent au seul élément
(—1) € SU (2). Cela confirme ' que SU (2) = S°.

so(3)

— En mécanique quantique on note plitot M = e~ cad le générateur G = —iS avec
S, “moment angulaire de spin”. Ainsi G* = —G < S = ST est hermitien. Plus
précisément, Sz = iGz = %5’.2‘[ est “I’observable de spin selon I'axe u”.

Démonstration. Les matrices de Pauli sont Hermitiennes et forment une base des matrices
Hermitiennes 2 x 2 de Trace nulle. Pour k£ = z,y,2 on a a,% =TI et 0,0y =10, = —0,0y
etc, donc si || = 1 alors

Alors

(¢.w)" = I sin pair

= (7.4 si n impair

1. En effet plus généralement la sphére S™ de dimension n est une boule de dimension n ou tous les
points de la surface sont identifiés. Prendre 1’'exemple du cercle S* qui est le segment [—1,1] avec —1 = 1,
ou de la sphére S? qui est le disque D? avec le cercle périphérique identifié en un point.
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Donc

Finalement, on vérifie que

l {
_O'x7 —_——

(04,0, = 2i0, & {—2

donnant (15.0.4). Notons j = 1,2,3 = z,y,z et 3 =1A 2 etc. Alors

] = ()0 ()] - (o)

Z?]

= Y (UAV), (—%) or = Guay

k

]

Exercice. Les quaternions (Hamilton 1834, généralisation des nombres complexes).
Par définition un quaternion est

q =211 + 221 + 23] + 24K
avec ry, Ty, T3, T4 € R et des “objets” i, j, k tels que
iP=? =k =ijk=—1
Montrer que cela implique
ij =k, jk=1i, ki=j, ji=—-k+#1ij
(algébre non commutative). On définit la norme
lall = af + a3 + 23 + 2]

et le conjugué
q = 3711 — $2i — l’gj — $4k

Montrer que les quaternions unitaires (||¢|| = 1) forment un groupe isomorphe au groupe
SU (2).



Chapitre 16

Relation entre les groupes SO (3) et
SU (2)

Ce sont tous les deux des groupes de Lie de dimension 3. On a déja vu en (15.0.5) que
leur algebre de Lie sont isomorphes.

Cela implique que prés de l'identité la structure des groupes sont équivalentes, car
comme suggéré par (14.0.5), la structure du groupe prés de l'identité est déterminée par
I’algébre de Lie des générateurs.

Par contre on a vu que la topologie des espaces SO (3) et SU (2) sont différentes. On a
obtenu explicitement une paramétrisation d’une rotation par

Rz €S0(3), w@eR|i|=1, 6¢cR modulo?2n
et d’une matrice de SU (2)
My € SU(2), @ €R? |i] =1, 6 € R modulo 47
Cela suggére une application notée Ad (appelée représentation adjointe) :
Ad: Myz € SU(2) = Rpz € SO (3) (16.0.1)

On a clairement

Ad (Mpiora) = Rovona = Rog = Ad (Mpz)

alors que on a vu en (15.0.6)

Moptyonag = —Moag 7# Moy

Dans cette section on va montrer que cette application Ad : SU (2) — SO (3) est un
homomorphisme de groupe (non bijectif), c’est a dire qu’il vérifie

Ad (M. M) = Ad (M) Ad (M)

(@@ trouver preuve directe QQ).
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Proposition 16.0.1. Pour M € SU (2), on définit l'application

su(2) — su(2)

Ad (M) - { ! (16.0.2)

G —~ MGM!

appelée représentation Adjointe (de SU (2) sur son algebre de Lie). Or su(2) = R3
sont identifiés d’apres le paramétrage (15.0.2) :

Gy esu(2) eV eR?
su (2) posseéde de plus un produit scalaire Euclidien (ou une norme) appelée métrique de
Killing

~ 2 o~
HGV =Ty (GLGy ) = VI? = VE+VE+ V2 (16.0.3)

qui est préservée par Ad (M). Par conséquent Ad (M) € SO (3) est une rotation. L’appli-
cation
Ad: M€ SU(2) — Ry = Ad (M) € SO (3)

est un homomorphisme de groupe, c’est a dire que
Ad (My. M) = Ad (Ms) Ad (M), VM, My € SU (2) (16.0.4)
surjective mais de degré 2 : 1, c’est a dire que Ry € SO (3) a deuz antécédents :

Ad (M) = Ad (— M)

Démonstration. Vérifions que si M € SU (2) et G € su(2) alors G = MGM™" € su (2).
Pour cela . 5 . 3
Gr=(M)"GtM* = -MGM ™' = -&
et Tr <é’> =Tr (é) = 0. Donc G’ € su (2) d’aprés la Proposition 15.0.3.
Vérifions (16.0.3). Si Gy = —%EV d’aprés (15.0.2), on a

4Tr <é‘tév) = Tr (Z WV}'O}O}‘) = Z V;‘/J Tr (O’Z‘O'j)

irj inj o

— Vf + ‘/yQ + ‘/22
Alors si Gy = Ad (M) Gy

H(JV, QT (GG ) = 4 (MGE M MGy M) = ATy (GG ) = HGVH
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donc Ad (M) est bien une transformation orthogonale sur su (2) = R3. C’est une rotation
comme Ad (M) est connexe a [. Vérifions (16.0.4) :

Ad (MyMy) G = (MyMy) G (MyMy) ™ = Mo My GM MG
= Ad(My) <Ad M) )
Finalement . 3 .
Ad(~M)G = (-M)G (~M~Y) = Ad (M) G
0

Exercice :  Afin de vérifier que 'application Ad définit par (16.0.2) est aussi celle définit
par (16.0.1). Il suffit de le vérifier dans le cas simple de I'axe z, @ = (0,0, 1) :

7 e—i9/2 0
My = exp —5902 = 0 ez | 6 € [0, 4]

(0 est défini modulo 47). Vérifier explicitement que la rotation associée est

cos) —sinf O
Ry = Ad(My) = | sinf cosf 0
0 0 1

et que
My 2n = —Mp

alors que
R0+27r - R@

Autrement dit dans Ry, 0 est défini modulo 2.

T | U. U, —iU, :
Solution : Si Gy = —3 ( U, + U, U. ) alors on calcule le produit
. e i (U C
) (&) = o5 (G 7 )
avec C = (U, +iU,)e" = (U,cosf — U, sin6) + i (U, sin 6 + U, cos 0)
— GN!U/
avec
U =Ry (U)

donc Ry = Ad (My).
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Exercice : Relation entre spineur et vecteur spatial. Une matrice M € SU (2)
agit sur I'espace Hermitien C2. Soit un vecteur s = (sy, s9) € C? appelé spineur (ou état
quantique de spin).

Une matrice de rotation R € SO (3) agit sur Pespace Euclidien R3. Soit V' = (V,,,V,,,V,) €
R3 appelé un “vecteur spatial”.

De méme que on a trouvé une relation (homomorphisme Ad : Mz 9 — Rgzg), on cherche
a expliciter une application s € C? — V € R3 qui permettrait d’attribuer une direction
spatiale a un spin.

1. Dans le cas d’une rotation autour de I'axe z,u, = (0,0, 1), montrer que le vecteur
normalisé sy = (1,0) (“spin up”) est invariant par My, g, vecteur propre du géné-
rateur G, g € su(2) et que le vecteur normalisé Vy = (0,0, 1) est invariant par la
rotation R@ﬁ et vecteur propre du générateur ng,g € so (3)

2. On applique une transformation quelconque. Soient
Sig = Mazgsy € C?, Vg = RapVo € R?

Montrer que Vg et sz sont normalisés. Le vecteur Vg correspond a la direction
spatiale du spin szg. Voir 11| chapitre sur le Spin 1/2, pour montrer que Vg
s’obtient a partir de sz ¢ par la projection stéréographique (ce qui revient a identifier
P! & S%). On montre aussi que szg € S* C C?, que Vg € S? et que la correspondance
Sip € 5% — Vzg € S% est la fibration de Hopf (5% = SU (2) et S? = SU (2) /U (1)).

Remarque :

— Comme le suggére la preuve ci-dessus. La construction ci-dessus est trés générale
aux groupes de Lie. Un groupe de Lie admet une représentation adjointe sur son
algeébre de Lie. Son algebre de Lie possede une métrique de Killing qui est préservée
par la représentation adjointe. On montre que cette métrique est définie positive ssi
le groupe est compact.

— On a montré que le groupe SU (2) est un double recouvrement du groupe SO (3).
Plus généralement le double recouvrement du groupe de rotation SO (n) s’appelle
le groupe Spin (n) (utilisé en géométrie et en physique). On a donc montré que
Spin (2) = SU (2) (équivalence “accidentelle”). En relativité on utilise le groupe
Spin (3,1) qui est un double recouvrement du groupe SO (3,1) de Lorentz. Dans
ce cas on montre I’équivalence “accidentelle” : Spin (3,1) = SL (2,C). Attention en
général Spin (n) n’est pas simplement connexe, ce n’est donc pas cela qui fait sa
spécificité, mais plutot la construction via “I’algébre de clifford”.



Chapitre 17

Représentation de groupe

17.0.1 Introduction

Commencons par un exemple qui illustre l'intérét de la notion de représentation en
physique.

Une rotation R € SO (3) dans I'espace R? a pour effet de tranformer les points de R3.
Si un systéme physique est représenté par un point X € R3 (par exemple une particule
ponctuelle), il est transformé tout simplement par la formule

X'=R(X)eR? (17.0.1)

Mais le systéme peut étre d'une autre nature. Par exemple en mécanique ondulatoire
(acoustique, mécanique quantique,...) on considére des fonctions ¥ (X) sur I'espace X €
R3. Une fonction 1) € C*° (R?®) appartient a un espace vectoriel de dimension infini. Soit
Y = Ry la fonction transformée par la rotation. On se convaine rapidement que 1 est
donné par la formule explicite :

(X)) = (W) (X)=v (R'X) e Ry =yoR™’ (17.0.2)

voir figure.
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Dans cet exemple, on peut exprimer les générateurs. En coordonnées sphériques ¢ (r, 0, ),
pour une rotation d'un angle ¢, autour de I’axe z, on a

(R@O,az@ (r,0,0) =1 (10,0 — o) = (eXp (—wo%) w) (r,0,¢)

donc G, = —%. En mécanique quantique on note G, = —iL, soit L, = —i%. Pour une
rotation plus générale, Rﬁ,a = exp <éga> on a é@a = —iaL.ii avec
- 0 0 0 -
L=7Np, = |—t—,—i—,—1— | = =iV
b b ( ox’ Oy (92)

Ainsi on a besoin d’étudier 'action des rotations dans I’espace des fonctions qui est un
espace de dimension infinie. On dit que c’est une représentation du groupe des rotations.

Dans 'espace R? un vecteur V{, peut étre transformé en n’importe quel autre vecteur de
méme longueur par une rotation (on obtient une sphére S?). Une question importante est de
savoir si il y a une propriété analogue dans I'espace des fonctions (on dit que c’est espace
est irréductible), ou si au contraire 1'espace des fonctions est réductible en sous espaces
qui sont irréductibles. La notion d’espaces irreductibles et la décomposition en espaces
irréductibles est fondamentales en physique, en particulier en mécanique quantique '.

Rappelons aussi que en mécanique quantique, si un systéme (une particule ou un degré
de liberté) est décrit par un vecteur dans un espace de Hilbert H; et un autre dans H, alors
le systéme total est décrit par un vecteur dans H,®%Hs. Il sera donc important de chercher a
décomposer des produit tensoriels de représentations. (Voir Theoréme de Clebsh-Gordan).

Dans le cadre de ce cours on va établir des résultats pour des espaces vectoriels de
dimension finie.

17.0.2 Représentation

Définition 17.0.1. Une représentation d’un groupe GG sur un espace vectoriel E de
dimension n est une application

m:G— End(E)
telle que
w(e)=1
7 (91.92) = 7 (g1) 7 (92) , Vg1, 92 € G (17.0.3)

1. Le groupe de Poincaré des transformations de l’espace temps est considéré comme reflétant les
symétries fondamentales de la physique. Wigner a montré que les représentations irréductibles de ce groupe
sont paramétrées par des indices s’identifiant & la masse m et au spin j. Dans un énoncé “moderne” de
la physique, on définit une “particule élémentaire” comme étant une représentation irréductible du groupe
de Poincaré. L’interprétation est que aucune expérience ne peut permettre de décomposer plus cette
“particule” car la représentation est irréductible donc semble former un seul objet.
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Exemples :

— Vérifions que R € SO (3) — 7 (R) € End(E) avec E = C®(R3) et 7 (R)¢ :=
Yo R7Y 4 € F défini par (17.0.2) est une représentation du groupe SO (3). On a
7 (Idsos) ¥ = v donc

™ (Isos) = Ip
et
(7 (Ry) 7 (Re) ) (X) = ¢ (B 'Ry (X)) = ¢ ((RaB) ™ (X)) = (m (RuR2) v) (X)
donc en effet
s (Rl) m (RQ) =T (RlRQ)

— La transformation R € SO (3) = R € End (R*) qui sert de définition du groupe
SO (3) est une représentation, appelée représentation fondamentale.

— La représentation adjointe d’un groupe de Lie sur son algebre de Lie est une repré-
sentation, d’apres (16.0.4).

Définition 17.0.2. Une représentation m : G — End (E) est irréductible si il n’y pas
pas de sous espace F' C F invariant par 7 (g),Vg (autres que F' = {0} et F' = E).

— Par exemple la représentation fondamentale de SO (3) dans E = R? est irréductible.
— Par contre si on considére les rotation autour de ’axe z seulement, formant une
représentation du groupe SO (2) dans E = R? on observe que E est réductible en
la décomposition R* = R2  ® R, (le plan z,y et l'axe 2).
En mécanique quantique l'espace des fonctions est un espace de Hilbert avec une métrique
Hermitienne. On s’intéresse aux représentation unitaires :

Définition 17.0.3. Une représentation 7 : G — End (E) sur un espace (E, h) Hermitien
est unitaire si 7 (¢g) est un opérateur unitaire pour tout g € G (i.e. 7 (9)" =7 (¢) 7).

Le Lemme suivant est trés utile.

Proposition 17.0.4. Lemme de Schur.Une représentation unitaire m : G — End (E)
est irréductible si et seulement si pour tout A € End (E)

T(9)A=Ar(9), Vge G=A=)XI, AeC

c’est a dire que la seule application linéaire qui commute avec toutes les transformations
7 (g) est une transformation multiple de l’identité.
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Démonstration. (voir Preuve dans Segal [27]). (Sens =). Supposons 7 irréductible, A €
End (E) et 7(g9) A= An (g), Vg € G. Alors en multipliant par 7 (g)~" on obtient

(g A = An(9)™", Yge G
& 7w(g)"A =An(9)", Vge
& [r(9),AT] =0

Donc

[7(9),A+ AT =0et [r(g9),i(A—AT)] =0

Comme A+ A" et i (A — AT)sont Hermitiens on peut supposer AT = A dans la suite. On
déduit que pour tout polynome P on a

[P (A),7(g)] =0

et donc cela est vrai pour toute fonction f (A). Si Py désigne le projecteur spectral sur un
espace propre de A de valeur propre A € R, on peut exprimer P, comme une fonction de
A en effet on a .
P, = lim 1 A=A
t—oo t 0

donc
[Py, (g9)] =0,Vg

On déduit que F' = I'm (Py) est un espace invariant. D’aprés 'hypothése ' = E ou F' = {0}
(pas possible) ce qui signifie que Py = I donc A = AI.

(Sens <) : Si F' C V est invariant et P : E — F désigne le projecteur orthogonal
associé alors [P, 7 (g)] = 0,Vg donc P = A = I (ou 0) donc F' = E ou {0}. O

Proposition 17.0.5. Une représentation d’un groupe de Lie 7 : G — End(E) induit
une représentation de son algébre de Lie :

]G — End(E)
"o =)

cad vérifiant

T ([G1,Ga]) = [7 (G1) , 7 (G2)]

Démonstration. Q@ simplifier 7QQ Soit G1,Gs € G. Et g1 = e*©1 € G gy = e*%2. Pour
x < 1onadapres (14.0.5)

9195 9192 ~ 1+ 27 [G1, Go] + O (a)
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On peut faire de méme pour 7 (g;) = ™) et 7 (go) = *™(“2) donnant
w(90") 7w (92") 7 (90) 7 (g2) = 1+ 27 [1 (Gh) ,m (Go)] + O (o)

D’apreés (17.0.3) 7 (gflgglglgg) =7 (gfl) T (g;l) 7 (g1) 7 (g2) et en particulier les termes
en 22 du développement sont égaux donc 7 ([G1, Gs]) = [7 (G1), 7 (G2)]. O

17.0.3 Représentation de groupes de Lie compact

Proposition 17.0.6. (*) Si G est un groupe compact et w : G — End (E) une repre-
sentation sur E e.v. complexe de dimension n (finie) alors il existe une métrique (.|.)
Hermitienne sur E telle que w est une représentation unitaire.

Démonstration. On prend au départ une métrique (.|.) quelconque et 1'on construit une
nouvelle métrique (.|.) par moyennisation sur le groupe :

(u]v>:/G(7r(g)u|7r(g)v)dg

ou dg est la mesure invariante (de Haar). On vérifie alors que 7 est unitaire pour cette

métrique. O]

Proposition 17.0.7. Si 7 : G — End(FE) est une représentation unitaire sur E alors
(et E) se décomposent en somme orthogonale de représentations unitaires irréductibles :

EIEl@---EBEk

T=m®... 0

avec m; : G — End (E;) unitaire et irréductible.

Démonstration. Soit E; un sous espace de F invariant et de dimension minimale (et E) #
{0}). Forcément E; est un espace de repres. irréductible. Considérons ’espace orthogonal
Ei (pour la métrique Hermitienne). Montrons que Ei est un espace invariant par la
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représentation. Soit u € B et g € G et soit v’ = 7 (g) u. Pour montrer que v’ € Ei, soit
v e FE. Ona

(') = (vlr (g)u) = (7 (9)" v]u)

= |7 (g’l) v|u | car repres. unitaire
——

ST

donc v’ € Ef. On a obtenu
E=FE & E}

avec Ei est de dimension strictement plus petite que celle de E. On peut itérer 'opération,
trouver un sous espace Fy C Ei, etc... et obtenir & la fin

E=FE®...0 E

une somme orthogonale de repres. irréductibles. [

Définition 17.0.8. Deux représentations
7:G— End(F), A:G— End(F)

sont (unitairement) équivalentes si il existe A € L (E, F) inversible (unitaire) telle

que
T(9)=A"A(9)4, VgeG

Proposition 17.0.9. Les représentations unitaires irréductibles d’un groupe commutatif
sont de dimension 1.

Démonstration. Les générateurs commuttent. On peut les diagonaliser simultanément.
L’espace propre engendré par chaque vecteur propre est invariant et irréductible (car de
dim1). O

Considérons donc le cas de groupe de Lie non commutatif compact, le plus simple (dimen-
sion 3). Ce sont les groupes SO(3) et SU(2).
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Proposition 17.0.10. Les représentations irréductibles unitaires du groupe SU (2)
sont notées D; indicées par j = 0, %, 1, %, 2,... et d’espace de représentation E; de dimen-
sion (2j + 1).

Les représentations irréductibles du groupe SO (3) sont D; indicées par les entiers j =
0,1,2,... seulement.

On note G, = —iJ, le générateur (14.0.1) des rotations autour de l’aze x, etc, cf (14.0.7),
et J* = J}+J; + JZ. On a alors

(o, Iyl =15, etc...
Les deux opérateurs suivant commutent :
[J2,J.] =0
le spectre commun des opérateurs J, et J* est

J2lj,m) = 3§+ 1)]g,m) (17.0.4)
J:|j,m) = mlj,m) (17.0.5)
ou j est entier ou demi-entier (j =0, %, 1, %, 2,...) et

m=—j,—j+1,...,4+5 : prend (2§ + 1) valeurs

A j fizé, les vecteurs |j, m) forment donc une base orthonormée de lespace E;, de dimen-
sion (2j + 1).

On a les opérateurs d’échelle
Jy = Jp+1idy
J_o = J, —1iJ,
(noter que (J_)* = J,), vérifiant :
[Jy, J_] =2J,

[, Ju] = s
[J2,J.] =0
et :
Telgymy =[G —m) (G +m+ )] [j,m+1)
J_j,m) =[G +m) (j —m+ D] j,m — 1)
Voir figure 17.0.1.
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I
J+ J+ : etc... J_
27N 7N £ N . H,
— — = — i

N SR — —_ i=3/2 tHy)

— = = H

—  — =R Hypp

I J:O :HO

FIGURE 17.0.1 — Schéma des vecteurs propres communs de J, et J% notés |7, m), et action
des opérateurs d’échelle J.. Les vecteurs |j, m) de la ligne j, avec m = —j — +j, forment
une base de I'espace ;.

On a

A

R, (27) |j, m) = exp (—iJ.27) |j,m >= exp (—im27) |j,m >

|7,m > si m entier
—|j,m > si m demi — entier

par conséquent : . R
— Pour le groupe de rotation SO(3), il faut que R(2w) = I, et donc il faut que j
(et donc m) soit entier. Dans ce cas, on note :

l=7=0,1,2,3,...

Les espaces de représentations irréductibles du groupe SO(3) sont donc E; caracté-
risées par l'entier [.
Noter que E; est de dimension impaire (27 + 1).

— Pour le groupe SU(2), il faut que R(47) = Id, et donc toutes les valeurs de j sont
permises :

1 .3
=0,-,1,=,2...
j Y 27 ) 27
Les espaces de représentations irréductibles du groupe SU(2) sont donc E;, carac-
térisées par l'entier ou demi-entier j.

Démonstration. Comme J2et J, commuttent, ils possédent une base de vecteurs propres com-
muns. Notons |a, m >un vecteur propre commun des opérateurs J?2 et .J, :

J%a,m >= h%ala,m >

J.|a,m >= hm|a,m >
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Noter que
) = (o +idy) s (Jo =iy )|
— i {jx, jy] +i [jy,Jx] =2/,
“ [Jodi] = [ do i) = idy i (~id,) = 2]
et

[ﬂ, ji} —0

Remarque : Les trois générateurs J, jy, J. forment une base de 'algebre de Lie su (2) (ou so (3) qui
est équivalent) (espace vectoriel réel de dimension trois). Les trois générateurs jZ, j+, J_ forment
une autre base de cette méme algébre, qui est plus intéressante, pour les relations de commutations
(mais comme il y a des coefs complexes, il s’agit de “I’espace vectoriel su (2) complexifi¢”). Cette
base s’appelle la décomposition de Cartan de l'algébre su(2). On a :

J, (ji]a,m >> = <:tji + jijz) la, m >
= (£1+m) <ji|a,m >)

et
J? (ji]a,m >> = JiJ?|la,m>=a (ji\a,m >)
donc on pose :

1 /.
la,m' =m+1>= — (Ji\a,m >>
Ct

ol ¢4 est une constante réelle positive, de normalisation, & déterminer. Ainsi & partir du vecteur
|a,m >, on construit un vecteur |a,m £ 1 >, etc.... Cette construction s’arréte lorsque le vecteur

(ji|a,m >> est nul. On a
a—m?=<a,mlJ?— J*j,m >
1 A 2 PN
=5 < a,m|JyJ_ + J_Jila,m >

1 ~ 2 ~ 2
- <HJ_|CL,m>H + | lam > ) >0

(on a utilisé J2 = J2 + JE +J2 = i <JA+j, + JA+j,) + J2) donc
a > m?

donc la construction ci-dessus s’arréte forcément & disons min < m < Mypaz, c'est a dire :

Jila, Mumaz >= 0,

j_\a,mmm >=0.
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et Mmaz €t Muyin sont séparés par un entier :

Mmaz = Mmin TN, NE N

=24+l + =02+ ( 4 JJ )
—ﬁ+hL J.
=J24+J Jy+J.

, donc appliqué & |a, Mypae > €t |a, My, > on obtient :
2
a = mmaz + Mmaz

2
a = mmin + mmzn

donnant :

(mmin + TL)2 + (mmzn + n) = m?nm + Munin

snn+1)4+2mpm(n+1)=0

n
© Minin = =5
Donc mpmaz = Mmin +n = 5, et on pose
] = Mmaz = 5 :  entier ou demi — entier
alors
=j(j+1)
et

m=—j,....,+j: (2§ + 1) valeurs

Normalisation, choix de cy : si |j, m > est normalisé, on a

e jm Gy m + 1 > =< j,m|J_Jy|j,m >
=<j,m|J? = JZ = J|j,m >
=y +1) —m(m+1))

et de méme pour c_. D’aprés ci-dessus, chaque espace E; est de dimension (2j+1), et les opérateurs
J+,J. agissent a l'intérieur de chaque espace Ej. Il en est de méme par conséquence, pour les

opérateurs (Jx,Jy,Jz> qui s’obtiennent par combinaisons linéaires, et pour les opérateurs de

rotation Rx () = exp (—ijma), Ry, ]:ZZ. Donc chaque espace E; est invariant par le groupe de
rotation : c’est un , ou espace de représentation du groupe de rotation. Chaque espace E; ne peut
se décomposer en somme de deux espaces invariants par le groupe de rotation (i.e. E; # Ey @ E»,
avec 7 et Ey invariants). On le devine en effet, car a partir de tout vecteur |j,m >, on peut
obtenir |j,m’ > par actions répétées de Ji. Donc E; est un espace de représentation irréductible
du groupe de rotation.

]
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Proposition 17.0.11. L’espace L*(S?) des fonctions v (0, @) sur la sphére S? se décom-
pose en somme de repres irréductibles du groupe SO (3) :

12(s?) = P E
=0

Démonstration. QQ O

Construction de nouvelles représentations Si
m:G— End(F), A:G— End(F)
sont deux représentations alors sur ’espace E & I on définit la représentation :
Tiot (WD v) =7 (u) ® X (v)
et sur 'espace F ® F' on définit la représentation :
Tiot (U@ V) =7 (u) ® A (v)

Ce dernier cas est trés utilisé en mécanique quantique. Voir chapitre 7 de [14].

Théoréme 17.0.12. (Clebsch-Gordan). La représentation Dy @ D, du groupe SU (2)
(ou SO (3)) avec k > 1 fixés, est réductible :

Dy, @Dy =Dy ®Dj—141D...0 Diyy

Le théoréeme suivant a une grande importance en physique quantique.

Proposition 17.0.13. “Symétrie dynamique”. Supposons que H soit un opérateur
ayant un spectre discret, qui commute avec 7 (g), pour tout g € G, o 7 est une represen-
tation unitaire. Alors chaque espace propre de H est une espace de représentation de G et
génériquement il est irréductible. (génériquement dans l’espace des opérateurs H vérifiant
I’hypothese).
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Démonstration. Si a € C est valeur propre de H, I'espace propre associé est

Ea:{¢a H¢=a¢}
Si e E, ety =m(g) alors

Hy' = Hr (g9)¢ =7 (g) HY = an (9)¢ = ay’

donc ¢/ € E,. On a montré que F, est invariant par 7 (g), c’est donc un espace de repré-
sentation. Si
E,=E & Es

est réductible en deux sous espaces invariants, on a dans cet espace

— CLIE’l O
H_( 0 aIE2 )

on peut perturber H pour obtenir

I arlg, 0
H = ( 0 QQIEZ )

avec a; # ap génériquement (a; = ag est un cas “exceptionnel”), et H' commutte encore
avec 7 (g). O

Exercice 17.0.14. Soient A, B deux matrices. Montrer que
eBe 4 = eAdAB
1
= B+[A,B]+§[A,[A,B]]+...
avec

Ady : B — [A, B]

Solution : Pour x € [0, 1], posons

S, = eteap = 2l4IB T, = e**Be™4

Y

On a s
= =[A,S,], So=DB
dx (4, 5] 0
dT,
= AT, - T,A=1[AT,], Th=0B
dz
Donc S, et T, satisfont la méme équation diff. du premier ordre, avec la méme condition

initiale. Par conséquent T, = S,, V. Donc pour z = 1, eABe 4 = Adap,



Quatriéme partie

(Géométrie différentielle
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Chapitre 18

Bases de géométrie différentielle

Reéférences : [22],[35],]29].
Introduction :

Ce que l'on recherche en géométrie différentielle est

— Ecrire les régles de calcul différentiel que 'on connait sur ’espace R™, comme les
dérivées partielles de fonctions, 'intégrale, le Laplacien, etc.. mais avec le souci
constant de définir des opérations et des objets qui soient indépendant
du systéme de coordonnées choisies. Tous les concepts de physique sont des
objets de géométrie différentielle, car indépendants des choix de coordonnées.

— Faire du calcul différentiel sur des espaces autres que I'espace euclidien R", comme
la sphére, les espaces projectifs, etc.. . On commence par donner une définition
des espaces ou l'on peut faire ce calcul différentiel, et que 'on appelle variété
différentiable.

18.1 Variété différentiable

18.1.1 Introduction

Voici tout d’abord I'idée vague : une variété différentiable de dimension n est un en-
semble de points qui ressemble & R™ au voisinage de chaque point. Par exemple la surface
d’une sphére! S? ressemble & R? au voisinage de chaque point, c’est donc une variété
différentiable de dimension 2.

Prenons l'exemple de la surface de la Terre considérée comme une sphére lisse S?. Pour
les voyageurs, il existe un ensemble de N cartes géographiques indicées par « = 1... N,

1. Par définition la sphére S? est I’ensemble des points & la distance 1 de Iorigine de R3 :

5% .= {x = (71, 22,13) € R?, 93% +33§ +x§ = 1}

137
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qui recouvrent la surface de la Terre. Chaque carte o a deux coordonnées (21 4, T2,4). Tout
point sur Terre z € S? est représenté par au moins un point sur une des cartes. Il y a
des formules de changement de coordonnées qui permettent de passer d’'une carte a la
carte voisine. De cette facon ’ensemble des cartes définissent la surface terrestre sans avoir
besoin de vision globale ni de savoir que S? C R3.

LZiusr de Frunce de. 25 ax Dogrs.

P e

122 %

Remarque 18.1.1. Les angles et les distances ne sont pas respectées sur les cartes planaires
(i.e. Euclidienne) de S2. Nous verrons qu'’il existe des systémes de coordonnées qui res-
pectent les angles (“cartes conformes”), cela était utile pour la navigation, pour garder un
cap. Il n’existe pas de cartes Euclidienne sur S? qui préserve les distances. On verra cela
découle du fait que la sphére a de la “courbure” et n’est pas un “espace euclidien”.

18.1.2 Définition

Remarque 18.1.2. C’est H. Weyl en 1913 qui a donné la premiére définition intrinséque de
variété différentielle, puis Whitney 1936 pour une définition abstraite de variété Riema-
nienne que l'on donnera ci-dessous (ref : Petersen [21]) .

Pour la suite, on rappelle qu'un difféomorphisme C*° est une application f : V; — V5
entre des ouverts Vi, Vo C R"™ qui est dérivable un nombre infini de fois, qui est bijective
et d’inverse aussi dérivable.
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Définition 18.1.3. Une variété difféerentiable M de dimension réelle n et régula-
rité C*, avec k > 0, est un ensemble de points tel que M = ngl U, et pour chaque
sous ensemble U, on a une bijection

v, —V,CR"”
Te
r =7 (T) = (T1a--Tna) ER”?

avec V, C R™ ensemble ouvert et t.q. pour tous indices «, 3, alors 75 (U, N Ug) C R™
est un ouvert et

Tof "= Ta O 7'5_1 o 13(UaNUg) CR" = 71, (U, NUg) CR" (18.1.1)

est un diffeomorphisme C*.

Deux variétés M, N sont équivalentes si il existe une application ¢ : M — N
telle que pour tous indices «, 3, alors 730 p o 7,1 : R® — R" est localement un
difféomorphisme C*.

Vocabulaire :

— Par analogie avec la géographie, les applications 7, : U, — V,, sont appellées cartes
locales ou coordonnées locales. L’ensemble des cartes est appelé un atlas. Les
applications 7,5 : R" — R" sont appelées changements de cartes ou changement
de coordonnées.

;L(Z‘“ g Z;fl

asz

Exemple 18.1.4. On rappelle des exemples de base trés utiles.
— Le plan privé de 'axe réel positif M = R2\ {(z1,72),71 > 0,2 = 0} forme une
seule carte et admet les coordonnées cartésiennes (1, 7o) € R? ou les coordonnées
polaires (r,0) avec la formule de changement de coordonnées

r1 =rcost, xy=rsinb.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Vari%C3%A9t%C3%A9_diff%C3%A9rentielle
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— L’espace M = R3\ {(x1, 22, 73),71 > 0,25 = 0, r3 € R} forme une seule carte et ad-
met les coordonnées cartésiennes (z1, T2, 23) € R? ou les coordonnées sphériques
(r,0, ) avec la formule de changement de coordonnées

r1 =rsinfcosp, xy=rsinfsing, x3=r1rCcosy.

Exemple 18.1.5. Exemple de la sphére S?.On considére tout d’abord la sphére S? C R?
de rayon 1 définie par

S* = {z = (21,20,33) € R®, 2] +a3+a5=1}.

Comme sur la figure ci-dessous, considérons la carte qui décrit une partie de “I’hémisphére
sud”, qui, & un point x € S?, associe les coordonnées 7, () = (z1,73) € R? et une autre
carte qui associe les coordonnées 75 () = (z2,73) € R% La formule du changement de
coordonnées pour passer de la carte 75 a la carte 7, est simplement

TQB:TQOTB_I:{

avec T o = T2 inchangé et

V,B — 'V,

(:EZﬁa 1'376) — (l‘l,om J"Q,Oc)

Tra = 1 = (02)* = (03"

Les deux cartes précédentes ne recouvrent pas la sphére, mais avec 6 cartes de la sorte,
on peut recouvrir la sphére S?. L’ensemble de ces 6 cartes forment un atlas de la sphére.
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Remarque 18.1.6.
— Sur la sphére S? (imaginer la surface de la Terre), on peut utiliser 2 cartes pour
recouvrir totalement la sphére : les coordonnées longitude et latitude (p,6) avec
0 <o <2m, —5 <0 <7, pour une carte qui exclue un méridien joignant les deux
poles et une carte recouvrant ce méridien et ces deux poles.
— (*) La figure suivante montre que ’on peut utiliser deux cartes pour le cercle St :=
{x = (z1,29) €R? 23 +2a3=1}:

L / @
[ puany
4
R
= F
Y
© 1
Ceeilt, At bo CQ«C«QQ g
— La sphere S™ := {(zg, 71,...2,) € R"™ 22+ 22+ ... 4+ 22 =1} est une variété
de dimension n avec par exemple un systéme de 2 (n + 1) cartes généralisant celui

c-dessus.

— On peut généraliser la définition de variété ci-dessus de différentes maniéres :

— une variété a bord ou les coordonnées locales sont parfois avec x; > 0.

— une variété complexe de dimension n, si le systémes de coordonnées sont des
nombres complexes (z1, 22, ...2,) € C" et les fonctions de transitions sont des
fonctions bi-holomorphes (cad holomorphes, bijectives, d’inverse holomorphe).

— On dit aussi qu'une variété différentiable est une variété C*°. Une variété C* avec

k > 0 est une variété telle que les fonctions de transitions (18.1.1) ont la contrainte

d’étre au moins k fois dérivables.

18.1.3 Variétés équivalentes

dans la définition 18.1.3, on a déja dit que deux variétés M et N sont difféomorphes
(ou équivalentes) si il existe une application ¢ : M — N qui est représentée par des
diffeomorphismes dans un systéme de cartes (i.e. si 0 o7, : R — R" sont localement
des difféomorphismes pour tous a, ().

Avec cette équivalence, le nombre de cartes ne compte plus. On peut se demander si
il est existe des variétés non équivalentes ? Il est clair que si M et N ont des dimensions
différentes alors elles sont non équivalentes car il ne peut pas y avoir de difféomorphisme (ou
méme de fonction continue) localement entre R” et R™ si n # n’. On dit que la dimension
est un invariant topologique.

On peut essayer de classifier les (classes d’équivalences de) variétés différentielles.
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18.1.3.1 Variétés de dimension 1

On appelle souvent courbe une variété de dimension 1. Toute variété de dimension 1
est diffeomorphe au cercle S' (qui est compact) ou a la droite R (qui est non compacte).

Exemple 18.1.7. I'espace projectif RP! = P (R?) est I'ensemble des droites de R?
passant par (0,0). Voir figure. On peut caractériser une droite par I'angle avec I'axe x,
donc RP! est une variété de dimension 1, équivalente & S'. On caractérise un point de

P (R?) par ses coordonnées inhomogénes X; ou X, définies par : (z1, z3) ~ (1, X, = i—f) ~

X, = i—;, 1) ou (x1,23) est un point quelconque non nul de la droite étudiée. On a alors

la formule de changement de carte Xy = 1/X.

S dels
v G ; POP\L> =g

18.1.3.2 Variétés de dimension 2

On appelle souvent surface une variété de dimension 2. Il y a une classification des
surfaces compactes a l’aide de deux parameétres : l'orientabilité (oui/non) et le genre g € N.

Cenffoseo compaday oronfebles :

gome g © 4 2.
coddee. |5 (O | T & -
roveietlle |PR) D |8 B | B

Une surface S est orientable si pour toute courbe fermée simple (i.e. sans auto-
intersection) v C S il existe un voisinage homéomorphe au ruban trivial [0, 1], x] — €, €,
avec (1,y) ~ (0,y) (ou 7y est identifié au cercle (x,0)_ ), sinon elle est non orientable.
Ainsi pour une surface non orientable, il existe une courbe fermée v dont un voisinage est
homéomorphe au ruban de Moé&bius [0, 1], x] — €, €[, avec (1,y) ~ (0, —y).

Le genre g € N d’une surface se calcule de la maniére suivante. On recouvre la surface
par des polygones conjoints. Soit V' le nombre de sommets (vertices), £ le nombre d’arétes
(edges) et F' le nombre de faces (de polygones). La caractéristique d’Euler est


https://fr.wikipedia.org/wiki/Genre_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Caract%C3%A9ristique_d%27Euler
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On vérifie que g ne dépend pas du choix des polygones, car si on rajoute un sommet alors
Vi=V+1, E=FE+2, F' =F+1donc ¢ =g. Sion rajoute une aréte alors V' =V,
E'=FE+1, F'=F+1doncg¢g =g.

Théoréme 18.1.8. “Classification des surfaces”. La classe d’équivalence d’une
surface compacte et sans bord est caractérisée par son orientabilité (oui/non) et son
genre g € N.

Exemple 18.1.9. voir figures ci-dessous qui montre le patron des surfaces, c’est a dire
un disque avec des régles d’identifications aux bords représentées par des fléches. Surfaces
orientables : la sphére S? (genre g = 0), le tore T? (genre g = 1), ... plus généralement
a une surface a g trous (de genre g), avec g > 0. Surfaces non orientables : le projectif
RP? = P (R?) (i.e. droites dans R? passant par 0) de genre g = 0, la bouteille de Klein de
genre g = 1, etc...

spboe G e g

IR

|10
D
fe
N \\
\\
.

Fopue popf BR) ooy el
Lo



https://en.wikipedia.org/wiki/Surface_(topology)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Bouteille_de_Klein
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Dooteidle be [loum, 2 =1,
mon ovcentable

Exemple 18.1.10. En physique, l'espace de configuration du double pendule est T?
S x S paramétré par exemple par deux angles o, 3.

Exercice 18.1.11. Pour la sphére S? de rayon 1, établir d’aprés les figures suivantes, les
formules de projection stéréographique (6, ¢) — (p,¢) qui associe & un point de la sphére
différent du poéle nord, ses coordonnées stéréographiques (p, ¢) :

0
= 2cot | =

/"/.‘ -EC/ \._-"-' 7 e *, 4
L3 . i v ek
f,f'/ ‘__y:’iﬁ: S htay = A % ﬁ\
_,:f":f P . j “-"I""b/ /F7/-._ a;}""‘._ f{_},e/.. \
T s - B 4 N ../" e B
";;f_____ N v . L_:‘v f';A\}\___
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Montrer que S? est une variété complexe de dimension 1. (poser z; = pe’® € C, 2z =
z_11 € C et montrer que 'on a un atlas avec deux cartes).

18.1.3.3 Variétés de dimension 3 et plus

Il y a une classification récente des variétés compactes de dimension 3, appelées 3-
variétés. Il n’y a pas de classification des variétés compactes de dimension n > 4.

18.1.3.4 (*) Exemples importants de variétés
— L’espace projectif réel
RP" := P (R™') = R""!/ ~

est ensemble des droites passant par 0 dans R™™!, i.e. avec la relation d’équivalence
'~z si 3N € R\ {0} s.t.2’ = Az. C’est une variété de dimension n. Comme pour
RP!, ci-dessus, on introduit des coordonnées locales appelées “coordonnées inhomo-
génes” (X1, Xo,..., X)) par (x1, T2, ..., %y, Tns1) ~ (X1, Xo, ..., X, 1) point de la
droite, et donc X; = - si x,41 # 0, etc pour les autres cartes.

— L’espace projectif cs;rllplexe

CP":=P(C"*") =C"*!/ ~

est ensemble des “droites complexes” passant par 0 dans C"*!, i.e. avec la relation

d’équivalence 2/ ~ z si IA € C\ {0} s.t.2’ = Az. C’est une variété complexe de

dimension n (mais de dimension réelle 2n).

— Par exemple, la courbe complexe CP! = P (C?) est utile en physique pour décrire
les états quantiques a 2 niveaux, appelés quantum bits ou gbits. (car un
vecteur quantique est x € C? et l'observation ne distingue pas z et Az avec
A € C). L’exercice 18.1.11 montre que en tant que variété réelle, CP! = 5?2
appelée sphére de Riemann.

— Par définition SU (n) est 'ensemble des matrices M & coeflicients complexes, de
taille n x n, unitaires cad préservant le produit scalaire Hermitien (Mu|Mwv) =
(ulv) ,Yu,v € C" ce qui est équivalent & M~! = MT et de déterminant detM = 1.
On montre que SU (n) est une variété réelle de dimension n? — 1. Voir page 102. Par
exemple pour n = 2, SU (2) = 53, voir Proposition 15.0.2.

— Le groupe SO (3) (matrices 3 x 3, orthogonales i.e. préservant le produit scalaire Eu-
clidien, M~! = MT et de déterminant 1) est une variété différentiable de dimension
3. On peut penser SO (3) comme Pensemble des rotations dans R? ou I'ensemble des
repéres o.n. dans R? (car une rotation permet de passer du repére canonique vers
un autre repére). En physique du solide, un point de SO (3) permet de caractériser
'orientation d’un solide (la position spatiale du solide est paramétrée par R3), ainsi
la trajectoire d’un solide est une trajectoire sur R? x SO (3). Voir Section 14. Plus
généralement SO (n) est une variété différentiable de dimension n (n — 1) /2. Voir
(12.0.2).


https://fr.wikipedia.org/wiki/3-vari%C3%A9t%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/3-vari%C3%A9t%C3%A9
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18.2 Fonctions

Les fonctions sont les premiers “objets géométriques élémentaires” associés a une va-
riété : & un point est associé un nombre.

Définition 18.2.1. Une fonction f a valeurs réelles sur une variété différentielle
M est une application :

M —R
f:
z = f(z)
Si 7o (x) = (21,...,x,) sont des coordonnées locales, alors f est représentée par une

fonction numérique a n variables :

fo: ($1,...,xn)—>fa(x1,...,xn):f(TOjl(:cl,...,a:n))

On notera C* (M;R) ou C* (M) I'ensemble des fonctions sur M t.q. f, est C* pour
tout indice a.

Remarque 18.2.2. Dans le vieux ouvrages de physique, une fonction s’appelle parfois un
champ scalaire.

Schématiquement, on peut se représenter (ou s’imaginer) une fonction par ses lignes de
niveaux.

JJ»@MQ a\ﬂmwxcbi%{mwﬁm x, o G

S (D
—

Exemple 18.2.3. Sur M = R? la fonction Gaussienne f a l’expression suivante (on utilise
abusivement encore f), selon que I’on utilise les coordonnées cartésiennes ou polaires

>

2

f (331,1'2) = €_<$%+z%)> f (T7 9) =e " )

Les lignes de niveau sont des cercles centrés en 0.

Remarques :
— Pour simplifier on enlévera parfois 'indice « de la fonction numérique f, que 'on
notera donc f (zt, 2%, ..., 2").
— Par exemple la i-éme coordonnée dans une carte U C M est la fonction x € U —
' e R.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Champ_scalaire
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— Voir [34],]23, chap3| pour une présentation des variétés a partir de lespace des
fonctions qui y “vivent” : si F est une R-algébre (cad commutative, associative
avec unité 1), on considére les homomorphismes M = {z:F — R} et le dual

F = {f: M —= R}. Si (e Kerz = {0} alors F** = F et on peut interpréter
M comme une variété et F comme l'algébre des fonctions sur M. Une branche
récente des mathématiques appelée géométrie non commutative, developpée par
Alain Connes, est basée sur une généralisation de cette approche.

— Dire qu’une fonction f € C*™ (M) est dérivable k fois a un sens intrinséque (i.e.
indépendant du systéme de coordonnées) que si la variété est C*.

— Généralisation : on peut aussi considérer les fonctions a valeurs complexes ou a
valeur dans RP, CP, avec p > 1, etc.

18.3 Vecteurs tangents

Définition 18.3.1. une courbe paramétrée ou trajectoire v sur une variété M
est une application (penser une trajectoire)

JR =M
BRSSO
Si 7 () = (21,...,x,) sont des coordonnées locales, alors v est représentée par les

n coordonnées de la trajectoire.

t s (21 (). 20 () =T (7 (1)) € R

Exemple 18.3.2. Sur M = R?, la trajectoire qui tourne & vitesse angulaire contante w
sur le cercle de rayon R a les coordonnées suivantes en coordonnées cartésiennes et polaires

x1 (t) = Rcos (wt), x5 (t) = Rsin (wt),
r(t)=R, 0(t)=uwt.

Remarque 18.3.3. On voudrait définir le vecteur tangent a la courbe au point v (0) par

) . dr(t . )—7(0 :
exemple comme étant le vecteur vitesse “V = (%) = limy_,0 M”, mais cela n’a
t=0

pas de sens & priori car les points 7y (¢) ne s’additionnent pas entre eux, et donc v () — (0)
n’a pas de sens. On peut utiliser un systéme de coordonnée pour calculer les dérivées des
composantes dmé—ft) de la trajectoire mais le résultat dépend du choix des coordonnées.
Comment donner un sens géométrique a la vitesse? Penser a un parapentiste a la
position v (¢) dans un nuage. Il veut connaitre sa vitesse verticale, mais ne voit rien. Il
observe son altimétre qui lui donne une valeur numérique f (v (¢)) & chaque instant ¢.

(v (1))

. d o L
Remarquer que maintenant i 4 o & U sens car c’est une dérivée numérique. Par


http://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9om%C3%A9trie_non_commutative
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contre le résultat dépend du choix de la fonction f. Cela améne a la définition suivante qui
considére ’ensemble des fonctions

s )

Définition 18.3.4. Le vecteur tangent V" a la courbe 7 au point 7 (0) est I'appli-

cation
C>*(M) —R
v f =V (f) = df (v(1)) eR

dt  /t=0

(18.3.1)

J

Remarque 18.3.5. V agit sur les fonctions et renvoie un nombre qui détecte leur variation

au ler ordre. On utilisera parfois la notation V' = dji—(tt) bien qu’elle ne soit pas correcte.

On va voir maintenant que la fonctionnelle V' est en fait simplement un opérateur
différentiel d’ordre 1.

18.3.1 Expression d’un vecteur tangent I dans un systéme de co-
ordonnées locales

Proposition 18.3.6. En tout point x € M, un vecteur tangent V s’écrit en coor-
données locales V (f) = Vi, (fa) avec

B 0
Vo, = V,— Vi e R. 18.3.2
2V 82
(Vi, ..., Vo) € R"™ sont les “composantes de V. V,, est un opérateur différentiel d’ordre
1. On note T, M [’ensemble des vecteurs tangents au point x, appelé espace tangent

au point x. C’est un espace vectoriel de dimension n et les vecteurs 6?:“ 1=1—n,

forment donc une base de T, M (base associée au choix des coordonnées).
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i?_
%Z_ V=22 +1 _/3_
2, o,
? Qe %
E=rd

Bemfe dooufern oot V acpines davoone base

Pour simplifier, dans la suite, on notera directement V =3 | V* 6‘; a la place de V.

Démonstration. Si (z'(t),...,2"(t)) = 7o (7 (1)) sont les coordonnées du point sur la
courbe paramétrée v, et f, (z1,...2") = f (7, (z)) alors

FO®)=fa(T(t(y®)) = fa (a' (1) ,...2" (1))

et d’apres la formule de composition,

df (v (1)) _ dfs (2t (), 2% (t),..., 2" () (&fa) (d:c1> I <8fa> (dw”)

V _ - (= - -
(£) dt  jt=0 dt /t=0 ox! dt ox™ dt

" (dxt\ 0
B (Z ( dt) axi) Jo
=1
donc l'expression de V' en coordonnées locales au point z = 7 (0) est donnée par V (f) =

Vo (fa) avec

~ i 0 i da'(t) .
Vo = ;V Eret V' = & o € R :"composante" (18.3.3)

Si on considére une autre courbe paramétrée assant par le méme point z (0), les com-
b
posantes V* seront différentes. [

Exemple 18.3.7. Sur le plan R? avec les coordonnées euclidiennes (1, z»), considérons
la courbe paramétrée vy qui est un cercle de rayon R a la vitesse angulaire w. On a
(1 (t),22(t)) avec 1 (t) = Rcos (wt),xs (t) = Rsin (wt). Le vecteur tangent a 7 (t) est

donc :
. de?l 0 dI‘Q 0 . 0 0
V= < dt ) Gml + ( dt ) al'g N ww2a$1 +wx18£€2

— 0 2] P
ses composantes sont donc (V7, V,) = (—wxy, wry) dans la base (8_:):1’ 6_962)‘ En coordonnées

polaires, pour la méme trajectoire, on a r(t) = R et 6 (t) = wt, donc le méme vecteur

tangent s’écrit :
po (YO (dY o _ o
“\at)or " \at) oo~ “oo
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On peut le vérifier par le calcul différentiel, utilisant les formules 1 = r cosf, x5 = rsin6 :
_of af (0, of [ Oxg B of of
V(f)_“ae_“(axl(89)+ax2<ae “\ T T )

Définition 18.3.8. L’ensemble des espaces tangents est noté

TM = |_| T, M

zeM

C’est une variété de dimension 2n, avec les coordonnées locales (z;, V;),_, ,, .
On dit que T'M est un espace fibré vectoriel de rang n, appelé ’espace fibré
tangent ou espace tangent de M.

Voir Section 23 pour plus d’informations sur les espaces fibrés.

Définition 18.3.9. Un champ de vecteur sur M (ou section du fibré T'M) | est
un choix de vecteur tangent en chaque point :

s M —1u
Nz = V(z)eT.M

On note C*° (M; T M) est I'ensemble des champs de vecteur C* sur M (i.e. ensemble
des sections C'* du fibré TM).

Vix ')

-
o

: T/
&)

s lbma. L eon oQ\éwxp do vecteeer \/ 4o M


https://fr.wikipedia.org/wiki/Fibr%C3%A9_tangent
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fibr%C3%A9_tangent
https://fr.wikipedia.org/wiki/Champ_de_vecteurs
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Théoréme 18.3.10. Un champ de vecteurV € C> (M;TM) est une dérivation
sur l’espace des fonctions, c’est a dire un opérateur linéaire

o fesan w e
S = V(f)

vérifiant la “formule de Leibniz”

VigeC* (M), V(fg)=V(fg+fVg),

s’exprimant par un opérateur différentiel d’ordre 1 : Vo, = 3 " |V (x )—Z avec des
composantes V; (x) C*. Inversement toute dérivation est un champ de vecteur. (Cela
peut servir de définition).

Démonstration. D’aprés son expression locale comme un opérateur de dérivation (18.3.2),
il est clair qu'un champ de vecteur vérifie la formule de Leibniz. Inversement si D est
une dérivation, on écrit prés d’un point une fonction f(z) = f(0) + >, xig; (x) avec
9: (0) = (04, f) (0). La loi de Leibniz donne

= D (x:)(0) Zv (0, f) (0),
donc D = ), V;0,, est un champ de vecteur. O

Remarques
— Eq.(18.3.3) montre que V' représente bien le vecteur vitesse
début de la section.
— En physique, on utilise parfois la convention d’Einstein qui est d’omettre le signe
>, lorsque cela est évident :

.0 ;0
V_Z,ZIV&E"_V&W"

(noter que dans cette écriture il y a deux indices muets i sur lequel on somme : un
“en haut” et un “en bas”).

— Intérét de la notation Eq.(18.3.2) : elle est indépendante du systéme de coor-
données. L’exemple le plus simple pour comprendre l'intérét de cette notation est
sur R, en dimension 1. Supposons la coordonnée x € R et le changement de coor-
donnée y = ¢ (z) sur la méme droite ou ¢ est un difféomorphisme. Un champ de
vecteur est exprimé dans chaque systéme de coordonnée :

0. 0.
_ WY
Ox W()(?y

Question : exprimer la composante WY & partir de V* 7 .

dy(t)

o comme souhaité au

V=V*x)—
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— Réponse : on écrit d’aprés la loi de composition des dérivées

_yed (e () 2
=y ax‘(v (aw)) oy
donc WV =V (%) = Ve (52).

— Autre exemple : sur R?\ {0}, on considére les coordonnées cartésiennes (z,y) et les
coordonnées polaires (r, ) qui sont reliées par :

T =1rcosb, y =rsinf,

supposons que

0 0 0 0
V=V =4V =V — V'~
or 00 ox dy
est un champ de vecteur.
— Question : exprimer ses coordonnées (V¥ V¥) cartésiennes en fonction de ses
coordonnées polaires (VT, Ve) ?
— Reéponse : on écrit d’aprés la formule des changements de variables pour la déri-

vée :
V=:W§+W%
=V (cos 9% + sin 0%) +V? (—7" sin 9% + rcos 96%)
— Ve vl
avec

V® = cosOV" —rsinfV?
V® = sin@V" +rcosV?

Soit sous forme matricielle :
VZ\ [ cosf —sind vr
Vv )\ sinf cosé av

En cours de physique, on apprend a trouver ce résultat directement a ’aide de
la figure suivante.
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Exercice 18.3.11. Plus généralement si (x1,...x,) et (y1,...y,) sont deux systémes de
coordonnées, et V = > jVj% = > Wka%k est un champ de vecteur, montrer que ses
composantes dans les deux systémes sont reliées par

D’aprés cette formule, dans les vieux ouvrages de physique, on appelle le vecteur des
composantes (Vj);, un vecteur contravariant. Il est préférable d’utiliser le terme actuel de
vecteur tangent.

18.3.2 Trajectoires et flot

Ci-dessus, on a défini un vecteur tangent comme étant un “vecteur vitesse” le long d’une
trajectoire donnée. Inversement, on va maintenant considérer un champ de vecteur donné
et voir qu’il définit un ensemble de trajectoires, que 'on appelle “lignes de champ” ou
“flot” engendré par ce champ de vecteur.

Définition 18.3.12. Soit V un champ de vecteur sur M. Pour ¢t € R, le flot généré
par ce champ de vecteur est I'application

¢t:{M S M

z = (x)

définie par la condition

dﬁbt (513) o t
e V(¢ (2)). (18.3.4)

et ¢=% = Id. Autrement dit, & z fixé, t — ¢’ (z) est la trajectoire passant par = et
telle que V' est le champ de vitesses.

Remarques :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Vecteur_contravariant,_covariant_et_covecteur
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— Si le champ de vecteur V' est donné, alors d’aprés (18.3.3), dans un systéme des co-
ordonnées la trajectoire ¢! (x) = (2! (t),... 2" (t)) est solution d'un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires du type :

dt

=Vi(xi1 (t),..., 2. (t), i=1,...,n (18.3.5)

ou V; (z) sont les composantes du champ de vecteur au point z. D’aprés le théoréme
de Cauchy-Lipschitz (voir [29] p.8 ou wikipedia), la solution existe et est unique
a condition que V; () soit Lipschitz continu (C! est donc suffisant). Pour trouver la
trajectoire, il faut “intégrer” ce “systéme d’équations différentielles ordinaire
d’ordre 1”. Voir remarque page 155.

— (*) On a la propriété de groupe suivante. Pour tous s,t € R et z € M

¢' (6" (2)) = ¢'"" ()

— (*) La notion de champ de vecteur et de trajectoire ou flot associé est fondamentale
en mécanique classique. (Voir plus loin pour une définition précise). Par exemple
étant donné un Hamiltonien H (z,p), les équations de Hamilton dans I’espace des
phases (x,p) € R?

dx OH
-yt
dt dp
dp _ yp_ _OH
dt ox
définissent un champ de vecteur de composantes V¥ = %—H, VP = —%—H et stipulent
D i

que la trajectoire classique suit le flot de ce champ de vecteur. Le résultat d’exis-
tence et d’unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz traduit le déterminisme de la
mécanique classique.

18.3.3 Exemples de champs de vecteurs et leur flot
— Sur R, avec la coordonnée = € R :

0 dx

= — — =1 o (t) = t 18.3.
V pe N eS¢ ix(t)=x(0)+ (18.3.6)
c’est un flot de translation de vitesse 1.
— Sur R, avec la coordonnée = € R :
0 dz . .
V—xa—x =T ¢ x(t) = ez (0)

c’est un flot expansif avec un point fixe en 0.
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— Sur R?\ {0}, avec les coordonnées polaires r, 0 :

10 & =
V=-—  oid
r 00 {%

3= O
-

a
—N—
=

—~

~

S~—

Il

> 3
—

(@]

S~—

c’est une rotation a vitesse angulaire w = % = % Les trajectoires sont des cercles.

Exercice 18.3.13. Sur R?, en coordonnées cartésiennes (1, zz), tracer le champ de vecteur
V= 3313%1 — 3323%2 et déterminer le flot ¢ associé et la forme des trajectoires.

Remarque 18.3.14. Dans les exemples ci-dessus on trouve facilement les trajectoires (le
flot) a partir de I'expression du champ de vecteur. Le théoréme de Poincaré Bendixon
montre que plus généralement en dimension 2, il est possible d’intégrer un champ de vecteur
pour trouver les trajectoires, qui ont un comportement “simple”. Par contre a partir de la
dimension 3, il est en général impossible de trouver les trajectoires explicitement, bien
que elles soient “déterminées”. Une expression simple de champ de vecteur peut générer
des trajectoire d’apparence “trés complexes et aléatoires”. Ce probléme est a la base de
la théorie du chaos déterministe. La raison est un phénomeéne de “sensibilité aux
conditions initiales”.

Remarque 18.3.15. Conjecture, appelé 16¢me probléme de Hilbert : un champ de vecteur
polynomial sur le plan R? admet un nombre fini de cycles et points fixes. Question de
Hilbert : « Un degré n étant donné, quel est le nombre maximal H (n) de cycles limites
que peut avoir un champ de vecteurs polynomial de degré n? »

18.3.4 Transport de fonctions par le flot

On considére un champ de vecteur V' sur une variété M, générant un flot ¢, t € R
définit en (18.3.4).

Définition 18.3.16. Le flot ¢' : M — M définit un opérateur linéaire de com-

AN

position, appelé aussi “pull-back”, “tiré en arriére”, “opérateur de Koopman” :

(¢t)o_{0w(M) — O (M)
S — fogi={r— f(¢'(v))}

Remarquer que
Vst e R, (¢°)°0(¢")" = (6"7)",
montrant que la famille d’opérateurs (¢t):€R forme un groupe a un parametre t.

Proposition 18.3.17. La famille de fonctions f; (z) = f (¢' (z)) = (¢')° f transportée par
le flot ¢* vérifie I’équation de transport infinitésimale :
dfe

o = V) (18.3.7)


https://images.math.cnrs.fr/L-histoire-mouvementee-des-cycles.html?lang=fr
https://fr.wikipedia.org/wiki/Seizi%C3%A8me_probl%C3%A8me_de_Hilbert
https://fr.wikipedia.org/wiki/Seizi%C3%A8me_probl%C3%A8me_de_Hilbert
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FIGURE 18.3.1 —

On dit que V est le générateur du transport des fonctions par le flot. De méme

D) _ e
—a V@)

et (¢'=14)" = 1d. Formellement® on écrit donc

(¢t)0 _» eti ]
Démonstration. Par définition (¢°)° f = f o ¢! et df;—f’t =V (fo¢") donc
d(¢')" f "
)y
v
. A9) v atye
pour toute fonction f donc =3~ =V (¢')". O
Exemple simple de la translation en x sur ’espace R :  Soit le champ de vecteur

constant de composante V, = 1, c’est a dire

d
V=—
dx
qui génére le flot, d’aprés (18.3.6),

qui est une translation. Soit fy («) une fonction a ¢t = 0. Alors

fi@) = fo (6 @) = fo(@+1)

2. Lécriture 'V n’ a pas de sens immédiat car elle signifierait eV = 372 o Lt*V* qui n'est pas une
série convergente pour des normes usuelles comme la norme L? sur les fonctions. Dans certains cas, on
peut trouver des normes qui rendent cette série convergente. Voir [11].

14
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Remarque pour la mécanique quantique : Afin de montrer l'utilité de cela en
mécanique quantique, introduisons la constante de Planck A& et 'opérateur impulsion p, :=
—ih%. L’équation de transport infinitésimal (18.3.7) pour le champ de vecteur —V = —%,
de sorte que le déplacement de la fonction est dans le sens du flot, s’écrit dans ce cas :

d d,

Gy 0

dt dx

daf
o d . ~
& zh% = —zh% = ps (f)

Remarquer que la derniére ligne est ’équation de Schrodinger écrite avec l'opérateur im-
pulsion p,. Pour cette raison on dit que p, est le générateur des translations de fonctions
dans la direction .

18.3.5 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

On a vu dans la Proposition 18.3.6 qu’un champ de vecteur V est un opérateur diffé-

rentiel d’ordre 1. On note
Vi, Vo] =1V — WL V4

appelé commutateur ou crochet de Lie des deux champ de vecteur ®.

Proposition 18.3.18. Soient Vi, Vs deux champs de vecteurs générant les flots ng), gzﬁg)
respectivement. Si [Vi, Vo] = 0 alors

Ell) (¢§f> (QE)> = gb%) <¢S) (3:)) . Vi, ty € R Yz € M.

On dit que les deux flots commutent.

Démonstration. Si V1V = VoV alors on déduit que eftV1ef2V2 = ef2V2¢11V1 donc
Fo (o @) = £ (o (o) @) Vit f

et on déduit le résultat. O

Théoréme 18.3.19. StV et W sont deux champs de vecteurs, alors le commutateur
V,W]:=VW -WV (18.3.8)

est un champ de vecteur appelée crochet de Lie de V et W.

3. Celasignifie quesi f € C°° (M), [V1, Vo] f = Vi (Va (f))—Va (V1 (f)). A priori [V1, Va] est un opérateur
différentiel d’ordre 2.
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C’est a dire c’est un opérateur différentiel d’ordre 1 et non pas d’ordre 2 comme on
pourrait le supposer a priori. (VW ou WV sont eux d’ordre 2).

Démonstration. (* en exercice) preuve 1 : montrer que Z = [V, W] est une dérivation, cf
Théoréme 18.3.10. On suppose que V, W sont des dérivations. On a

(fg) VIW(fg) =WV (f9)=VIW(fg+fW(g)-WV(f)g+fV(g)
VW) g+W(HVI(g+ V(W (g9)+ fV (W (g))
(1))g=V(HW(9) =W (f)V(g)— fW(V(g)
( (W (f) — ( () g+ fVIW(g)—W(V(g))
=Z(f)g+[Z(g).

preuve 2 : dans un systéme de coordonnées : V = > V" ai et W = Z WJ . Si
f e C>® (M) alors

(f
(f
w (Vv

(

_ i of i 9 (vi9f
VW -WV)f = Zv o (W 8xﬂ) Wi (v a:w) (18.3.9)
B oW w0 (of
B < Oxt ) (8w3> dxi (%)
ov? Wivi 9f
<3x2) (8x1) Oz (8xj) (18.3.10)
B oW ovViN [ of
N (axl ) axﬂ) - <8x) (ﬁ)

(o) () ()

donc Z = VW — WV est un champ de vecteur de composantes

o= (2 (5) - (50))

Remarque sur la signification de [V}, V5] :

— Le champ de vecteur [Vi, V3] := Vi Va — V4V représente la non-commutation infini-
tésimale des flots générés par V; et V5.

— En termes de théorie des groupes, les opérateurs de composition forment un groupe
de Lie de dimension infinie (non commutatif). Les champs de vecteurs sont donc
les générateurs. L’espace des champs de vecteur est une algébre de Lie (avec le
crochet de Lie). Historiquement, Sophus Lie a étudié ce groupe et cette algébre
pour développer ensuite la théorie des groupes et algébres de Lie.
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Exercice 18.3.20. Sur M = R?, avec les coordonnées (zy,xs), soit V = xlaim et W =
xgaiml. Calculer et représenter le champ de vecteur Z = [V, W] ainsi que ses trajectoires.

Solution 18.3.21. Z = xla%l — x26%2' Ses trajectoires sont des hyperboles (voir ex. page
155).

Exercice 18.3.22. Champ de vecteur et flot de rotation sur R?

Dans le plan R?, un point x peut étre caractérisé par ses coordonnées cartésiennes
(z1,79) € R? ou polaires (r,0) € R? ou complexes (z,7z) définies par

x1 =rcost, xy=rsinf
_ S il
Z2=X1+ Wy =T€", Z=Xx —1ly=TE
(Utilisant la notation d’opérateur différentiel) on considére le champ de vecteur V' défini
par

0
V—W%

avec w € R fixé. C’est & dire que ses composantes polaires sont V, = 0,V = w.

1. Tracer 'allure du champ de vecteur V dans le plan R?. Exprimer V en coordonnées
cartésiennes et complexes, c’est a dire trouver les composantes V,,,V,, et V. V&
définies par

0 0 0 0

Solution 18.3.23. On écrit

V:wgzw Ori) 9 +w Oz ) O w(—rsin@)i#—w(rcos@)i
0 8%2

90 90 ) ox; 00 ) dxy 7
= —w:r;ga—xl + w%‘la—@
Donc
Vi, = —wxy, Vi, = way.
De méme
0 0z\ 0 0z\ 0O N _. 0

V—w% =w (%) 5, T¥ (%> Er —w(zz)a—kw(—zz)%

Donc

V., =wz, Vz=—iwz.

2. On note ¢' : R? — R? le flot généré par le champ de vecteur V. Ecrire les équations
de mouvement des trajectoires générées par ce champ de vecteur dans les diffé-
rents systémes de coordonnées. Choisir le meilleur systéme de coordonnées pour les
résoudre et déduire I'expression du flot ¢!. Schéma du flot.
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Solution 18.3.24. En coordonnées polaires

dr db
— =V, =0, —_— = V = s
dt i~ Y
la solution est simple : 7 (¢) = r(0), 6 (t) = wt 4+ 0 (0). En coordonnées (1, x2)

dl’l de
- B A
dt T 2 !

c’est moins simple & résoudre (systéme couplé 2 x 2). En coordonnées (z, %)

d dz
d—j:VZ:iwz, d—j:Vg:—in,
la solution est simple : z (t) = ¢“'2 (0), z (t) = ez (0).
3. On note (¢")° : C* (R?) — C* (R?) l'opérateur de composition défini par (¢*)° f =

f o ¢t. Montrer que d(f) =V (¢")°, (¢'=°)° = Id et donc (formellement)

t

(¢t>o — etV‘
Solution 18.3.25. Par définition (¢')° f = f o ¢’ et ddet‘ﬁt =V (fo¢') donc
d(¢')" f "
W)y
7 (¢') f
pour toute fonction f donc @ =V (¢")°.
4. On appelle p; = —ia%l, Py = —iaiyl les “opérateurs impulsion” (utilisés en méca-

nique quantique). Montrer que
—iV = w (v1p2 — T2p1)
appelé moment angulaire.
Solution 18.3.26. On a
—iV = —i (—wx20,, + wr10,,) = w (T1p2 — Tap1) .

Exercice 18.3.27. Moment angulaire, groupe et algébre des rotations dans R3

Cet exercice fait suite a l’exercice précédent.
1. On note x = (x1,22,22) € R? p; = —i—ai_ pour j = 1,23 et p = (p1, p2, p3) qui est
J
un triplet de champ de vecteurs appelé opérateur impulsion. On note

Ly = x9p3 — x3p>
L=xNp:= < Ly =ux3p; —x1D3

Lz = x1py — a1
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Ainsi L = (Ly, Lo, L3) est appelé opérateurs moment angulaire.Soit u = (uy, ug, uz) €
R3 vecteur unitaire, ||u|| = 1. Montrer que le champ de vecteur

Vu =1 (LU) =1 (L1u1 + LQUQ —+ L3U3)

génére un flot (¢¢),.r qui est une rotation d’un angle o autour de I'axe Ru. (Aide :
il suffit de traiter le cas u = (0,0,1)). On dit que l'opérateur moment angulaire
est le générateur des rotations. Et 'opérateur de composition R,, = e " =

((¢62)°) " est appelé opérateur de rotation.

Solution 18.3.28. Dansle casu = (0,0,1),onaV, = iL3 =i (z1ps — x2p1) = Vioeq
de l'exercice 18.3.22. On a vu que e~*"* est une rotation d'un angle ¢ autour de I’axe
3.

2. Pour des opérateurs A, B, par définition [A, B] := AB—BA est appelé commutateur.
Montrer que
(L1, Lo] = iL3, [Lo, L] =iLy, [L3,L1] =iLy

appelé relation de commutation de ’algébre so(3).

Solution 18.3.29. On observe que [z;,p;] f = z; (—i@xj) f— (—i@xj) (x;f) = if
donc [z}, p;] = ild. Et donc

(L, Lo| = [w2p3 — 3pa, x3p1 — T1p3) = [T2ps, x3pr] + [—T3p2, —21Pps)]
= Tap1 [ps, T3] + T1p2 (T3, p3] = i (—xap1 + x1pa) = iLs.

De méme pour les autres.

3. Plus généralement, déduire que si on note U = au € R? et Viy = i (L.U) le champ
de vecteur qui génére l'opérateur de rotation R,, = e "V = ((¢5)0>717 alors pour
U, W € R? quelconques

Vo, Vil = —Voaw.
Solution 18.3.30. Ona UAW = Zik:l €j.1x1U;jWiep avec le symbole de Levi-Civita
k1 € {—1,0,1} et vecteur de base e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1). On a
vu que [Lj, L] = >, € x10L; et L.e; = L. Alors

3
Vo, Viv] = [iL.UiLW] = =Y U;Wi [L;, L]

J,k=1

3 3
= —1 Z UjWk€j,k,lLl = —1 Z UjWkej,k,lel.L

Jik, =1 gk l=1


https://fr.wikipedia.org/wiki/Symbole_de_Levi-Civita
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18.4 Vecteurs cotangents ou 1 formes

Rappel : une forme linéaire sur un espace vectoriel F est une application linéaire sur

FE a valeur dans R :
a: F— R.

L’espace des formes linéaires est appelé espace dual et noté E*. Voir page 63.

Définition 18.4.1. Si f € C™ (M) est une fonction, sa différentielle en un point
x € M est une forme linéaire sur l'espace tangent T,M et définie par (grace a
Eq.(18.3.1) et (18.3.2)) :

A n » 18.4.1
! {V —df (V) =V (f)=31, Zv ( )

Remarque 18.4.2. df, € (T,M)". Le nombre df, (V) représente la variation infinitésimale
de la fonction f dans le direction du vecteur V' au point z € M.

En particulier, si f = 2’ (la fonction de coordonnée x?), alors sa différentielle est

da' (V) =D (gij) V=V (18.4.2)
J e —
67;,]'

donc on peut écrire

_\N9f

- L Ot
1

df (V) dz" (V)

relation valable pour tout V. On déduit donc une notation pour df indépendante du systéme

de coordonnées :
df = | dz*

On déduit la proposition suivante :
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Proposition 18.4.3. En tout point x € M, une forme linéaire, aussi appelée
vecteur cotangent est une forme linéaire

¢ {TxM R (18.4.3)

Voo = 8(V) =25 6V

= LAt
¢ (18.4.2) ;5 v

avec des composantes (&;); € R"™ appelées coordonnées duales. L’ensemble des
vecteurs cotangents au point x € M est noté Ty M := (T,M)" et appelé espace
cotangent au point x. C’est un espace vectoriel de dimension n et les vecteurs

(dx*),_, ., forment une base de T M associée au choix de coordonnées locales.

— On peut se représenter une forme linéaire par ses lignes de niveau sur ’espace T, M,
et (V) € R est la valeur de la ligne a Uextrémité de V. (voir aussi page 63).

Remarque 18.4.4. La base de 1) M

(d:cl, e ,dx")
est appelée base duale de la base (%, cee %) de T,,M, car on a la relation suivante (en
notant d,—; = 1sii=jet §;—; = 0sii# j).
N oz’
’ (8.7:3) OxJ ! ( )

Voir propriété 8.0.2 page 65.

Exemple et intérét de la notation Eq.(?7?) : Cette notation est utile pour les calculs
lors de changements de coordonnées. Sur R?, avec les coordonnées polaires ou cartésiennes
x = rcosf, y = rsinf, considérons la 1 forme a = dz (de coordonnées (o, ) = (1,0)
dans la base (dz,dy)). On écrit (en dérivant) :
a = dr= (@> dr + (8_1’) do (18.4.5)

or
= cosfdr —rsinfdf (18.4.6)
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et 'on déduit que a a pour coordonnées (a.., o) = (cos @, —rsin ) dans la base (dr,dd).
— Plus généralement si (z!,...2") et (v, ... y?) sont deux systémes de coordonnées, et
E=> i &drd =37, mpdy® est un champ de vecteur cotangents alors ses coordonnées
dans les deux systémes sont reliées par

VEk, =) (%) £ (18.4.7)
J

D’aprés cette formule, en physique, on appelle le vecteur des composantes (§j)j, un
vecteur covariant.

3

Définition 18.4.5. La collection des espaces cotangents :
T°M = | | ;M
xeM

est appelé le fibré cotangent. C’est une variété de dimension 2n, avec les coordon-
. i
nées locales (2",&;),_;_,,,-

Définition 18.4.6. un “champ de vecteurs cotangents” ou 1-forme différen-
tielle sur M est une section £ € C®° (M;T*M) de ce fibré, c’est a dire le choix
€ (z) € T M en tous points x € M et C* par rapport a z € M.

Le théoréme suivant montre une grande importance et utilité des 1-formes.

Théoréme 18.4.7. Si { € C™ (M;T*M) est une 1-forme et~y : [0,1] — M est une
courbe paramétrée C*, on définit ‘“l’intégrale de & sur ~” fvﬁ € R par

J e [ (50 () (18.4.8

ou le membre de droite est une intégrale numérique ordinaire de la contraction
0 ('2—:) € R entre le vecteur cotangeant &) € T;(t)M et le vecteur tangent vi-

tesse Z—ZE TywyM. Le résultat ne dépend pas du paramétrage v (t) de la courbe .

D/émonstmtz'on. Sit = (') est un autre paramétrage, alors en notant jf, = p(t) et
42 = 1/¢ (t'), on obtient

[ oo ()= [ (e (5 () () o= [ (o0 ()

donnant la méme expression indépendamment du paramétrage. O
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Remarque 18.4.8. En chaque point de la courbe v on a le Vecteur tangent 7+ donnant le

nombre & ( ) qui mesure une variation de £ dans la dlrectlon Intultlvement I'intégrale
ol
dt

[e=[ €%

) dt est la somme de ces variations le long de 7.

Remargque 18.4.9. En coordonnées locales, [ { = fol >, & (x (1) (dxj(t)> dt.

dt

Remarque 18.4.10. Si f € C* (M) est une fonction alors df € C* (M;T*M) est une

1-forme. Dans ce cas particulier, compte tenu de df ( dt) = & (gt(t)), (18.4.8) donne
(18.4.1,18.3.1)

[ar= [ o= s 600 -0,

qui dépend que des points extrémes de la courbe . Mais pour une 1-forme quelconque &,
I'intégrale fwg dépend du chemin et donc on ne peut pas trouver une fonction f qui permet
d’écrire £ = df. Si £ = df on dit que & est une 1-forme exacte.

Exercice 18.4.11. On discutera plus loin en détail la question importante de savoir dé-
tecter si une 1 forme est exacte. Montrer qu'une condition nécéssaire est

: 05 O
vj,k? aﬂfk a a.Tj'

Donner un exemple sur R? de 1-forme non exacte.

£=df = Z da:] > &day,
J

alors §; = % et d’apres le Théoréeme de Schwartz,
J

Solution 18.4.12. Si

o  0*f Pf 0

Ory  Oxydxr; Ox;0m,  Ox;

Un contre exemple sur R? est

¢ = x1dxs.

Si on considere la courbe v qui est le bord du carré [0,1], % [0,1]_, alors

Ag:1¢0

Exercice 18.4.13. Sur le plan R?, considérons le chemin fermé suivant formé de quatre
segments

Y=mUrnU7ysU (18.4.9)
avec pour t € [0,1] 1 () = (£,0), 72 (t) = (1,%), v3(t) = (1 —t,1), 74 (t) = (0,1 —t).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Schwarz
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4+
% A
-
O rg//’4 3(.,[

1. Soit la fonction f (z1,z2) = 23 + 3. Calculer sa différentielle df. Calculer les inté-
grales fv- df (i.e. variation de f sur les segments) pour j = 1,2, 3,4 et vérifier que
J

la variations totale [\ df = 0.

2. Soit la différentielle o = xodxy. Est elle fermée? Calculer les intégrales f7~ « pour

J = 1,2,3,4 et l'intégrale totale fwa deux fagons (directement et en utilisant la
formule de Stokes).

3. En coordonnées polaires (r, ) bien définies pour r > 0 et 6 €]0, 27|, montrer que
a = df = w%Tlx% (x1dzy — xodz1) . Calculer fva ou v est le cercle de rayon 1. «
est-elle fermée ?

Exercice 18.4.14. « 1-formes en thermodynamique ». Avec les notations de la ther-
modynamique (mais simplifiées) : dans le plan (E,V) € R?, on suppose avoir la fonction
« entropie » S (E, V) =In(VE) et on note sa différentielle

1 P
= —dE + =dV
dS = —dE + —d

avec des fonctions T (E, V), P (E,V) que l'on calculera. On définit les 1-formes
0Q :=TdS, oW = —PdV.

appelées respectivement échange de chaleur et échange de travail. Montrer que dF =
0@ + 0W (appelé ler principe). Montrer que Q) et W ne sont pas fermées (et donc pas
exactes, ce ne sont pas des différentielles de fonctions). Calculer f7 0@ sur le chemin fermé

v = 0C, bord du carré C = [172]2-

18.5 Meétrique sur M

Sur une variété différentielle, comme étudiée dans la section 18.1, il n’y a pas la notion de
distance entre deux points, ni la notion de volume d’un espace. Pour introduire ces notions
(et beaucoup d’autres) on utilise une métrique Riemanienne. On dit que 'on rajoute une
“structure” sur 'espace.
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18.5.1 Variété Riemannienne

Rappel : on a vu la définition 9.1.1 d’un produit scalaire sur un espace vectoriel, dans
le chapitre 9.1.

Définition 18.5.1. Une métrique Riemannienne ¢ sur une variété M est un
choix de produit scalaire Euclidien g, sur chaque espace tangent T, M, x € M noté

YWW e T, M, g (V,W) = (Vo,Wa)p i

VI, =g (V;V) :norme de V.

On dit alors que (M, g) est une variété Riemannienne et que g est le champ de
tenseur métrique.

Remarque 18.5.2.
— g € C®(M;S(T*M ®T*M)) est une section du fibré des tenseurs symétriques
d’ordre 2, (et tel que g, soit non dégénéré et positif en tout = € M).
— Une variété Lorentzienne est de facon similaire une variété M avec une métrique
g Lorentzienne.

Proposition 18.5.3. Ecriture de g dans un systéme de coordonnées locales = =
(... 2")

gz (V,W) = Z gij (x) VIW?
ij=1

avec (gi; (1:))” € R™™ composantes de g, qui forment une matrice inversible et symmeé-
trique en tout x € M et données par le produit scalaire des vecteurs tangents de base :

o 0
95 =9\ 555" o

On a dz* (V) @ da? (W) ) ViWJ et donc
18.4.2
n
g= Z gij () dx' ® da’ (18.5.1)
ij=1
Démonstration. On évalue le tenseur g sur les vecteurs de base %, % avec 2, J quelconques
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)—5].”2

et on utilise que dz* (

0 )
<3x1 (%J) ];1 gri ( (?> ® dx <%> = gi; (2).

Exemple 18.5.4. Sur R™ avec les coordonnées cartésiennes (z?,

g:dei@)da:i

168
[

x™), la métrique
(18.5.2)

(cad g;; = 0;;) s’appelle la métrique euclidienne, et (R", g) est 'espace euclidien de

dimension n. On verra que c’est un “espace plat”.

Exemple 18.5.5. Sur R* avec les coordonnées cartésiennes (t,z,y, z), la métrique g =
—dt @ dt + dz @ dx + dy @ dy + dz ® dz s’appelle la métrique de Minkowski, et (R?, g)
est 'espace de Minkowski qui modélise un “espace-temps plat” en relativité restreinte.

Exercice 18.5.6. sur M = R?  avec les coordonnées cartésiennes (z,y), la métrique eucli-

dienne s’écrit
g=dr®dr+dy® dy

cad que la matrice des composantes est :

10
gzy—xy 0 1

Montrer que en coordonnées polaires (x = rcosf, y = rsinf) :
g=dr®dr+r*df ®df

cad que la matrice des composantes est :

. 1 0
Gi,j =(r,0) 0 r2

Solution : Par simplicité on note ¢ = cosf, s = sin6,

dr = cdr — rsdf), dy = sdr + rcdf

donc

g=dr®dr+dy ® dy

(18.5.3)

(18.5.4)

(18.5.5)

= (4 §*) (dr @ dr) + (—res + res) (dr @ df) + (r*s* + r*c?) (df ® df)

=dr @dr+r%d0 @ do
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Exercice 18.5.7. sur M = R?, avec les coordonnées cartésiennes (z!, 2%, x3), la métrique
euclidienne s’écrit

g =dz' @ dz' + dv* @ da* + d® @ da® (18.5.6)
cad
1 00
Gi.j E(x1,x2’m3) 010 (1857)
001
Montrer que le méme tenseur en coordonnées sphériques (A.3.1) s’écrit :
g=dr®dr+r*(df ®df + sin® fdp @ dip) (18.5.8)
cad que la matrice des composantes est :
1 0 0
Gij =(r0,0) 0 TQ 0 (1859)

0 0 r?sin®6
Par conséquent, sur la sphére S? C R? de rayon r (fixé), la métrique induite est (car

dr (V) = 0 pour tout vecteur tangent V € T'S?)
gs2 =17 (df @ df + sin® Odp @ dp) (18.5.10)

Solution : On utilise les formules (A.3.2).

Exercice 18.5.8. Soit f : # € R — R*™* une fonction C*. Dans R3 on considére la
surface de révolution définie en coordonnées sphériques par S = {(r,0,¢) |r = f(0)}.
Tracer lallure de S dans les cas f(0) = 1 ou f () = 2+ cos(20). Pour f quelconque,
donner en coordonnées (6, ¢), 'expression de la métrique gs induite sur S par la métrique
Euclidienne sur R3.

Solution 18.5.9. Dans le cas f(f#) = 1, c’est une sphére de rayon 1 et pour f (6) =
2 + cos (260) c’est une forme allongée, rayon r = 3 selon l'axe x3 et rayon r = 1 dans le
plan (x1, z5). Pour calculer la métrique induite, on a r = f (0) donc dr = f’ () df que I'on
remplace dans (18.5.8) donnant

g9s = (' (0) do)

'(0)d0) @ (f'(0) dB) + 1* (df ® dO + sin® 0dyp @ dop)
= (2 +(r

®
(9))2) 0 @ df + r? sin? 0dp @ dp.

Définition 18.5.10. Une variété est localement euclidienne au point x € M, si il
existe un systéme de coordonnées (z') au voisinage de z tel que

g=dr' ®@da' + ...+ dz" ® dx" (18.5.11)

(comme R™, (.,.), Eq.(18.5.6)).
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Remarques : Une question importante de géométrie Riemannienne est de savoir si une
variété est localement euclidienne ou pas. Il ne suffit pas d’observer 'écriture de g, car
par exemple rien ne laisse pas supposer que g est euclidienne dans Eq.(18.5.8), et ne ’est
pas dans le cas de S?, Eq.(18.5.10). Autre exemple, un cone de révolution dans R3 est
localement euclidien. Pour répondre a cette question, on utilisera le tenseur de courbure
de Riemann R, et on verra que M est localement euclidienne si et seulement ssi R = 0
en tout point.

Définition 18.5.11. Sur une variété Riemannienne (M, g), siy: ¢t € [0,1] — v (t) € M
est une courbe paramétrée, sa longueur mesurée par g est définie par :

1
o= |
0

d7 dy

o & 7 est le vecteur tangent au point 7 (t) (défini par Eq.(18.3.1)) et H || dt , %)

est sa norme. Alors [ () est indépendant de la parametrlsatlon (i.e. 1ndependant de la
vitesse a laquelle la courbe est parcourue).

dry

dt 18.5.12
g (18.5.12)

g

Démonstration. Notons V; = ‘fl Sit = ¢(t) est un changement de paramétrisation, et f €
C° (M) une fonction, alors Vi (f) = %;())) =Vi(f).4 .45 donc Vy = 'V, et donc

/Olmdt'z/olm@dt:/:mdt

()"
O

Définition 18.5.12. Si x,y € M sont deux points, leur distance mesurée par la métrique
g est
dg (x,y) := inf 7,

yt.g.v(0)=z,y(1)=y

La courbe 7 qui réalise la borne inférieure est appelée courbe géodésique entre x et y.

Remarque 18.5.13. La métrique g sur M donne la notion de distance infinitésimale sur M.
Rappel : on a défini

. M = TiM

R LA

qui est inversible et

VQZ'EM,VS,T]GT;M, €|77 TxM _<g _1 (77)>TZM



https://fr.wikipedia.org/wiki/Borne_sup%C3%A9rieure_et_borne_inf%C3%A9rieure
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le produit scalaire induit sur 7M. Autrement dit § est une isométrie par définition.

Lemme 18.5.14. On a N
EMpers =D (g7)" &y (18.5.13)

1,J

ot g~ est la matrice inverse de g = (9ij) -

Démonstration. En effet, on a g, ; = g (0s,,0,) = §(0x,) (8,) donc

9(0z,) = g, dx;. (18.5.14)
J

Oy, = Z (g7"),,; dzs. (18.5.15)
Posons Gy = (dwy|dz;) que I'on cherche car donnant (£, 7).y, = >, Gij&in;. On a
9ij = (00,10z,) = (§04,1G0x,)
= Z 9i k9 (dwk|dxy)
Jel

= gi,ka,lgl,j

qui est un produit de matrice g = gGg. Donc G = g™}, soit Gy, = (g_l)kl. O

Définition 18.5.15. Si f € C* (M;R) est une fonction sur M, son gradient est

(grad (f)), = g, ' (df.) € T M. (18.5.16)

Ainsi grad (f) est un champ de vecteur sur M.

Exemple 18.5.16. “Expression du gradient sur ’espace R?® Euclidien, en coor-
données cartésiennes et sphériques”.

En coordonnées cartésiennes (xy, zo, x3), d’aprés (18.5.7), la matrice des composantes
et son inverse sont la matrice identité. On déduit de (18.5.15) que §~* (dz;) = %. Or

df =32, 5-dx;,

grad (f) = §*1 (df) = Z ﬁg*l (d:cj) _ Z of 0

(18.5.16) - Oz, 3_%8_%

Les composantes de grad (f) en coordonnées cartésiennes sont donc (la fleche signifie que
ce sont des composantes)

(18.5.17)

@(f) E(rl’r2’13) (af af ﬁ) .

dxy’ Oy’ Oy
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Méme démarche en coordonnées sphériques (T 0,¢). D’aprés (18.5.9), on déduit que
g ldr)y=2,57"(d0) =5 Z 57" (dp) = TQSIHMW et df = %Ldr + 9Ldo + 8fdgo, donc

ofo of1 o df 1 0

d = g'(d 99200 " 90 9o
gad(f) (509 =50 ar T ag a0 T ap o op
Les composantes dans la base (%, %, %) sont donc
. of 10f 1 of
K = S A —— 18.5.18
grad (f) =) (87“ 200 r2sin20 dp ( )
Attention, dans les livres de physique, on utilise la base orthonormée, (u,, ug, u,) = (%7 %’ rsin808<ﬂ> ’

et dans cette base on a

Qi(f) = (ur,ug,uyp) (af : af 1 af)

or’'rog’ rsinf Oy

(18.5.19)

18.6 Forme symplectique canonique §) sur 1M

Vidéo sur cette Section.

Dans cette Section on montre l'existence d’une forme bilinéaire antisymétrique parti-
culiére sur I'espace cotangent, notée {2 et appelée forme symplectique canonique.

Par choix pédagogique, on propose ici une définition de {2 en coordonnées et on vérifie
ensuite que cette définition ne dépend pas du choix des coordonnées. Il existe une définition
géométrique de ) (sans utiliser les coordonnées) que 1’'on donnera plus loin.

Soient (x!,...2") des coordonnées locales sur une variété M. Un vecteur cotangent est
noté § = ) &;da’ et (§;); sont ses coordonnées. Ainsi (:Uj,fj)jzl _,,, forment des coordon-
nées locales sur 1’espace cotangent T M.

Soit (z,£) € T*M un point de 'espace cotangent et

X, Y € T(a,’g) (T*M)

2 . 2
deux vecteurs tangents. Leurs coordonnées (XgCJ,ng)j:lﬁn € R (YIJ,ng)jzlﬁn sont

0
X ZXx] 57815

et de méme pour Y. Rappel : dz’ (X) = X, etc.

Les schéma suivants représentent la variété M, la variété T*M comme collection des
espaces vectoriels cotangents (T M), .,,, 'espace tangent T{, ¢T*M, les vecteurs tangents
X, Y € TipoT*M ainsi que les coordonnées de X. La deuxiéme figure est équivalente a la
premiére mais un peu plus schématique et sera utilisé dans la suite.

définies par


https://youtu.be/3BHxc6OYIrA
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Définition 18.6.1. On définit la forme bilinéaire 2 sur T{,¢) (T M) par
QX,Y) =) XpYe, — X, Vi,
j=1
c’est a dire

0= di’ @d¢; — dé; @ da? (18.6.1)

Jj=1

=Y da) NdE;
j=1

Remarque 18.6.2. € est antisymétrique : (Y, X) = —Q(X,Y) et non dégénérée c’est a
dire que

Q- {T(m,é) (T"M) — T&,g) (T M) (18.6.2)
X - Q(X):=Q(X,.)

est un isomorphisme. En effet d’aprés (18.6.1), Q (8,3],) = d¢;, Q (85j) = —dx;, donc, dans
les bases (8%,, 8§j) — (dxj,d¢;), les composantes de Q) sont données par la matrice

o=(1 )

. - . ~ 1
qui est une matrice inversible, car Q7! = ( _01 0 >

Théoréme 18.6.3. ) est indépendante du choix de coordonnées. On appelle €0 la
forme symplectique canonique sur T M.
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Démonstration. Si (27); — (x’k)k est un changement de coordonnées locales sur M, soit

O =) da¥ N
j=1
On veut montrer que €' = Q. On a

/s 8:13']
k

Donc
E=) Gda* =3 gda”
k J
/ ax/j k
=S54 (e )
k J
donc 5
, [ Ox
B Zéj (6’xk )
J
et
82 15 l
6= 3 (G ) 6+ 58 ()
Donc
u Ox 0%l
_ k
Q—;dx Adgk_JZ(a k)d A dé +Z§ Z(W) dry A day
et le deuxiéme terme s’annule car (gﬂézk = 822;%';1 (symétrique) alors que dxy A dz; =

—dx; A\ dxy, ainsi le terme (k, 1) est opposé au terme (I, k). Donc

ox'I A .
0=>)" (@> dr* Ndgy = da" ndgf =
Jik J



Chapitre 19

Lois de la mécanique classique d’apreés
Hamilton (1834)

19.1 Equations de mouvement de Hamilton, cas général

Vidéo sur cette Section.

Définition 19.1.1. Soit M une variété appelée « espace de configuration ». L’es-
pace cotangent T* M est appelé « espace des phases ». Soit H € C* (T*M;R) une
fonction sur I'espace des phases appelée « Hamiltonien » ou « énergie totale ». Soit

X = Q7 (dH) (19.1.1)
le champ de vecteur sur T*M appelé « champ de vecteur Hamiltonien », au-
trement dit, (X, .) o dH. 1l génére un flot ¢' : T*M — T*M appelé le flot
Hamiltonien, défini par

d¢" _ X (19.1.2)
it 1.

Remarque 19.1.2. Eventuellement H (¢) peut dépendre du temps ¢ € R. Ainsi X dépendrait
du temps.

175


https://youtu.be/OnnBGfjk7vI
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o ,
X
« < E/gtj&!&/v\m
™
— =
x M

FIGURE 19.1.1 — Trajectoires Hamiltonienne

19.1.1 Expression en coordonnées

Proposition 19.1.3. Soient (z1,...x,) € R™ des coordonnées locales sur M et
(&1,. .. &) les coordonnées duales sur T M. Le champ de vecteur Hamiltonien s’écrit

- 0 0
X=X, — + X; —
; J(?xj+ fJ@é‘j

et génere des trajectoires de composantes (x;(t),&; (t)),_, ,, = &' (2 (0),£(0)) qui
vérifient les équations de Hamilton

doy — OH
dt T = 9E;
(19.1.2) i
d; _ . _ _oH (19.1.3)
A (191.9) & oz

Démonstration. On a X = Q™' (dH) < Q(X,.) =dH. Or

OH OH
dH =Y ——dz; + ——d¢;
et
O =) dr; ®d; — df; ® da;
J
Donc

O(X, ) =) X, d — Xedu;

J

L’identification des composantes de (X, .) = dH donne X,, = g—g et —X¢, =512 O

T Oxy”
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19.1.2 Conservation de 1’énergie

Proposition 19.1.4. « Conservation de l’énergie ». X (H) =0 et H (¢ (p)) =
H (p) pour tout p € T*M et t € R, ce qui signifie que l’énergie totale est conservée
par le flot Hamiltonien.

Démonstration. On a X (H) o dH (X) o Q (X, X) = 0 car  est antisymétrique.
18.4.1 19.1.1
Si on note E (t) = H (¢'(p)) Pénergie au temps ¢ du point p = (z,£) € T*M, on a
t
& — w e X (H) = 0, ce qui montre que F (t) est constante, I’énergie est
conservée. O

Remarque 19.1.5. La proposition indique que les trajectoires sont inclues dans les lignes
de niveau de H qui sont de dimension dim7*M — 1 = 2dimM — 1. Comme cas particulier
important, si dimM = 1, c’est a dire que ’espace de configuration est de dimension 1, alors
dimT*M = 2, et les lignes de niveau de H sont de dimension dim7*M — 1 = 1. Ainsi les
trajectoires coincident avec les lignes de niveau, comme sur la figure 19.1.1. Attention, il
peut y avoir des points fixes.

19.2 Cas de la mécanique

Vidéo sur cette Section.

On appelle “mécanique” ou “mécanique classique”, la théorie de Newton (1685),
ensuite reformulée par Lagrange (1780) et Hamilton (1834). Elle concerne le mouvement
des objets soumis a des forces, ces objets pouvant étre des points (“mécanique du point”),
des objets solides (“mécanique du solide”), des fluides (“mécanique des fluides”), le champ
électromagnétique, etc.

En mécanique, la variété est M = R3 avec les coordonnées (1, T9, x3) fixées par rapport
aux étoiles, que 'on appelle le référentiel cosmique, et la métrique Euclidienne g =
Z?:l d[L‘j ® d[Ej.

On considére une fonction U € C* (M;R) appelée énergie potentielle.

Pour la mécanique du point, considérons un objet ponctuel de masse m > 0. A I'instant
t € R, sa position est z (t) € M. On note (z,£) € T*M = R3 x R3 | point de I'espace
cotangent ou espace des phases.


https://youtu.be/q9jDI9kSRcA
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Définition 19.2.1. La fonction de Hamilton de la mécanique (ou énergie
totale) est

H(z,6): = i“f”j + w (19.2.1)

—_——

energie cinetique

= ﬁ (Zf?) + U(Jfl,xg,]?g).
J

energie potentielle

Les équations de Hamilton déterminent un champ de vitesse X = Q' (dH) sur espace
des phases, générant les trajectoires (z(t),£(t)) € T*M de la particule dans l'espace
des phases. Ses coordonnées dans M = R? sont z (t) = (x; (t)); et coordonnées duales

§(t) = (& 1))

Proposition 19.2.2. Les équations de Hamilton (19.1.3) donnent la Loi de New-
ton (1685) :
d*z; (t) ,
m dij =F;, j=123, (19.2.2)
avec les composantes Fj = a U Vj=1,2,3 du champ de vecteur
F(z) = —grad (U) € T, M. (19.2.3)
appelé champ de forces et
€ - dq:]
AT
appelée impulsion ou quantité de mouvement.

Démonstration. On a

=X, = g
dt P0G T m
dé; (t) _0OH  0U
dt N ng N &cj N 8xj N FJ’

donc

Pay ) _1d5 0 _ 1,
dt? m dt m- 7

O]
Remarque 19.2.3. Lorsque un champ de force (i.e. champ de vecteur) F vérifie U t.q. F =

—grad (U), on dit que c’est un “champ de force conservatif”. Une condition nécessaire
et suffisante sur R? est que rot (F) = 0. (voir définition de rot (.) plus loin ).
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Remarque 19.2.4. d’aprés la preuve que ’aspect antisymétrique du tenseur €2 se traduit par
le fait que la loi de Newton est du deuxiéme ordre en temps, i.e. fait intervenir ’accélération
et non pas la vitesse. Découvrir cela a occupé Newton et Hooke pendant plusieurs années
[2].

Définition 19.2.5. Un référentiel Galiléen est un systéme de coordonnées qui
est en déplacement a vitesse constante par rapport au coordonnées cosmiques.

Proposition 19.2.6. Dans un référentiel Galiléen, les équations de mouvements ont
la méme forme que (19.2.2).

. J

A2z’ _ d%z

Sz = 7 est inchangée. [

Démonstration. Car Si 2’ (t) = x (t) + V't alors 'accélération

Ainsi en considérant (de fagon approximative) que le Terre est en déplacement & vitesse
constante dans I'univers, on peut appliquer les équations de Newton (ou Hamilton) dans
un systéme de coordonnées liées & la Terre.

Exemple 19.2.7. « Le probléme & deux corps (Newton 1687) » La Terre est assi-
milée & un point z (t) € R® de masse m = 6.10*kg et le Soleil est a l'origine z = 0.

Du fait de la présence du Soleil, la Terre a I’énergie potentielle de gravitation

U () = —cﬁ, (19.2.4)

avec C = Gmmyg, la masse du Soleil mg = 2.10%%kg et la constante universelle de la
gravitation G = 6.67.10"" Nm?kg 2. Par conséquent la Terre subit la force suivante de la

part du Soleil
u

lz*

. Pour justifier la derniére égalité, on calcule

F(z) = —grad (U) = —-C

z
x|

avec le vecteur unitaire u =

|
grad (U) = | —C0,, (—) ,
@) ( L

|


https://fr.wikipedia.org/wiki/Robert_Hooke
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9 ( 1 ) _5 1 1 22 B zi/ |zl u
TNl T\ @ a3+ ) 2@ 4adad)®® adtaitad ol
(19.2.5)
On déduit les équations de mouvement de Newton
d*r 1 u
—=—F = — —. 19.2.6

Dans l'exercice 19.2.14 on montre que ces équations impliquent que les trajectoires sont
des ellipses ou hyperboles (ou paraboles) dont le Soleil est un foyer. Historiquement, les
physiciens (Ptolémée, Copernic, Kepler, ...) ont d’abord observé les planétes et leur trajec-
toire sur des ellipses. Newton a ensuite expliqué leur trajectoire a partir de son équation
et 'expression de F' ().

Remarque 19.2.8. Du fait que la masse de la Terre m apparait dans (19.2.2) mais aussi
dans la constante C, I’équation (19.2.6) ne dépend plus de la masse m. Cela signifie qu'une
poussiére aurait la méme trajectoire que la Terre. Cette propriété s’appelle le principe
d’équivalence et apparait ici comme une coincidence. Cette observation a inspiré Einstein
pour établir la théorie de la relativité générale. On en parle plus loin .

Remarque 19.2.9. dans un atome d’hydrogéne, la situation est trés semblable. La masse
d’'un électron est m = 9.31.1073kg. Il subit une énergie potentielle électrostatique de la
part du proton (noyau de 'atome) qui est

1

avec

Cl - kCQZa

q=1,6.10"19C I'unité de charge et kc = 9.10°Nm>C~2 la constante de Coulomb. La charge
de I'électron est —q, la charge du proton est +q.

19.2.1 Exercices

Exercice 19.2.10. Sur Terre, M = R3, si x5 est la coordonnées verticale, I’énergie poten-
tielle de pesanteur est
U (z) = mygzs, (19.2.7)
avec g = 9.81ms2.
1. Exprimer le champ de force F'(x)?

2. Résoudre les équations de mouvements avec position initiale x (0) € M et vitesse
initiale v (0) = £ (0) € T,)M données.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Claude_Ptol%C3%A9m%C3%A9e
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Copernic
https://fr.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
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3. La Terre est de masse mrere = 6.10%*kg et son rayon est R = 6371km. En utilisant
la formule (19.2.4), U (z) = —QmTerremﬁ, déduire I'expression (19.2.7) au premier
ordre avec la valeur de g.

4. De combien varie g a une altitude A = 10km?
Solution 19.2.11 (de l'exercice 19.2.10).

1. On a U (x) = mgxs et la force F' ( = : —gradU appelé poids, de composantes
19.2.3

Fi=0F=0 F=-%U = _mg.

Oxs

d?
2. Les équations de mouvement de Newton sont m d;’ =

sante verticale m? ;”fz(t) = —mg < & ;32( ) — —g, soit x5 (£) = x5 (0) + v (0) t — gt?
et z; (t) = x; (0) + v; (0) t pour les composantes horizontales j = 1, 2.
3. On part de U (z) = QmTerrem‘ ik On considére le point z (0) = (0,0,R) a la

surface de la Terre. Alors d’aprés He developpement de Taylor au premier ordre

F}, donnant pour la compo-

U(z(0)+z3) =U(x(0)) + (S—Z (x (0))) x5 + O (23)

=U (I (O)) - ngerrem ( (1(9/1:|Lx||)> T3+ @) (Ig)
R 2
(19?.5) Uu ([lﬁ' (O)) + ngerreme:; -+ O (273)

=U (2 (0)) + mgzz + O (23)

avec

1 1
= 6.67.10" " Nm?kg26.10%*kg 5
R? (6.371.106)% m?2

= 9.8 Nkg™*

g = ngerre

On retrouve la valeur mesurée sur Terre.

4. On a montré que g(R) = ngerre% diminue avec la distance R au centre de la
Terre. Donc la variation a l'altitude h est (d’apreés la formule de Taylor)

dg

iR O (1)

Ag(h)=g(R+h) - g(R) = (
= —0.03Nkg !

h
) h+0O (hQ) = _2ngerreﬁ +

Galilée a en effet fait des expériences, en observant la période T = 271'\/% d’un

pendule au sommet d’une montagne.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pendule_simple
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Exercice 19.2.12. « Diagramme de phase du pendule »

Le pendule est un objet de masse m pouvant tourner dans un plan vertical a une
distance [ d’'un point d’attache. La masse est soumise a I'énergie potentielle de pesanteur
U (x3) = mgzs avec g = 9.8m/s?. On caractérise sa position angulaire a la date ¢ par
I'angle 0 (t) mesuré a partir de la position la plus basse.

1. En utilisant la coordonnée angulaire § comme variable de position, montrer que le

Hamiltonien est 1

H(0,8&) = W(S(g —mgl cos 0
U(6)
Tracer la courbe F (6) = —9 qui représente la force tangentielle.

2. Dans le plan (6,&) € [0,27[xR appelé espace de phase (et qui est un cylindre),
tracer l'allure des lignes de niveau de H (6,&), appelé diagramme de phase.
Préciser le sens de parcourt des trajectoires.

3. Ecrire les équations du mouvement. Trouver les points fixes et linéariser les équations
prés des points fixes. Trouver la fréquence d’oscillation prés du point fixe stable, et
le coefficient d’instabilité du point fixe instable.

Solution 19.2.13. Voir le TD1 et sa solution sur cette page web, cours mecanique analy-
tique en L3 de physique.

Exercice 19.2.14. Champ de force central. Le probléme a deux corps (Newton
1687)

Références : |1, p.33]

Cet exercice modélise le mouvement d’une planéte autour d’une étoile dans
le cadre de la mécanique classique de Newton. Dans un référentiel Galiléen de R3, en
coordonnées sphériques (r, 0, ), on considére une particule de masse m (qui peut étre une
planéte assimilée & un point) soumise a une force radiale c’est a dire un vecteur tangent de

0

la forme F'(r) = f (r) 5 ot I'intensité f (r) € R dépend seulement de r.

1. Montrer qu’il existe une énergie potentielle U (r), fonction uniquement de r, telle
que F = —grad (U) et que f (r) = —9Z. Aide : en coord. sphériques, grad (U) =

(18.5.19)
oU & , 19U D 19U 8 ; : \
o or T 29596 T 7en?g 9 5+ Donner Uexpression de f (r) et U (r) pour une planéte

soumise a l'attraction gravitationnelle du Soleil, i.e. expression (19.2.4).


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/meca_analytique_L3/index.html
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/meca_analytique_L3/index.html
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2. Ecrire le Hamiltonien H en coordonnées sphériques et écrire les équations de mou-
vements de Hamilton. Justifier pourquoi on peut restreindre I’étude au plan (z1, x2),
i.e. § = m/2, n'utiliser que les coordonnées (7, ¢), (&, &,).

3. A Tlaide des équations de Hamilton, montrer que &, est une grandeur conservée

que l'on interprétera. On note £ = %‘" appelé moment angulaire. Montrer que le
probléme est décrit par le “Hamiltonien radial”

52

H (&)= 5=+ 0 ()

avec une énergie potentielle U (r) que 'on précisera et que 'on tracera. Montrer que
les équations de mouvement de Hamilton donnent
d*r L2

1
P ]

Donner le sens physique des termes. Qui y a t-il de remarquable dans le cas de la
force gravitationnelle 7 (appelé principe d’équivalence)

4. Tracer U (r) dans le cas de la force gravitationnelle. Dessin des trajectoires dans
I'espace des phases (r,&,.). Déduire I'allure des trajectoires r (t) et (z1 (t),x2 (t)).

5. Faire le changement de variable r — u = 1/r. Montrer que I’équation de mouvement
radiale devient

d*u 1
i T et 0
dont la solution dans le cas de la gravitation donne des ellipses de la forme :
p
r ()

1 +ecos(p — o)
Solution 19.2.15. de 'exercice 19.2.14.

1. En coordonnées sphériques,

ouo 10U 0 1 oU 0

0
=105, =—erad(U) (185.19)  Or Or 20000 2 sin28%%

or

On déduit que
ou

5 =

oU U

—f(r), 5 = 0, 9 = 0, (19.2.8)

donc ,
Ul(r)= —/ fydr'.

Pour une planéte soumise a I’attraction gravitationnelle du Soleil,

1
U(r) 1 —Qmmg;, (19.2.9)
oUu 1
fr)=—5-=—Gmms 5, (19.2.10)
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2. Le Hamiltonien est

1
H = — |l + U
&m oo ~——

energie potentielle

(1931)

energie cinetique

Or en coordonnées sphériques

1 1
2 _ 2, Lo 2
HSH-" (18.5.8,18.5.13) &t 7“256 * r2 sin? 05“’

donc

1 1 1
H (Ta 67‘7976% 90754,0) = % (53 + ﬁgg + m&i) + U (T) .

Equations de mouvement de Hamilton, d’aprés (19.1.3) sont

L_0H _& o0 & . _oH &

= = = = > = = 19.2.11
" o,  m’ 0  mr?’ ¥y ¢,  mr2sin®f’ ( )

: oH . OH  2cosf ., - oOH

() 19.2.12
¢ or & 00 r2sin® 6% S Op ( )

Si au départ 6 = T et §y = 0, alors 0 =0 et & =0, il en restera toujours ainsi, ¢’est
a dire que la particule reste dans le plan ¢ = 7. Une autre explication est que notant
z(0) € R? v (0) € R? la position et vitesse initiale, la force est proportionnelle &
r € R? donc la particule sera toujours dans le plan engendré par z (0),v (0). On
peut choisir les coordonnées telles que ce plan est w3 =0, ou 6 = 7.

3. D’apreés ci-dessus, 5;0 = 0 donc &, est constante. On note £ = %" appelé moment
angulaire. Alors

Hn6) = 5 (64 562) 4+ U () = 5+ 0 ()

avec

R _mL?
U(T) —W&p‘i‘[]('f’) = 972 +U(T’)
Alors
B b do0_ dov £ 1 e
dt? (192.11) m (19212) m Or mor 13 (1928 m r3

Le premier terme fait intervenir la force gravitationnelle, le deuxiéme terme est

appelé “force centrifuge”. Dans le cas de la force gravitationnelle f (r) 1310
2.10

—gmmgri2 alors

d*r 1 L2

— = —0mg— + — 19.2.13

dt? g Srz Ty ( )
qui ne fait pas intervenir la masse m de la planéte. Ainsi la trajectoire suivie autour
du Soleil ne dépend pas de la nature de la la particule (planéte ou simple poussiére).
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mL?

4. Pour la force gravitationnelle, U (r) = ”2"‘7522+U (r) e —Gmmgt. Pour r — 0,

(193.9)

2 . .
le terme "2"”7?2 domine. Pour » — o0, le terme —Qmmg% domine.
. ,
\
\
. .
~ o
>~ by
\\
. A~
1 AL . S a
gl -
~ /> e
U{’L = e
~
- g K u(”’)
//
Id
4

5. Pour une énergie totale minU < € < 0 le rayon r (t) oscille entre r; < r () < 7,.
Par ailleurs 7?¢ = L est constant donc ¢ (¢) est monotone.

NK;

6. Pour résoudre (19.2.13), on pose r = +. Rappelons que ¢ = S — £ donc ¢ (t)

(19.2.11) ™"
est déterminée par r (t). On a

dr (dr du de\ 1 (du £——£ du

dt  \du de dt ) w2 \dp)r? dy
2 2 2 2
drp(duN (de) (UL o (du
dt? dp? dt dp? ) r? dp?

donc (19.2.13) donne

2
—£2U2 <d_u) — _ngUQ —|—£2u3

dp?
d’*u Gmsg
- (d—@z) e

qui est une équation différentielle ordinaire simple a résoudre (linéaire avec second
membre). La solution est

g
u(p) = Acos (p = po) + 5
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avec des constantes A, ¢y qui dépendent des conditions initiales u (0), j—g (0). Alors

1 1 B p
u(p)  Acos (¢ — o) + 92125 1+ ecos (¢ — o)

7 (p) =

qui est ’équation polaire d’une ellipse dont le Soleil est un foyer. Il est & noter que le
fait que les trajectoires sont périodiques (ellipses) est particulier au cas du potentiel
en 1/r et en r2. Voir Théoréme de Bertrand.

ya
/

|
2
. o z

e

Exercice 19.2.16. Objet glissant sur une table attaché & une masse pesante

Un objet 1 de masse m; (un petit disque) est posé sur une table horizontale et glisse
parfaitement (i.e. il n’y a pas de frottement). Il est attaché par une fil de longeur [ fixe
a un objet 2 de masse msy. Le fil passe sans frottement par un trou de la table considéré
comme ponctuel et la masse my ne peut se déplacer que verticalement dans le champ de
pesanteur g (pas de balancement). La diamétre de la table est supposé trés grand.

On note r la longueur du fil qui est sur la table. On note € la position angulaire de
I'objet 1 ainsi (r,6) sont les coordonnées polaires de 'objet 1 sur la table. On note z
la coordonnées verticale de l'objet 2. Le but du probléme est de décrire le mouvement
(r(t),0(t)) de Pobjet 1 sur la table étant donné un état initial (position-vitesse).

1. Ecrire I'énergie cinétique E. et 1’énergie potentielle U du systeme total 1-2 en
fonction de r, 0, z de 'impulsion p,, pg, p. et mq, mo,l. Pour simplifier on choisira

U(r=0)=0.
Solution 19.2.17.

2. Déduire l'expression du Hamiltonien H (7,0, z, p,, pg, p)-
Solution 19.2.18.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Ellipse_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Bertrand
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3. Ecrire les équations de mouvement de Hamilton qui expriment %, %, fl—f, %,%,%
(sans les résoudre).
Solution 19.2.19.

4. A partir des équations précédentes montrer que pg est une constante du mouvement
notée py = L. Déduire £ & partir des conditions initiales r (0), 6 (0) avec § = %.
Solution 19.2.20.

5. Déduire l'expression du Hamiltonien (réduit) sous la forme

p?

H<T7pr) - M

+V (r)

en fonction des variables radiales r, p, seulement et des parameétres my, msy, L.
Solution 19.2.21.

6. Interpréter les différentes termes de V' (r) et le sens de la force. Tracer leur allure et
tracer V (r).

7. Trouver le minimum 7 et V (rg) de la fonction V' (r) si il existe. Discuter les dif-
férentes trajectoires possibles du mouvement r (¢) dans le potentiel V' (r) selon les
conditions initiales (et I’énergie). Pour chacune de ces possibilités décrire la trajec-
toire (r (t),0(t)) de 'objet 1 sur la table.

19.3 Cas du flot géodésique

Dans cette partie on va considérer un cas particulier de dynamique Hamiltonienne,
appelée le flot géodésique. Il est important en physique et en mathématique.

19.3.1 Particule libre sur une sous variété de R", géodésiques

Voir ce paragraphe en vidéo.

19.3.1.1 Définition Newtonienne du flot géodésique sur une sous variété de
Rn

On commence par le cas particulier de sous variétés de R” et donner une “formulation
Newtonienne” du flot géodésique. Soit M C R™ une sous variété C* (lisse) de dimension d
dans R™. Penser par exemple une surface (d = 2) dans R3. Pour un point x € M on note

P, R" > T,M (19.3.1)

le projecteur orthogonal sur I'espace tangent T, M. Voir figure 19.3.1(a).


https://youtu.be/POpUZcRj7Dc
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FIGURE 19.3.1 - (a) Géodésique sur une surface S : le vecteur vitesse v () = % est solution
de Px% = 0 ou P, est le projecteur orthogonal sur le plan tangent 7,S au point z. (b) En
pratique une géodésique est obtenue en collant un ruban de scotch « de facon la plus plate

possible », ici sur un vase ayant de la courbure de Gauss positive et négative.

Définition 19.3.1. Une trajectoire t € R — z (t) € M C R” est une géodésique
si pour tout ¢

d*z

19.3.1.2 Interprétations et remarques générales

Déterministe : On démontrera ci-dessous, Section 19.3.1.3, que étant donné une position
initiale z (0) € M a t = 0 et une vitesse initiale v (0) = % (0) € T,()M, cela détermine
une unique trajectoire géodésique x (t) € M pour t €] — €,¢[ avec € > 0 (qui peut étre
¢ = 00). Pour cela on montrera que (19.3.2) détermine un champ de vecteur sur 'espace

tangent T'M.

Interprétation physique : L’interprétation de (19.3.2) est que ar = Py (%) €

T.M est Paccélération tangentielle de la trajectoire, donc (19.3.2) s’écrit ar = %FT =0,
c’est I'équation de Newton (19.2.2) avec une force tangentielle nulle £ = 0. On dit que
la trajectoire géodésique modélise le mouvement d’une particule libre (i.e. soumise a
aucune force tangentielle) mais contrainte cependant a se déplacer sur la variété M. Cette
contrainte peut étre représentée par une force normale & M. L’absence de force tangentielle
fait que la particule va le plus « droit possible » en restant sur la sous variété.

Un ruban de scotch suit une géodésique : Si on colle sans pli un ruban de scotch
sur un plan, il suit une ligne droite. Essayer de se convaincre et de démontrer que si
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'on colle sans pli un ruban de scotch (étroit) sur une surface M C R? alors il suit une
géodeésique. Voir la vidéo.. Remarquer 'effet des zones de courbure négative (creux du vase)
sur I’écartement de géodésiques voisines, et inversement le rapprochement des géodésiques
dans les zones de courbure positive (bosse du vase). Cette relation entre la courbure de
I’espace et ’écartement de géodésiques voisines appelée théorie de Jacobi est a la base de
la formulation de la relativité générale qui exprime les trajectoires comme des géodésiques
dans l'espace temps et relie la courbure de 'espace temps a 1’écartement de géodésiques
voisines, ce qui se traduit par une accélération des trajectoires. Ainsi la courbure de ’espace
temps sur une géodésique remplace effectivement la notion de force de Newton dans un
espace plat pour la gravitation.

Exemple 19.3.2. sur la sphére S? C R? les géodésiques sont les grands cercles. Sur une
surface plate (ou dans I'espace Euclidien R?), les géodésiques sont des droites.

Extrema de longueur et d’énergie : On verra que [29, p.47| parmi tous les chemins
paramétrés arbitraires v : s € [0,¢] — z (s) € M qui joignent deux points fixés A = x (0) et
B = z (t) au temps t, la géodésique est un point critique pour la « fonctionnelle énergie »
E() = [ 1]|@ }2 dt et pour la « fonctionnelle longueur » 1 () := [ ||| d¢ (noter que
[ (7) est indépendant du paramétrage).

Dérivée covariante et transport paralléle Notons v = ‘fi—f le vecteur tangent vitesse
a la trajectoire et % = P% € T'M qui mesure la déviation de la trajectoire par rapport a
une géodésique. Plus généralement si une famille de vecteurs u (t) € T, M vérifie % =
PCC% = 0 on dit que la famille suit le transport paralléle ou suit la connexion et cela
signifie que il n’y a pas de déviation, lors du transport. Dans la section 23.3 on donnera
une définition précise pour I'opérateur D := Pd qui mesure les déviations lors du transport
paralléle, appelée la dérivée covariante ou connexion de Levi-Civita.

19.3.1.3 Déterminisme du flot géodésique, champ de vecteur sur T'M

Voir ce paragraphe en vidéo.

On va exprimer I'équation (19.3.2) sous forme d’'une ODE (équation différentielle or-
dinaire) en utilisant des coordonnées locales et déduire l'existence d’une solution unique
étant donnés position et vitesse initiale.

Dans 'espace Euclidien R? avec les coordonnées (1, z2, 23), une surface M (de dimen-
sion d = 2) contenant l'origine et tangente au plan x3 = 0, peut étre décrite dans un
voisinage de 'origine, par une fonction r = (x1,25) € R? — a3 = y(v1,22) € R, avec
y(0) =0 et %(O) =0.


https://youtu.be/dyXKho-CBac
https://youtu.be/-pAElScEnwM
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Plus généralement, dans I'espace Euclidien (R", geycria.), on considére une sous variété
C> (lisse) M C R™ de dimension d. Par translation dans R" on peut amener tout point
de M a lorigine, et aprés rotation dans R™ on peut supposer que 'espace tangent Ty M
coincide avec R? @ {0} (les d premiers axes de R"), donc que M est décrite au voisinage
de lorigine par le graphe d’une fonction

r=(21,...24) €ER* =y 1= (2441,...2,) €R™ (19.3.3)

avec n = d + m. On notera y, := 414, a = 1...m. On suppose donc que

0Ya, _
va (0) =0, %20y =0,Vj,a. (19.3.4)
833]'
Utilisant les coordonnées locales x = (z1,...z4) sur M, les vecteurs (u;),_, , sui-

vants forment une base de l’espace tangent T,M appelée trivialisatlon du fibré
tangent (ou choix de Jauge en physique)

0 (0. o
u; () ._a—%+;(axj (x)) R j=1,...d. (19.3.5)

En effet si f € C™(R";R) est une fonction arbitraire, constante sur M, c’est a dire
f(z,y(z)) = C, alors 0 =0, f + (0,f) ( Y) donnant u; (f) = 0, montrant que u; € T, M.
Par ailleurs u; (0) = &v ,j=1...dsont mdependants

On définit
Doyt = P24 (19.3.6)
0/0x Wy +— xaxk 9.
appelée dérivée covariante de u; selon %, ou P, est le projecteur orthogonal (19.3.1)

sur T, M. Se rappeler que Dgy)s,, u; mesure la déviation de u; par rapport au transport
parallele, si on se déplace selon la direction 9/0x. On a Dy/g,,u; € T, M donc on peut le
décomposer dans la base (u;), :

Do /ot = Z I (19.3.7)
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avec des composantes I'; , (z) € R appelées symboles de Christoffel.

Théoréme 19.3.3. L’équation d’une géodésique v (t) = (x (t),y (z (t))) sur M avec
les coordonnées locale x = (x4, . ..xq) s’écrit sous la forme d’une E.D.O. (Equa. diff.
ordinaire) du premier ordre en t :

dv; j .
= =- Zk,l Tiylvkvl, Vi=1...d

it 7 (19.3.8)

ou (xj,vk)j k1 _q SONt des coordonnées locales sur TM. Cela définit dont un champ
de vecteur sur T M, et pour x (0),v (0) donnés, il y a une unique solution (x (t),v (t))
pour t €] — €, €| avec € > 0.

Démonstration. Supposons que v (t) = (z (t),y (x (t))) € M est une trajectoire géodésique
sur M, passant par l'origine v (0) = 0. D’aprés

(19.3.2), on a
d*y
P—L = 19.3.
o 0 (19.3.9)
Or
dy (dr dy(xz(t))) dz;\ 0O 0y \ (dxz;\ 0O
dt (dt’ dt B zj: dt ) Ox; ; ox; ) \ dt ) Oy,
B dx; 0 0ya\ O B dx;
B ZJ: < dt > <8x] +za: (ij) aya> (19.3.5) ZJ: ( dt > !
donc



https://fr.wikipedia.org/wiki/Symboles_de_Christoffel
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0o P =2 () e (0) 2 (750) ()
(19.5.6, Puy=u;) ; (ﬁ?) uj (%) ; (Dojowyu;) (%)
S 5 () v (4)
() g (5)(5)
J 7'k,
> (5ern (ﬁ:‘/) (%))

Comme (u;); forme une base de T, M on déduit que

d*z; o (dxy, dzx;
:_E 7o == (= =1...d
dt? — ’“(dt)(dt)’ vJ

qui s’écrit aussi

dx;

o = U

dvj Vi .

d_t] = _Zk,l Fmvkvl, VJ =1...d

On rappelle que (93]) sont des coordonnées locales sur M et d’aprés v; = dt on peut
interpréter (v;); comme des coordonnées locales sur T, M. Ainsi 'ODE (19.3.8) s’interpréte
comme un champ de vecteur sur le fibré tangent TM, ot (x;,v)) sont des coordonnées
locales sur T'M. En particulier d’aprés le théoréeme de Cauchy Lipschitz, étant donné une
condition initiale x (0),v (0), il y a une unique solution (z (t),v (t)) pour t €] — ¢, €[ avec
e > 0. O

Exercice 19.3.4. |29, p.53|Supposons que M est défini localement par u (z) = 0 avec une
fonction u € C (R™;R) telle que Vu = grad (u) # 0 sur M. Montrer que I’équation des
géodésiques (19.3.2) s’écrit aussi :

d*z o (dz\" dz
— =Vl 2((5) [ (V) )V, (19.3.10)

avec Vu = (ax]> Viu = (BZESJ et (&) = (%)t vecteur colonne.
Solution 19.3.5. (Taylor tome 1 p.47 [29]) On dérive 'équation u (x (¢)) = 0 donnant

Vu(z(t) — =


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Cauchy-Lipschitz
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dz 9 dz d*z
Comme Vu L T, M, alors (19.3.2) est équivalente a
£ KVu (19.3.11)

avec K € R. Cela implique Vu - %‘" = K ||Vu||* donc

_ d*x o (dx dx
K =[|Vul ™ V- —5 = = [Vul| (E (V) - E) -
Ainsi P p p
@r_ —2 (AT g2, 2
T = | Vull <dt (V?u) dt) (Vu).

En fait (19.3.10) décrit le mouvement géodésique sur chaque surface de niveau de u. On
vérifie que le mouvement sur la surface u = 0 est inchangé si on remplace u par v’ = fu
avec une fonction f non nulle sur M. En effet car (fl—f.Vu =0).

19.3.1.4 Formulation Hamiltonienne du flot géodésique

Voir ce paragraphe en vidéo.

La définition ci-dessus (19.3.2) ou (19.3.8) est une formulation “Newtonienne” du flot
géodésique sur la variété M. On va maintenant donner une formulation Hamiltonienne sur
T*M, qui a 'avantage essentiel de donner une formulation géométrique (i.e. indépendant
du systéme de coordonnées) comme un champ de vecteur sur 7*M. Un autre avantage est
de proposer une définition plus générale du flot géodésique que I'on verra plus bas.

Théoréme 19.3.6. Soit M C R" sous variété avec gy la métrique sur M induite
par la métrique Euclidenne sur R™. Les géodésiques sur M sont les projections sur
M des trajectoires Hamiltoniennes sur T*M définies par le Hamiltonien

H (2,6 = 5 lil?,,. (19.3.12)

p

1 -
oy wvec p >0, le facteur 5 étant

ou par un Hamiltonien de la forme H (z,£) = ||&]|
arbitraire.

Remarque 19.3.7. D’aprés (19.2.1) on interpréte (19.3.12) comme le Hamiltonien d'une
particule libre (car U = 0) sur une variété Riemannienne M, g. Cela correspond donc &
I'interprétation ci-dessus 19.3.1.2.

Démonstration. ([29, p.52|) Supposons comme en (19.3.3) que la sous variété M de R" =
R? @ R™ avec n = d + m est décrite prés de 0 par le graphe d'une fonction z € R? —


https://youtu.be/GtlhXhXEg0g
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y(x) € R™ avec y (0) =0 et % (0) = 0. On a donc

a .
Poﬂ(())(_ 0, (Dojomu;)(0) = 0, T',(0) = o0

oxy, 19.3.4) (19.3.6) (19.3.7)

Donc en z = 0, le champ de vecteur (19.3.8) sur T'M définit par le flot géodésique s’écrit

{% (0) =, (19.3.13)

L) =0, Vji=1...d

Par ailleurs la métrique Euclidienne g = Z?Zl dr; @ drj sur R™ induit la métrique
= Z;l:l dz; @ dx; + O (2?) sur M. Alors H (z,£) = 4 Hé’HE =1 (Z?zl &+0 (x2)> et

gm (?—?)

d’aprés les équations de Hamilton (19.1.3) on obtient

dv)  OH 9 .
T —1...
L 9%, £]+O(x), j d,
d§; ~ OH

= 8xj—0+0(z)

qui définit le méme vecteur vitesse sur 7'M aux points (x,v) = (0,v) que (19.3.13). Or le
point z = 0 est arbitraire sur M, donc le résultat est valable partout. Avec H, (z,§) :=

111, = (Hy (z,6))"* avec p > 0, donnant dH, = gHQ%_lng, cela donne un champ de

~ P_1~ p_
vecteur Hamiltonien X, = Q' (dH,) = 2H; Q' (dHy) = 2H; ' X,. Donc X, et X,
sont proportionnels donc les trajectoires coincident. Noter que Hs est constant le long des
trajectoires, (]

19.3.2 Flot géodésique sur une variété Riemannienne

La propriété (19.3.6) montre le résultat remarquable que pour une sous variété M C R”,
les trajectoires géodésiques sur M sont déterminées par la métrique induite sur M. Cela
ameéne a la définition suivante qui permet de définir le flot géodésique pour une variété
Riemannienne, sans qu’elle soit inclue dans un espace Euclidien R".

Définition 19.3.8. Si (M, g) est une variété Riemannienne, le flot géodésique est
le flot Hamiltonien sur T M avec

1
H (,€) = 5 €]

Les géodésiques ~ sont les projections sur M des trajectoires Hamiltoniennes 4 C
T*M.




CHAPITRE 19. LOIS DE LA MECANIQUE CLASSIQUE D’APRES HAMILTON (1834) 195

Remarque 19.3.9. On peut aussi écrire les “équations de la mécanique” sur une variété
Riemannienne (M, g) de la fagon suivante : si U € C* (M;R) est une fonction “énergie
potentielle” et m > 0 la masse de la particule, le Hamiltonien est

1 x

19.3.3 Flot géodésique sur une surface, courbure de Gauss et chaos
19.3.3.1 Courbure de Gauss d’une surface S C R?

Vidéo de cette Section.

Considérons une surface lisse dans R?® Euclidien, S C R3. En chaque point z € S,
notons n () € S? C R3 le vecteur normal au plan tangent 7, S et unitaire. (On choisit
arbitrairement entre £n (z) c’est a dire que I'on choisit arbitrairement une orientation dans
le voisinage d’un point x € § donné). L’application ainsi obtenue

. S =52
|z — (o)

s’appelle 'application de Gauss. La différentielle de cette application en un point z € S est
une application linéaire (dn), : T,S — Tn(x)S2 entre deux espace Euclidiens. La courbure
de Gauss est son déterminant :

k(z) :=det(dn,) e R, x€S.

Noter le rapport entre le signe de k () (positif ou négatif) et le fait que la surface est
d’un co6té ou des deux cotés du plan tangent 7,.S. Voir figure :

mt m(e) ma



https://youtu.be/WBMdntIqWYM
https://fr.wikipedia.org/wiki/Application_de_Gauss
https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_curvature
https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_curvature
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Afe)= >

S

En coordonnées locales (1, z2) € R? sur S telles que le point étudié est en (21, z2) = 0
et g(0) = dz; ® drvy + dvy @ drs, et de méme pour des coordonnées locales (y;,y) € R?

sur S2, on a explicitement
oy1  9n
_ oz ox
k(v)=det | 272 or2 |.
81‘1 312

Remarque 19.3.10. k (x) ne dépend pas du choix d’orientation utilisé pour définir n (z) car
changer d’orientation revient & considérer —n (), ce qui ne change pas le déterminant.

Remarque 19.3.11. La courbure de Gauss s’exprime aussi

1

H) = R o R @)

ot Ry (z), Ry () sont les rayons de courbures extrémaux et avec la convention que & () > 0
si la surface est d’'un seul coté du plan plan tangent 7,.S et s (z) < 0 sinon.

Remarque 19.3.12. Si C,, := {y € S,dist (z,y) = r} est le cercle de centre x et rayon r et
|C...| est son périmétre (sa longueur) alors pour r — 0 on a

|Co| = 271 — %k‘ (z)r* 4+ O (r?)

d*|Cyr|
kj(z) o ( d7"2 )7‘0.

Cela montre que k (z) s’obtient a partir de mesure de longueurs uniquement sur la surface.
On dit que k (z) est une grandeur géométrique intrinséque a la surface en tant que variété
Riemannienne. Ce résultat s’appelle le théorema Egregium de Gauss. En dimension plus
grande la quantité correspondante est le tenseur de courbure de Riemann.

Autrement dit

19.3.3.2 Courbure de Gauss et attraction/répulsion effective entre géodé-
siques voisines

Cette section en vidéo.
Sur une surface S C R?, considérons une géodésique de référence v : t € R — v (t),
paramétrée par sa longueur ¢. On considére une géodésique “voisine” v, et on note z (t) € R


https://en.wikipedia.org/wiki/Theorema_Egregium
https://youtu.be/lBE8X87eemg
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la distance de 72 au point 7 (¢). Supposons que z (0) , % (0) < 1 sont trés petits. Alors (on

peut montrer que) x (t) est gouverné par « I’équation de Newton » effective

d?x

= k() () (19:3.14)

ot k(2 (t)) est la courbure de Gauss de la surface S au point v, () (en fait &k (v (t)) ~
k(v (t))). Cette équation s’écrit 65733 = F'(x (t)) avec une force effective F' (z,t) = —k (7 (t)) =
qui est attractive si k (72 (t)) > 0 et répulsive si k (72 (t)) < 0.

coobine. /&(x)‘)f) H&D(-«Ja.uu_ II/QI[L) </o -
“dindion st gealosicpees U pulloion onle, geodasiqueo

En effet prenant 'exemple de l'expérience des géodésiques sur le vase (Figure 19.3.1, et
voir la vidéo.) on a considéré deux cas particuliers :

1. Sur la bosse du vase, ot la courbure est positive k (t) = ko > 0 constant, donnant

‘C%;” = —kox (t), une force effective attractive qui donne des oscillations

x (t) = Asin (wt + ¢)

avec w? = ky > 0 et A, ¢ dépendant du point de départ de la géodésique ,.

2. Dans le creux du vase, ou la courbure est négative k (t) = ko < 0 constant, don-
2 . ” . .
nant 2% = (—ko) z (t), une force effective répulsive qui donne un comportement

exponentiel

A
z (t) = Asinh (wt + ¢) = 5 (6wt+¢) B @—Wt—so)

avec w? = (—kg) > 0 et A, ¢ dépendant du point de départ de la géodésique 7,.

Remarque 19.3.13. On vient d’observer qu’'une géodésique, i.e. une particule libre sur
une surface & courbure variable se comporte comme une particule soumise a une
force (effective) sur une surface plate. Cela correspond au fait historique que Newton
a découvert en 1685 que la Terre tourne autour du Soleil dans 'espace Euclidien (plat) et
soumise a une force attractive, et ensuite en 1915, Einstein a découvert que la Terre a un
mouvement libre dans ’espace-temps qui est une variété non plate, dont la courbure est dé-
terminée par la présence du Soleil. Ces deux descriptions sont différentes mais équivalentes
au premier ordre (voir exercice 19.3.25). La théorie d'Einstein est le modéle actuellement
considéré en physique. Bien stir la théorie de Newton est moins précise, mais plus simple,
non encore largement utilisée lorsque les “effets relativistes” sont négligeables.


https://youtu.be/dyXKho-CBac
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19.3.3.3 Comportement chaotique des géodésiques en courbure négative

On a vu que la courbure négative d’une surface implique un comportement effectif
répulsif entre géodésiques voisines. Ainsi un petit changement dans les conditions initiales
z(0), % (0) va engendrer un écart z () important. On appelle ce phénomene “sensibilité
aux conditions initiales”. Il implique un un comportement d’apparence aléatoire et
imprévisible des trajectoires géodésiques que 'on appelle chaos déterministe.

En 1898, Hadamard a initié¢ la théorie du chaos avec 1'étude des géodésiques sur les
surfaces a courbure négative constante (surfaces hyperboliques). En dimension quelconque
(variété Riemannienne & courbure négative), cela a été établi par Anosov en 1965. Malgré
son aspect un peu « abstrait », le flot géodésique sur les surfaces (ou variété) a courbure
négative s’étudie bien et constitue donc un modéle d’étude privilégié en théorie du chaos.

Remarque 19.3.14. 11 est établi que la dynamique géodésique sur une surface a courbure
négative est chaotique partout. Le cas de courbure positive (non constante et pouvant ou
pas changer de signe) est beaucoup plus compliquée. Sauf dans des cas particuliers ayant
des symétries, on ne sait pas analyser la dynamique géodésique sur de telles surfaces. On
observe numériquement que il y a des trajectoires chaotiques et d’autres non, mais on ne
s’est pas mesurer leur mesure. (Il y a cependant de nombreux résultats, comme le théoréme

KAM, etc).

19.3.3.4 Du flot géodésique au billard

Cette Section en vidéo.

Supposons une surface S C R3, que l'on “aplatit” (en la déformant), créant des plis.

Alors les trajectoires géodésiques deviennent des droites dans les zones plates, et semblent
rebondir parfaitement sur les bords (les plis), comme pour la dynamique d’un billard par-
fait.

La courbure de la surface s’est concentrée sur les bords (les plis) qui sont convexes ou
concaves selon le signe de la courbure.

omagbi
=

c—0

ver dew Dneds

amgques A d k.
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=
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C ooy A
A_“gau;_d,g l >o %Lm,j_/mlchmawe,



https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_KAM
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_KAM
https://youtu.be/Sk7iLDzrAQ8
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on applatik
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Ainsi la dynamique dans un billard parfait est la limite de mouvements géodésiques
sur une surface, et la dynamique dans un billard aux bords convexes, appelé aussi billard
dispersif ou billard de Sinai, est chaotique.

Exemple :
— Vidéo d'une trajectoire dans un billard de Sinai. Cette méme trajectoire représentée
sur le plan R? qui est le recouvrement de T? (i.e. conditions de périodicité enlevées).

On observe comme une « marche aléatoire » ou « mouvement Brownien ».
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— Vidéo d'un ensemble de trajectoires indépendantes partant d’un position initiale
z (0) et vitesse initiale 22 (0) avec de tous petits écarts. On observe que le nuage

de particules se répand sur tout ’espace de phase disponible (position et vitesse).
Cette



https://youtu.be/n7CGIGTnpMk
https://youtu.be/h8XfHq9Kwgw
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19.3.3.5 Exemple en mécanique, du flot géodésique au billard.

Voici un exemple intéressant de systéme mécanique libre fait de tiges (“linkages”), étu-
dié par Mikael Kourganoff dans sa thése. Dans le cas idéal sans frottement, il montre que
le mouvement libre du systéme mécanique (image du centre) est équivalent au mouvement
d’une particule libre sur une surface dans R? (en jaune, image de droite, elle suit les géodé-
siques de la surfaces), et que ce flot est sensible aux conditions initiales”, plus précisément
Anosov. Il montre que lorsque la masse de la boule centrale tends vers 0, alors la surface
de droite s’aplatit et vu du haut, la dynamique converge vers la dynamique dans un billard
dispersif (en bleu, image de gauche).

Voici une vidéo de ce systeme.
Voici une vidéo d’un autre exemple le “triple linkage”.

19.3.4 Trajectoires en théorie de la relativité
Vidéo.
En physique, dans la théorie de la relativité, Einstein (1915) a modélisé I'espace-

temps par une variété Lorentzienne (M, g) de dimension n = 4 = 1+ 3 avec une dimension
temporelle et 3 dimensions spatiales. Nous allons présenter et discuter ce modéle.


http://mickael.kourganoff.fr/#recherche
https://fr.wikipedia.org/wiki/Flot_d%27Anosov
http://mickael.kourganoff.fr/videos/anosov-linkage.mov
https://www.youtube.com/watch?v=aVjj6VE-tNg
https://youtu.be/LlehX-R_qrk
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En relativité, il n’y a pas vraiment de “mouvement”. Le mouvement apparait suite a une
“lecture” de l’espace temps M selon des “coupes” de type espace. Dans I’exemple suivant
dans R? avec les coordonnées x,d’espace et x, de temps, les courbes 71, 72 appelées lignes
d’univers modélisent deux particules qui se rapprochent, se touchent (événement 7') puis

s’éloignent.

Avant de passer a la suite, voir au préalable, la section 9.3 pour la définition d’une
métrique de Lorentz et des vecteurs de type lumiére, temps ou espace.

19.3.4.1 Géométrie de ’espace temps

Vidéo

Définition 19.3.15. Une variété Lorentzienne de dimension n est une variété M
avec une métrique de Lorentz g, sur chaque espace tangent T, M, x € M.

On rappelle la notion de longueur d’une courbe mesurée par une métrique g Eucli-
dienne, définie en (18.5.12), qui ne dépend pas du paramétrage.


https://youtu.be/ZfZ_tz8-vTI
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Définition 19.3.16. Voici quelques mots de vocabulaire utilisés en relativité :
— Un point x € M s’appelle un événement.
— Une courbe paramétrée v : s € [0,1] — v (s) € M telle que le vecteur tangent
fl—z € TyyM, Vs € [0,1], est de type temps en tout point, s’appelle une ligne
d’univers. La longueur mesurée le long de v avec la métrique g, s’appelle le

temps propre de 7 :
dy d
/ ( 7 7)ds

et ne dépend pas du paramétrage.

— Une courbe paramétrée v : s € [0,1] — v(s) € M telle que le vecteur
tangent Z—Z € Ty M,Vs € [0,1], est de type espace en tout point, s’appelle
une ligne de type espace. La longueur mesurée le long de v avec la métrique
g, s’appelle la longueur propre de 7 :

d7 d7
et ne dépend pas du paramétrage (noter le signe —1 nécessaire).

. | . d
— Une courbe v est de type lumiére si le vecteur tangent 51,Vs est de type
lumiére. Dans ce cas

d” d” ds =0 (19.3.15)

— Une base orthonormée (eg, €1, . .. e,) de T,,M s’appelle un référentiel. Si u €

T,.M, se décompose
n—1
U = Ugey + E Ui€;
i=1

on notera parfois @ = (uy,...u,_;) € R"! les composantes spatiales. 7 = %ﬁ
représente la vitesse de u dans le référentiel.

. J

Remarque 19.3.17. sur les unités utilisées : si (eg,eq,...e,) est une base orthonormée
de T, M, on décompose un vecteur u € T, M,

et dans la suite ug, u; € R sera avec I'unité de distance (en métre). On notera aussi vy = cuy
avec u; = “ € R en secondes ol ¢ = 3.10°m/s est la vitesse de la lumiére. Par exemple
U= cu—loﬁ donne la vitesse ¥ en m/s.
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Mais il est (toujours) conseillé de modéliser les événements physique par des grandeurs
sans unité (voir probléme suivant comme exemple). De fagon équivalente, on prendra ¢ = 1
et on notera donc u; = ug ou t = xy pour la composante ou coordonnée temporelle. En
métrologie, depuis 1983, la vitesse de la lumiére est fixée arbitrairement a

¢ = 299792458 m/s,
et cela définit par conséquent le meétre a partir de la seconde.
Remarque 19.3.18. (19.3.15) correspond au fait que le temps propre est inexistant pour les

particules de lumiére. Par exemple, la lumiére traverse I'univers avec un durée nulle et la
distance parcourue est nulle.

19.3.4.2 Schémas dans I’espace-temps de Minkowski M = R?

Vidéo
Afin de discuter quelques exemples spécifiques, on considére une espace temps plat
M = R" (aussi appelé modéle de la relativité restreinte) avec en tout point x =

(o, T1, ... Tp_1) € M, la métrique g dans ce systéme de coordonnées est

n—1
g =dry® drg— (Z dx; ® d:r:l-> )

i=1

Attention, il est facile de confondre M avec 'espace tangent T, M en un point x € M.
Pour simplifier les schémas, on considére la dimension n = 2 (i.e. la “partie espace” de
dimension 1) :

g =dry®dry — dry ® dz;.

Rappel : on note (eo = 8%0, e = %) la base canonique de T,M = R? au point = € M,
qui est une base o.n. pour g donc appelée référentiel.

Exemple d’un particule immobile Par exemple, la courbe paramétrée
v(s) = (zo(s) =s,21(s) =0),s €R

représente une particule immobile dans les référentiel (e, e1). La coordonnée z (s) = s
(ou t = % mesurée en seconde si 7 est en meétre) est le temps propre le long de .

Dans le schéma suivant la particule immobile émet un rayon lumineux (courbe type
lumiére) au point A = (x¢,21) = (—z.,0) avec z, > 0. Ce rayon est réfléchi au point
B = (0, ) et rejoint la particule en C' = (z,,0). On considére aussi I'événement D = (0, 0)
qui est intermédiaire entre A et C. D’aprés cette expérience, on dira que les événements
B et D sont simultanés par rapport a la ligne d’univers v de la particule (voir
définition plus générale plus loin).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Vitesse_de_la_lumi%C3%A8re
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A8tre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Seconde_(temps)
https://youtu.be/wBk7zLyUp-w
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Ainsi dans cet exemple, les points de méme ordonnées x fixée sont simultanés pour la
ligne v. Les distances mesurées par rapport a la ligne d’univers ~ (aussi appelée
longueurs propre pour 7) sont les distances le long d’une ligne de simultanéité, mesurée
avec la métrique g.

Exercice 19.3.19. “Formules de Lorentz” Considérons une personne immobile en z; =
0 de ligne d’univers v et une autre personne de ligne d’univers v, qui se déplace par rapport
a la précédente a la vitesse constante v € R (avec |v| < 1). Appelons fy le vecteur de type
temps tangent a cette ligne d’univers 9, et normalisé par g (fy, fo) = 1. Pour simplifier on
note les coordonnées x = x; pour l'espace et t = xy pour le temps.

lempo w tone do Deowmisn

e :}C,’:i

1. Exprimer fy dans la base (eg, e1) et faire intervenir le facteur de Lorentz

1
v = Winar
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Solution :

fo = teg + zeq avec x = vt et
L=g(fo,fo) =t —a*=t>—t?* =+ (1_1}2)

donc
1 v
t=—— p=ut= ———.
Viow Jioe
On a donc
fo =1 (eq +ver) (19.3.16)

Remarquer que si v — 1 alors 7 — 4-o00.

2. Trouver le vecteur f; de type espace tel que (fy, f1) forme une base o.n. Représenter

graphiquement (fy, f1).
Solution :

Posons fi = t'eg + 2’eq. 1l faut

~1=g(fi,h)=t?=27  0=g(fo,fr)=t -t —a-a

donc tt' —vtr' =0 &t = v,

et
1

N

—1 = (va')? — 2 = 2 (V¥ —1) &2 =

t' = vz’ = vy.

On a donc
fi =" (vey +e1).

Montrant que les vecteurs f1, fo sont symétriques par rapport au cone de lumiére.

t
N\ 7/ .
N fo 77 cone de lumiere
N 7/,
A co 77 f1
N &,
N s
N
. e
// 0\\ 1 T
7/ N
7/ N
7/ N
7/ N
e N

3. On décompose un vecteur u € T, M,
u = teg + xeq

uw="tfo+2'f;
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Exprimer (¢,x) a partir de (#,2"). Montrer que cela s’écrit sous la forme d’une
“rotation hyperbolique” :

t\ ([ cosha sinha t
x ) \ sinha cosha )

Pour un vecteur quelconque u € R2,

Solution :

u=tey+xe; ="t fo+a'f1 =
= t'y (e + vey) + 2’y (veg + €1)
=yt +2'v)eg+y(tv+2a")e
donnant les formules de Lorentz pour le changement de coordonnées :

t =7+ 2'v)
=7 {tv+1)

Comme 2 — (y)* =~2 (1 —v?) = 1, il existe o € R tel que

v =cosha, ~yv=sinha

t\ [ cosha sinha t
x ) \ sinha cosha )

rermarquer que v =0 & a = 0.

Alors

Exercice 19.3.20. Contraction des longueurs. Montrer graphiquement que la longueur
d’un tunnel pergue par un train en mouvement (a la vitesse v) est plus courte que la
“longueur propre” du tunnel (i.e. per¢ue dans le référentiel du tunnel).

Solution :

train tunnel
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Exercice 19.3.21. Dilatation du temps. Montrer graphiquement qu’une particule avec
une faible durée de vie, comme le muon 7 = 2.107%. (dans son référentiel propre) peut
traverser l'atmosphére (H = 10 km), si sa vitesse v est assez grande (mais v < ¢ =
3.10%m.s71), bien que ¢ = 600 m < H. Montrer que sa durée de vie percue dans le
référentiel terrestre est plus grande que 7.

Exercice 19.3.22. Paradoxe des jumeaux de Langevin. Montrer graphiquement que
si parmi deux fréres jumeaux A et B, A reste immobile sur Terre, et B effectue un aller
retour rapide sur une étoile voisine, alors a son retour B est plus jeune que A.

Exercice 19.3.23. “Temps écoulé dans un référentiel accéléré”. Comparer les temps
écoulé a l'avant et I'arriére dans une fusée de longueur L qui accélére avec 'accélération a
constante. Appliquer cela au temps écoulé entre le haut et le bas d’un immeuble de hauteur
H, qui est dans le champ de pesanteur g = 9.8m/s>.

19.3.4.3 Dynamique relativiste

En relativité générale, les géodésiques sont des courbes v sur I'espace temps définies
comme dans le cas des géodésiques sur une variété Riemannienne, Définition 19.3.8.

Définition 19.3.24. Si (M, g) est une variété Lorentzienne modélisant l’espace-
temps, le flot géodésique est le flot Hamiltonien sur 7*M du Hamiltonien

H(z,8)=5(9")(&¢), zeMecTiM

N| —

Les géodésiques v sont les projections sur M des trajectoires Hamiltoniennes v C
T*M. Elle sont de type temps ou lumiére ou espace selon la définition 19.3.16.

En relativité, la gravitation n’est pas une force. Par contre il y a des forces comme

les forces électromagnétiques ou forces nucléaires, que ’on verra plus loin.

— Les particules libres (i.e. sans force extérieure) de masse m > 0 ont des trajectoires
géodésiques de type temps. Par exemple, une planéte autour de son étoile, ou une
pomme qui tombe de I’arbre, en négligeant les forces de frottement.

— Les particules libres (i.e. sans force extérieure) de masse m = 0 ont des trajectoires
géodésiques de type temps. Par exemple un rayon lumineux dans l’espace ou un
neutrino (en considérant sa masse m = 0). Dans un espace trés courbé les rayons
lumineux sont déviés. Cela a été observé la premiére fois en 1919 lors d’une éclipse
ou plus récemment, par la lumiére en orbite autour du trou noir M7*.

— On appellerait tachyon des particules qui suivent des géodésiques de type espace.
On n’en connait pas en physique. Et leur existence contredirait des phénomeénes de
physique statistique, lié a l'irréversibilité.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Neutrino
https://en.wikipedia.org/wiki/Tests_of_general_relativity#Deflection_of_light_by_the_Sun
https://fr.wikipedia.org/wiki/M87*
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Exercice 19.3.25. Trajectoires géodésiques autour d’une étoile ou autour d’un
trou noir en relativité

Le but de I'exercice est d’illustrer une idée de la relativité générale : une particule libre
dans un espace-temps courbe (suivant une géodésique) subit une déviation similaire a celle
créée par la “force de gravitation”. Cet exercice fait suite a I’exercice 19.2.14.

1. On choisi I'unité de masse étant la masse du Soleil My = 2.103°kg, I'unité de
distance sera rg = Aﬁ%g et unité de temps ty = ro/c avec ¢ = 3.10%m/s et

G = 6.6107"m3kg 1572, Ainsi on remplace les grandeurs physique temps ¢, dis-
tance r et masse M par des grandeurs sans unités : t/ty, r/ro et M/M,. Calculer
ro,to en unité standard. Dans la suite on travaille avec les grandeurs sans unités
notées t,r, M.

2. On considére les coordonnées sphériques (7,6, ) dans I'espace R? et la métrique
suivante, appelée métrique de Schwarzschild, dans I’espace temps R* = R x R3
avec les coordonnées sphériques (¢, 7,60, ¢). Pour un vecteur tangent V € TR?* de
coordonnées V = (V;, V,,, Vp, V,,),

2M oM\ ! _
o) = (1-20) 2= (1-20) 0 - (0 +sin?0 04,
Cette métrique décrit une « déformation » de I'espace temps créée par une étoile
(ou un trou noir) immobile de masse M située a 1'origine. Montrer que le cas M = 0
correspond & un espace temps plat.

3. Dans la suite on travaille dans le plan z = 0 avec § = 7/2 et donc avec seule-
ment les coordonnées polaires (¢,7,9) € R%. On a g(V,V) = (1—2M) (Vh)? —

(1 — %)71 (V,)? —r? (V¢)2. Le principe de la relativité est que la trajectoire d’une
particule libre (ou d’une planéte considérée comme ponctuelle) est une géodé-
sique de 'espace temps v : s € R — (t(s),r(s),¢(s)) € R? avec la condition
g (%Z? Z—Z) = 1.Ecrire le Hamiltonien H (t,r, , &, &, &,) et les équations de mouve-
ment de Hamilton sur T*R*. Déduire qu’il y a trois quantités conservées F := p;
et £ := —p, et H I'Hamiltonien lui méme. (on prendra H = 1 pour une particule
massive m > 0 afin que s s’identifie vraiment au temps propre, et H = 0 pour un

photon ou autre particule de masse nulle).

4. Montrer que I’équation de mouvement radiale s’écrit

d*r _ MH £ 3ML?

P R B
et interpréter les deux premiers termes, en comparant a I’exercice 19.2.14. Commen-
ter l'effet du troisiéme terme.

(19.3.17)

5. Ecrire I'équation radiale (19.3.17) sous la forme % = —% avec une “‘énergie poten-
tielle effective” U (r). Discuter 'allure de U (r) et les conséquences sur lallure des

trajectoires selon les valeurs de £ et de H.

6. Trajectoires circulaires : trouver les trajectoires circulaires possibles et leur période
pour une planéte et pour un photon.


https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9trique_de_Schwarzschild
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19.4 Formulation Lagrangienne et variationnelle de la
mécanique

19.4.1 Préliminaires sur la transformée de Legendre

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit L € C'*° (F;R) une fonction sur E.
Pour tout v € E on T, E = E et la différentielle (dL), : T, E = E — R c’est a dire :

dL:{E — E*
v —E&=(dL),

On supposera dL inversible. Soit H € C* (E*;R) la fonction suivante appelée transfor-
mée de Legendre de L

H(€):=¢(w) —L(v), avecv=(dL)" ().

Exemple 19.4.1. Sur £ = R" avec une métrique g symétrique non dégénérée, soit
1 1 , 1
L) =5 Iol2 =5 3 guaee = 3 (v.90)
jik

avec la matrice symétrique g = (g;), . Alors

oL .
e= (), =3 (1) dos = (a0 s = (0.) =50
J J
est le vecteur dual métrique. En coordonnées, £ = ) ; &;dvl avec

9 i
& = a—ULj =(gv), sv =Y (g7)"a

Alors

L2
= lel?

19.4.2 Théoréme de moindre action de Hamilton

Soit M une variété différentiable. Soit

L€ C™®(TM x R;R)
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c’est & dire une fonction L (z,v,t) € R avec x € M,v € T, M,t € R. D’aprés la section
19.4.1, pour x € M,t € R fixés, on a la différentielle restreinte a T, M :

(dLyon), : T (T, M) = T,M — R

donc

v —>f: (dL/TzM)v

Théoréme 19.4.2. « Théoréme de moindre action de Hamilton (1834) » Soit
M wune variété différentiable. SoitL € C® (T'M x Ry;R) une fonction « Lagrangien ».
On suppose que dL r 2 To M — Ty M est inversible. Soient a,b € M et t,,t, € R. Soit

T i={y:t€lta;ty) >7([) € M, t.q. v(ta) = a,7 (&) = b}

c’est a dire courbes paramétrées aux extrémités fizées. Pour une telle courbe v € T on

note son action . ”
b
S (v ::/ L (7 t )dt
0= oo g

Soit vs, s € R une famille de courbes. On s’intéresse a la courbe vo. Soit

ds (¢)
w (t) = (T) S T’yo(t)M
s=0

appelé champ w de vecteur de déformation de Jacobi. Rem : w (t,) = 0 etw (t,) = 0.

Alors :

(dsm)
ds

si et seulement si la trajectoire vy est la projection sur M d’une trajectoire pour le flot
Hamultonien sur T*M de Hamiltonien

H(z,&,t) =€ () — L(x,v,t), avecv=(dLpn)," (€).

Démonstration. Pour la preuve on va utiliser des coordonnées locales z!,...z". On note

Vs (8) = (21 (2)).

()R () () ()

or (83—5>s:0 =w (t) et <%_S>s:0 = ( 3S<§?>s:0 = % (w? (t)). Donc

(55 [ 2 (@) o (5o o

) = 0, pour tout champ de déformation w, cad que l’action est extrémale,
s=0
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On fait une intégration par parties! du deuxiéme terme, et on utilise I’hypothése que

wl (ta) =w’ (tg) =0 :
> (5) <t>] ’

(%%520 - /:3 ZJ: ((%) w (t) — (% (%)) w’ (t)) dt +
- [ 2((55) -G () woa
On déduit que
<%(8%))/320 =0vwit) e ((%) B <% (%))) =0,vj. (19.4.1)

Ces derniéres équations sont appelées équations de Euler Lagrange. La relation v =
(dL1,0); " (€) fait que on a des fonctions v7 (&, ... &,) et inversement & (v; ... v,). On a

OH o vk oL vk i da?
(f) - +Z§’“0@ (W) (a@) U
———

&k
et
oOH ov* 8L oL ov* oL
ox7 Oxl  Oxd ovk OxJ ox’
kN~
&k
. d oL\ g
(19.4.1) dt \ovi )  dt
qui sont les équations de Hamilton. O
19.4.2.1 Cas de la mécanique
On a vu en (19.2.1) que sur R™ Euclidien,
Hf Hg
H(z,§,t) = + U (z,1).

1. rappel :

£92 = Fn)altn) =S t0atta) = [ GG = [ 5 Dar [ 150

[ ia=trd - [ 5w

donc
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Alors .
Lixv.0) = fm [of}2 U (2.1
L . )
% = mv’ = & impulsion (19.4.2)
oL ou
@ = —% = F] . force

Le théoréme de “moindre action” montre que parmi toutes les trajectoires possibles (a
extrémités fixées), la trajectoire suivie par une particule soumise & une force F' est celle qui
rend P'action S = [ Ldt extrémale (pas forcément minimale!). En résumé les formulations
suivantes sont équivalentes

— L’action S est extrémale

— Equations de Euler-Lagrange

— Equations de Newton

— Equations de Hamilton.

Exercice 19.4.3. « Film de Savon »

Le but de cet exercice est de montrer un probléme de minimisation qui n’est pas di-
rectement un probléme d’équation de mouvement de la mécanique mais qui utilise aussi le
formalisme Lagrangien.

On considére un axe x et une surface de révolution définie par son rayon r (z). Dans la
suite, cette surface représentera un film de savon tendu entre deux cercles fixés en x = x;
et © = x5 et de rayon respectifs r (x1), 7 (z2). Au repos, la tension superficielle fait que la
surface totale S du film de savon doit étre minimale.

1. Pour un film de savon justifier qualitativement pourquoi la surface a une forme
incurvée comme sur la figure, et non pas la forme d'un cylindre droit.

2. Pour une fonction r (z) décrivant une surface de révolution quelconque autour de
I’axes z, montrer que la surface entre x; et x5 est donnée par

T2 2
S :/ 2mry | 1+ <@) dz
- \/ dx

3. En imposant que cette surface soit “extrémale” avec des conditions aux bords fixées
r (1), r (x2) écrire 'équation de Euler-Lagrange que doit satisfaire la fonction r (x).
(Attention : ici z joue le role du temps en mécanique)
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4. Déduire la fonction Hamiltonien H (r,&,) et écrire les équation de mouvement de
Hamilton. Y a t-il une “quantité conservée” ?

5. En supposant que 'origine de I'axe z soit bien choisie, montrer que

r(z) = pcosh (E), p>0
p

est une solution.

6. On souhaite tendre un film de savon entre deux cercles paralléles de méme rayon R
et distants de 2L. Montrer que cela est possible tant que % > (' avec une constante
C que l'on déterminera. Que se passe t-il si % < C'?7 Discuter la solution physique.
Tracer S (p). Faire 'expérience, voir Videos.


https://www.youtube.com/watch?v=DZOB5GVAxJg

Chapitre 20

Formes différentielles

20.1 1-formes et intégrales curviligne

Proposition 20.1.1. 5%
v:te[0,1]] -~y (t)eM

est une courbe paramétrée et o € T*M wune 1-forme, alors on définit l'intégrale de o
sur la courbe v par le membre de droite de [’expression suivante qui est une intégrale

ordinaire : /Va ;:/’y;aidxi:/()l;ai (v () (OZ’;) dt (20.1.1)

et on observe que fv a € R ainsi défini ne dépend ni du paramétrage de la courbe 7y, ni du
choiz des coordonnées (x*), sur M.

Démonstration. 1l est clair que le résultat de dépend pas du paramétrage car si t — t' =
¢ (t) est un autre parameétre alors on aura la méme expression d’aprés

dx’ dx®\ [ dt’ da’
dt = — | dt = dt'.
()= (&) (&) = (%)
Pour vérifier 'indépendance du choix des coordonnées, supposons que (y!,...y") soit un
autre systéme de coordonnées.

La 1-forme « s’exprime de la fagon suivante selon le systéme de coordonnées :

a=3 (), dy = Z (o), Z (gi’j) do = Zozjda:j

% % 7

214
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avec a; = » . (a), <6—y> Alors sur la courbe on intégre :

OzI
dz’ , [0y dz’ [ dy?
20 (E) =330 (ax) (E) =300 ()
Le résultat aurait donc été le méme avec un autre systéme de coordonnées ]

Retenons donc que les objets que I'on peut intégrer sur un espace de dimension 1 (ou
courbe) sont les 1-formes. Nous observerons plus loin que les intégrales curvilignes en
physique font effectivement intervenir des 1-formes. Par exemple dans le théoréme d’ampére

en magnétostatique :

ou dans le théoréeme de Bernouilli en mécanique des fluides, ou dans le théoréme de Carnot
en thermodynamique.

L’impulsion en mécanique analytique, le champ électrique en électrostatique sont des
1-formes.

20.2 Formes différentielles

L’intérét des formes différentielles ou (p-formes) présentées dans cette section est de
généraliser la définition Eq.(20.1.1) pour p > 1 quelconque, c’est a dire de trouver quels
sont les objets que 'on peut intégrer sur une surface (p = 2) ou sur un espace de dimension
p, et que le résultat soit indépendant du systéme de coordonnées choisi.

Définition 20.2.1. En un point z € M donné, un tenseur 7' de degré p est une
application

T: W,...,V,) e TMx...xT,M)—=T(V,...,V,) eR
linéaire par rapport a chaque V;. On note
TeT/M®...0T, M)

I’espace des tenseurs de degré p.

Le tenseur 7" est antisymmétrique ou aussi appelé p-forme si de plus 7" (V4,...,V,)
change de signe en permuttant deux quelconques des vecteurs V; <> V;. On note AP
I’espace des tenseurs antisymmétriques de degré p, ou p-formes.




CHAPITRE 20. FORMES DIFFERENTIELLES 216

Exemple : si a,8 € T)M sont des 1-formes (donc des tenseurs de degré 1), on note
a ® B le tenseur de degré 2, défini par

(@®p) (W1, V2) = a (V1) 5 (V2)
et on note
aANB=a®pB—-FRac A’ (20.2.1)
qui est une 2-forme, car (a A 8) (Vo, V1) = a (Vo) B (V1) (Vo) a (V1) = — (a A B) (Vi, Va).

Remarquons que
aNa=0

BAhNa=—aAp

On appelle ® le produit tensoriel et A le produit extérieur.
Cet exemple se généralise de la fagon suivante.

Rappel : On note S, est le groupe symétrique des permutations de p éléments. Il y a
p! fagons de permuter p états. La signature d’une permutation o est ¢ (0) = %1, selon
que le nombre de croisements est pair ou impair dans le diagramme de correspondance
(figure 20.2.1).

1 2 3
o
2 1 3

FIGURE 20.2.1 — Une permutation o € S3, 0 (1) =2, 0(2) = 1, 0 (3) = 3, de signature
g(o) = —1.

Définition 20.2.2. Si (z',...2") est un systéme de coordonnées, rappelons que
(dz',...dz™) forme une base de T*M. On pose

dx" ANdzh? .o N datr = Z e(o)dat® @ daxte@ ... @dztew e AP
oSy

qui est une p-forme.




CHAPITRE 20. FORMES DIFFERENTIELLES 217

Exemples
dz" N dx” = dat @ dz” — dx” @ da

ou
daz A dzt A dz” = dz? @ dat @ dx¥ — dat @ da @ dat + . ..

(il y a 6 termes en tout).
On observe que ’échange de deux termes dans dz#' A dx#? ... A dz*» change son signe.
Par conséquent une base de l’espace des p-formes A? en x € M est formé par :

dz" Ndxh? .. N dxtr, avec (i1 < flo < ... < [ (20.2.2)

Et donc
dim AP = C?

Par convention, on pose que l'espace des 0-formes est :

A =R (20.2.3)

xT

(en un point donné x, une 0-forme est un nombre).

Définition 20.2.3. La collection
A= A7

est un espace fibré vectoriel de rang C? sur M, ’espace fibré des p-formes.

— Une section w € C* (AP) de ce fibré est une p-forme sur M ou champ de tenseur
antisymétrique de degré p, et s’écrit dans la base Eq.(20.2.2) :

W(r) = Y Wy (@) da Adat? A dat
p1<...<pp

et les fonctions wy, .., (v) sont les composantes de w dans cette base.
Remarquons que ’on obtient ces coordonnées en appliquant la p-forme aux vecteurs
de bases (et d’aprés Eq.(18.4.4)) :

0 0
Wy S D) Wiy ,ooopsy ()

— D’aprés la convention Eq.(20.2.3), une 0-forme est une section

feC®(A”) =C®(M) (20.2.4)

donc f est une fonction a valeurs réelles sur M.
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20.2.1 Exemple de ’espace M = R3

Naturellement, les p-formes sur I'espace M = R? sont trés utilisées en physique.

On note (x!, 22, 2%) les coordonnées sur R3, et soit # € R3 un point fixé. On va expliciter
les p-formes au point z. On va aussi observer comment leur composante est modifiée par
le changement de coordonnée

P: (ml,x2,x3) — (yl,y2,y3) = (—xl,x2,x3)

appelé parité, (de déterminant -1, créant un changement d’orientation de I’espace, comme
dans un miroir placé en z; = 0), et pour A > 0,

D, : (:cl,:c2,x3) — (yl,yQ,y?’) = ()\:cl,)\xQ,)\xS)

appelé dilatation.

— Les O-formes sont les éléments de A2 = R, espace de dimension 1. Une base est
le nombre 1. Une O-forme est une fonctions et est aussi appelée un scalaire en
physique. Elle s’écrit

f=1f(z).1=Ff(x)
Le changement de coordonnée par P ou D, ne change pas la composante f (z) € R.

— Les 1-formes sont les éléments de AL = T*M (vecteurs cotangents), espace de di-

mension 3, dont une base est
dz', da?, da?

Une 1-forme est aussi appelée un vecteur contravariant en physique! et s’écrit :
a = ay (z)dz' + ay (z) do® + a3 (2) do?

Le changement de coordonnée P change les composantes par (aq, ag, az) — (—aq, ag, a3).

Le changement de coordonnée D) change les composantes par (o, g, carg) — (lal, %on, %O(g).

)
— Les 2-formes sont les éléments de A2, espace de dimension C3 = 3, dont une base
est

dz? Adx?, da® A dat, dat A da? (20.2.5)

Une 2-forme est aussi appelée un pseudo-vecteur en physique et s’écrit :
B = B (z)da* Ada® + By (x) do® A dat + Bs () dz' A da?
Le changement de coordonnée P change les composantes par

(B1, B2, B3) = (Br, —P2, —f3) - (20.2.6)

Le changement de coordonnée D) change les composantes par

(81, B2, B3) — (%61, %52, %&) : (20.2.7)

1. Et un vecteur tangent V € T, M est appelé un vecteur covariant
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— Les 3-formes sont les éléments de A3, espace de dimension C3 = 1, dont une base
est

dxt A dx? A da®

Une 3-forme est aussi appelée un pseudo-scalaire en physique, et s’écrit :
v = Y123 () dz' A dx® A da®

Le changement de coordonnée P change la composante y193 — —7123. Le changement
de coordonnée D) change la composante 23 — /\—137123.

Exercice 20.2.4. Exemple : dans R? la coordonnées de v = dz' Adz? Adx® en coordonnées
cartésiennes est Y103 () = 1. En coordonnées sphériques (r, 0, ¢), montrer que

v =dx' Ada® Adx® = r*sin (dr A dO A dyp) (20.2.8)

et donc sa coordonnée est v,g, () = 72 sin 6.

Exercice 20.2.5. Montrer qu'en électromagnétisme dans R?, le champ électrique E =
(Ey, Ey, E.) sont les composantes d’une 1-forme et que le champ magnétique B= (B, By, B.)
sont les composantes d’une 2 forme. Aide : Exprimer le champ E entre deux plaques d’'un
condensateur, exprimer le champ B créé par une boucle de courant I, effectuer les chan-
gements de coordonnées P et D), et observer commant ces composantes sont modifiées.

Remarques :

— Pour p = n (avec n = dimM, la dimension de Iespace), l'espace des n-formes A”
est de dimension C" = 1, et une base est dz' A dz?... A dz"™. Une n-forme est aussi
appelée une forme volume. Elles jouent un roéle important pour l'intégration.

— Pour p > n, il n’y a pas de p-formes. dimA?2 = 0.

— Alors que la valeur f (x) d’une O-forme (=fonction) est indépendante du systéme de
coordonnées, la composante v () d’une n-forme (forme volume) dépend du systéme
de coordonnées.

— Si E est un espace vectoriel et A : E — E une application linéaire ou endomorphisme
(on note aussi A € End(E)) alors on peut associer & A un tenseur A € E* ® E
défini par A (X,a) = a (A (X)) € R. Inversement si A € E* ® E défini un unique
endomorphisme A € End (E) par A(X) = A(X,.). Ainsi

End(E)=FE"®F (20.2.9)
Nous aurons 'occasion d’utiliser cette équivalence (et d’autres similaires).

Exercice 20.2.6. I'espace R* avec les coordonnées (x,y, z,t) est utile en relativité. Ecrire
une base pour chaque espace A2, p =0 — 4.
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Exercice 20.2.7. On peut aussi s’intéresser aux tenseurs symétriques 7' de degré p,
ou T'(V1,Va,...V,) est invariant par permuttation de V; <— Vj, Vi,j. On note S? =
S(T*M @ ...®T*M) cet espace. Quelle est sa dimension? Expliciter une base de S2.
(L’espace a une utilité pour les métriques, voir définition 18.5.1 page 167)

Exercice 20.2.8. Sur R?\ {0}, soit la 1-forme o = df (en coordonnées polaires). Exprimer
« en coordonnées cartésiennes (z,y). Montrer que

1
a=df = R (xdy — ydz) (20.2.10)

Exercice 20.2.9. Sur R?\ {0}, soit la 2-forme appelée “angle solide”, en coordonnées
sphériques,
B =sinf (df A dy)

Exprimer 3 en coordonnées cartésiennes (z!, 22, z3). Montrer que

B = ri?’ (xl (dx2 A dx?’) + 22 (dx3 A dx4) + 23 (dx1 A de))

Exercice 20.2.10. Sur le plan R? en coordonnées cartésiennes (¢, p) on considére la 2-
forme w = dg A dp. Montrer que en coordonnées polaires (r, ) puis en coordonnées (A, 6)
avec A :=7r? on a

1
w=dgNdp=rdrN\df = 2—dA/\d9 (20.2.11)
T

20.2.2 Formule de changement de coordonnées pour les formes
différentielles

Considérons un changement de coordonnées sur R? :

r = (z',2%) =2’ = (2", 27)

On calcule
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dz" A da” = (da"' @ da”® — dz”® ® da'")

oz’ Ox'? ox't
(83&1)( )dx ®dx+< )(6 )dx ® dat
ox'?\ [0z Ox'? 5 1
() (5 o' 0w () (Gir ) 0"
ox'
=Det <8x) (dx1 A dx2)

Par conséquent une 2-forme w € C™ (A?) s’écrit dans I'un ou l'autre des systémes de
coordonnées :

/

w = wy (2') (da"" Ada®) = wy (' (z)) Det (88$> (dz' A dz?)
= w, () (dz' A dz®)

e () = o (o () Dt (57

Cela signifie que w, (7') et w, (z) sont la composante de w relativement a la base (dz'* A dx'?)
u (da' A dx?) respectivement.
Plus généralement, si on a un changement de coordonnées sur R” :

v=(z"...,2") =2’ = (a",...2")
alors une forme volume (i.e. forme de degré n) s’exprime comme

w = wy (z) (dz' A ... Ada™)
= wy (¢') (da A ... A dz™)

avec la formule

wy (2) = wo (2 (2)) - (Det (Zz )) () (20.2.12)

(o (55)) 0= Z e (5m) - (%)

oesm

et avec

Démonstration. QQ O]

Remarque : la formule (20.2.12) est la définition méme du déterminant comme mesurant
la variation de volume. Voir ex. QQ.
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20.3 Orientation d’une variété

On rappelle que A — M est un fibré de rang 1.

Définition 20.3.1. Une variété M de dimension n est orientable si A" — M est le
fibré trivial M x R. De fagon équivalente, chaque fonction de transition (entre cartes)
Tap : R™ — R™ préserve l'orientation : Det (7,5) > 0. Une orientation de M est donnée
par le choix d’une orientation des fibres (orientation de R).

Remarques :
— Par exemple sur R?, une orientation est le choix du sens +dz' A dz? A da3.
— Le ruban de Moebius, la bouteille de Klein sont des surfaces non orientables.
— Un changement de coordonnées x — ' préserve 'orientation si et seulement si
Det ( ) > 0 en tous points.

20.4 Changement de coordonnées et intégrales

Exemple en dimension 2 : Supposons que M est une variété orientée de dimension 2
et que l'on ait un changement de coordonnées qui préserve 1’orientation :
- (1,171,2) = (:U/I,SUIQ)

Rappel : on introduit le Jacobien, qui est la valeur absolue du déterminant de la

. 9z’ .
matrice <W>z o
ox' ox't\ (0 or'?\ [0z
Det : —
o Ox! 0z? Ozt 0z?
si wy (2') est une fonction numérique de z’, alors en théorie de I'intégration, on a la loi de
changement de variable :

[ow@rtias® = [ o) |per (57

o r () = &' ()|t (55 )] (20.42)

Nous allons voir que la formule Eq.(20.4.2) arrive naturellement avec les 2-formes.

On définit donc
/ w —/wm ") dx" da"

ou le deuxiéme terme est la notation habituelle d'une intégrale pour la fonction numé-
rique w (z’). Si lorientation est préservée, cette définition ne dépend pas du systéme de
coordonnées d’aprés Eq.(20.4.1).

)

dx'da? —/wx (z) do* dx? (20.4.1)
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Remarque : A posteriori il n’est pas étonnant que ce soit une 2-forme qui est I'intégrand
naturel pour une intégrale en dimension deux. En effet, on intégre des “éléments de surface”,
et un “élément de surface” (imaginer un petit parallélogramme) est définit par deux vecteurs
tangents V7, V5, et son aire infinitésimale S (V}, V3) est linéaire par rapport a Vi, Vs et anti-
symétrique. C’est donc bien une 2-forme.

Plus généralement :

Théoréme 20.4.1. Si (z', ... 2P) un systéme de coordonnées sur M orientée de dimension
p, et siw € C™ (AP) est une p-forme qui s’écrit w (x) = w, (z) (dx' A ... A dxP) alors on

définit -
/Mw - /wm (2) (da' ... da”)

qui est indépendant du systéme de coordonnées choisies.

Remarque : M peut étre une sous variété plongée d’une variété N de dimension n plus

grande.

20.5 Dérivée extérieure et formule de Stokes

Définition 20.5.1. Sur une variété M de dimension n, pour tout p € [0,n] on définit
un opérateur différentiel d’ordre 1 qui généralise la différentielle d’une fonction, et appelé
dérivée extérieure, notée d : C™ (AP) — C> (APT!), définit par

d: = (A%) = 0= (AY)
(@) () () = 0

d:C> (AY) = O (A2)
30@-

a = q; (z)dr’ — (da) (z) = %dxi A da? (20.5.1)
d: C™ (A%) = O (A?)
B = Bk (x) dz’ A dz® — (dB) (z) = %dﬂ Ada? A da*

etc...
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Théoréme 20.5.2. La définition ci-dessus ne dépend pas du systéme de coordonnées
choisies.

Démonstration. 1l existe une formule géométrique intrinséque qui exprime 'opérateur d.
Par exemple pour p = 1, si « € C® (A'), et Vi, Vy € C* (T M) alors

(da) (Vi, V2) = Vi (@ (V2)) = Va (a (V1)) — ar([V4, V2))

vérifions tout d’abord que da ainsi défini est un tenseur : il faut que en un point fixé, do
soit linéaire par rapport a V; et V5. Pour le vérifier, soit f € C°° (M) une fonction (en
chaque point f (z) est un nombre), on calcule :

(da) (fV1,V2) = fVi(a(V2) = Va (a (V1)) — a([fW1, V2))
= Vi(a(B) = Va(fa (V1)) —a(fWVa = V2fW)
= Vi(a(B) = (Va(f) (V1) —a(fViVa = Vo (f) Vi = f1211)
= Vil (V2)) = (Va(f) e (Vi) = fa (ViVa = VaVi) + (Va (f)) a (V1)
= [ (de) (V1,V2)

on utilise : a (fVa) = fa (Va) comme «v est un tenseur, et Vo fV) = Vo (f) Vi+ fV4Vi, comme
V5 est un opérateur différentiel d’ordre 1, etc...
On vérifie facilement que da est antisymétrique : (da) (Vi, V) = — (da) (Va, V1).
Finalement on vérifie que cette expression coincide avec la définition Eq.(20.5.1). Pour
cela, on prend des vecteurs de base V1 = %, Vi = a -, et @ = a;(x)dz?. On calcule

Vi, V2] =0, et donc (dav) (Vi,V2) = 5 (a5 (2)) — 557 (o (2))-

97
<g§{ dz’ A dﬂ) (V1, Va) donne le méme résultat d’aprés la relation de dua-
lité Eq.(18.4.4). On a vérifié Eq.(20.5.1).
Plus généralement, si w est une p-forme alors

Par ailleurs,

p

(dw)(%,vl,...m:Z(—niv( (VOVVP))

3 0w (Vi) Voo Vi Vi V)

1<J
ou V; signifie que ce terme est absent. ]
Exemples sur R? : Avec les coordonnées cartésiennes (z!,2?) sur R?, expliciter les

formules de la dérivée extérieure, et montrer que
— d: C® (A% — C>(A') correspond au gradient.
— d: C®(A') — C*(A?) correspond au rotationnel
Exprimer ces opérateurs en coordonnées polaires.
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Exemples sur R? : Avec les coordonnées cartésiennes (!, z%, 23) sur R3, expliciter les
formules de la dérivée extérieure, et montrer que

— d: C*> (A% — C> (A') correspond au gradient.

— d: C* (A') — C* (A?) correspond au rotationnel

— d: C®(A?) — C* (A?) correspond a la divergence
Exprimer ces opérateurs en coordonnées sphériques.

Solution : @@

Proposition 20.5.3. Pour f € C*° (AP) et g € C* (A?), on a
d(fNg)=df Ng+ (=1)" f Adg (20.5.2)

Appelée formule de Leibnitz

Exercice 20.5.4. Ecrire la preuve.

Remarque : la formule de Leibnitz généralise le cas connu de deux fonctions d (fg) =
df.g + f.dg.
Exercice 20.5.5. Expliciter dans une base, la formule de Leibnitz Eq.(20.5.2), dans le cas

de M = R3 p,q = 0,1,2,3 en faisant intervenir les opérateurs gradient d : C* (A%) —
C> (A'), rotationnel d : C> (A1) — C> (A?), divergence d : C* (A%) — C> (A3).

Théoréme 20.5.6. L’opérateur d vérifie : pour tout w € C™ (AP),

d(dw) =0 (20.5.3)

OF dai et

Démonstration. On le vérifie dans le cas p = 0. Si f € C (A"), alors df = 5%

d(df) = 5~ <§§]> (da’ A da?)

a 0 o (0
= <6£2>(d Adz?) + W(axfl)(dﬁ/\d:cl)-i—

2
W) dxl A de) - % (dx1 A d:):Q) +
(93: (9 0x20x
=0

utilisant le fait que Qf est symétrique, et (dz® A dz?) antisymétrique en (i <> 7).
q ox J y
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Théoréme 20.5.7. Théoréme de Stokes. Si K C M est un domaine orienté de di-
mension p, on note K son bord orienté, et siw € C™ (AP~1) est a support compact (cad

nulle en dehors d’un ensemble compact) alors

/de:/aKw (20.5.4)

Exemples en petite dimension :
La?), si w = a(x)de! + b(x)dr? est une 1-forme et dimK = 2,

— s R2 x = (2,2
o (ab (z) da (x)) (' A ds?)

dimoK =1 alors
ox! 0x?

la formule de Stokes donne la formule de Green-Riemann :

/ /K (agiff) B a;g)) dotda” = ng (a(z)dz' +b(z)dz?)

— Sur R® z = (z',2% 2%), si f(x) est une fonction (0-forme), K est une courbe

d’extrémitées a, b alors la formule de Stokes donne (en notation classique)

/K gradf.dl = f (b) — f (a)

— Sur R3, z = (2!, 2%, 23), si a (z) est une 1-forme, K est une surface alors la formule

de Stokes donne (en notation classique)
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— Sur R3, x = (2!, 22, 2%), si B(x) est une 2-forme, K est un volume alors la formule
de Stokes donne (en notation classique) la formule d’Ostrogradski

///Kdivﬁ.d3x=/aK§.d2§

Démonstration. (ref : Taylor tome 1. p.70 [29]).

Preuve en dimension p = 2 pour simplifier : comme 'intégrale est invariante par chan-
gement de coordonnées, on considére localement des coordonnées (:El, 1:2), et on suppose que K
correspond au demi-espace 2! < 0, et donc le bord OK correspond a z! = 0, avec la forme volume
dz?. we C® (Al) est une 1-forme. On écrit :

w = wi (z) da' + ws (z) da®

Alors 5 5
w1 w2 ;1 2
dw = 922 de? A dz' + 9l ——dx" Ndx

+ooaw2 1 +ooal _
[aom [\ [ 8 aars [ [ 2000,

Donc

Or ffoo g“f dz! = ws (0, 29)—ws (—o0, 22) = ws (0, x2) car ws est & support compact, et er;O g“;ld 2 =
w1 (21, +00) — wi (21, —00) = 0. Donc
+oo
/ dw:/ wo (O,QUQ)dac2 :/ Wy
K —0o0 oK
)
oK

)/

X1

Preuve identique en dimension quelconque : Comme l'intégrale est invariante par chan-
gement de coordonnées, on considére localement des coordonnées (ml,x2, .. .,:cp) = (:1:1,1:/ ), et
on suppose que K correspond au demi-espace 2! < 0, et donc le bord K correspond a z!' = 0,

avec la forme volume da’ := dx? A ... A dxP. On écrit :

w:Zwi(:r)dml.../\d/:L\‘i/\...dxp

—

ou dx' signifie que ce terme n’y est pas. Alors

dw = 8%()(1 indz' . Adz A . daP
ozt
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Alors

_ ow; (z) , 1 T P
/de—Ei:/K< EI dx)/\dw oANdXt AL dT

=0, mais pour i =1, ff’ 9r(@) gl = (0,2"). Donc

+00 dw;i(z) 7 4
—dv oo Ozl

pour i > 1, alors x; € Ret | =~ =55

/dw:/wl(o,:p’)d:ﬂ’:/ w
K K oK

Définition 20.5.8. Une p-forme w € C*° (AP) est fermée si dw = 0. On note :
2ZP={w / dw=0}
Pour p > 1, une p-forme est exacte si il existe a € C® (AP™1) telle que w = da. On note
B={w | w=da, acC> (A" ")}
Par convention, une O-forme f (z) est exacte si f () = cste. C'est a dire

B =R

Remarque D’aprés Eq.(20.5.3) si w = da, alors dw = dda = 0, donc :
B C ZP

(sous espace vectoriel). Voir figure.
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Lemme 20.5.9. Lemme de Poincaré. Si M = R"™, (ou la boule B" ou espace est
contractile ou étoilé de R™), et p > 1, alors si une p-forme w est fermée (dw = 0) alors w
est ezacte (w = do).

En d’autres termes, si M est contractible alors pour p > 1, ZP = BP.
Preuve : cf |29, p.69]. ou Nakahara p.235. @@

Exercice 20.5.10. Montrer que les formes suivantes sont fermées mais non exactes.
1. Sur 'espace D = R\ {0}, soit la fonction f(x) = 1 pour z > 0 et f(z) = 0 pour
x < 0. Montrer que cette fonction est fermée mais pas exacte.

2. Sur 'espace D = R?\ {0}, en coordonnées polaires, on considére la 1-forme o = df
(qui est bien définie sur D, voir (220)). Montrer que « est fermée mais pas exacte.

3. Sur I'espace D = R3\ {0}, en coordonnée sphériques, soit la 2-forme 3 = sin df Adyp
qui est la 2-forme d’angle solide, bien définie sur D. Montrer que (5 est fermée mais
pas exacte. (En particulier il est incorrect de I’écrire 5 = df) comme on le fait parfois
en physique).

Définition 20.5.11. Si w,w’ € 2P on dit que w ~ w' (équivalentes) si W’ = w + da,
cad si (w' —w) € BP. On note [w] la classe d’équivalence. Et

Zp
Hp (M) = E

I’espace quotient, qui est ’espace des classes d’équivalences, appelé groupe de Coho-
mologie de DeRham de degré p.

— Les groupes de Cohomologie de DeRham #H? (M) ont une grande importance pour
I'é¢tude des caractéristiques topologiques de la variété M. Par exemple comme B° =
R et Z = R™ ot by est le nombre de composantes connexes de M. H® (M) = Rb.
Plus généralement, on appelle b, := dim H? (M) les nombres de Betti.
— D’apreés le Lemme de Poincaré, si M est contractible alors pour p > 1, ZP = BP,
donc H? (M) = {0}.
Exercice 20.5.12. Calculer b, pour M = T". Aide : les générateurs de H" (T™) sont
df A ... A db donc b, = C”.

20.6 Difféeomorphisme entre variétés et transport de champ
de tenseurs

@@ Tiré avant, tiré arriére des tenseurs. Dérivée de Lie de champ de tenseur. @QQ



Chapitre 21

Géométrie Riemannienne et
électromagnétisme

21.0.1 Meétrique induite sur I’algébre extérieure et ’opérateur ad-
joint d*
Considérons une variété Riemannienne (ou Lorentzienne) (M, g) de dimension n.
Notons (e, ...e,) € T,M une base orthonormée de l'espace tangent, pour la métrique
g. Et notons (a!,...a™) € T*M la base duale qui est une base orthonormée de I’espace
dual TFM = Al. Rappelons aussi, Eq.(20.2.2), que (a/* A ... A atv), ., forme une base
des p-formes AZ.

Définition 21.0.1. La métrique g induit un produit scalaire (.,.),» sur chaque es-
pace de p-formes A? x € M, p € N : on décréte que la base (o' A ... A at»)
est une base orthonormée de A?. En particulier, comme dim A”? = 1, on dit que

p1<o.<pp

Mool := 1 N\ ... N\ oy

est la forme volume associée a la métrique g.

(Cette définition ne dépend pas de la base choisie, voir Taylor p.161[29]).
Remarquer que i, est unique a un signe pres, et que le choix de o pour tout x € M
correspond au choix d’une orientation de M (possible seulement si M est orientable).

230
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Proposition 21.0.2. Dans un systéme de coordonnées (z',...x™), la forme volume
s’écrit :

fwor = /G () (dz' A ... A dz™) (21.0.1)
avec G (x) = det(gi; (z)),; est le déterminant de la matrice des composantes de g,
Eq.(18.5.1).
Démonstration. (Taylor T1, p.126, [29]). Au point x € M, on effectue un changement linéaire de

coordonnées y/ = 3. Alz? de fagon que (dyj )j forme une base o.n. de T M (attention cela n’est

valable que au point z et pas dans un voisinage, sinon cela signifierait que g est euclidienne). On
a donc

g(x) = Z dy’ @ dy’ = Z Z AgAidxi ® dz* = Zgik’ () da’ ® da®
on déduit que g = > y A{ A’ soit un produit de matrice, donc det g = (det A)2. Par conséquent

ool = Ayt A ... Ady™ = (det A)dzt AL A dz
= /detgdz' A ... Adaz"

O]

Exemple 21.0.3. sur R?, la forme volume 1, = da' A dz? A da® associée a la métrique
euclidienne s’écrit en coordonnées sphériques, d’aprés (18.5.9) et (21.0.1) :

fhoor = dxt A da?® A dz® = r*sin@ (dr A dO A d)

a déja obtenu ce résultat en (20.2.8) page 219.

Définition 21.0.4. Si o, f € C§° (AP) sont deux p-formes a support compact, on pose :

(0, B)emar) = / (o (2) . B (z)) g et

M

qui définit un produit scalaire sur ’espace des sections C™ (AP)
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Remarques :
— on compléte 'espace C'™ (AP) pour obtenir un espace complet par rapport a la norme
]| := \/{@, @)oo (ary, appelé espace de Hilbert de sections L? (AP).
— Rappelsur 'opérateur adjoint : On rappelle que si A : H; — Hs est un opérateur
linéaire entre deux espace de Hilbert H;,Hs avec des produits scalaires respectifs
()34, 5 (-5 )3, alors son adjoint est Uopérateur A* : Hy — H; défini par :

(Au,v)y, = (u, A"v)y, Vu € Hi,v € Ho

Définition 21.0.5. L’opérateur adjoint de d : C™ (A?) — C> (AP*1), noté
& C% (A1) 5 €% (AP),  peN

est défini par :
<d04, ﬂ)cgo(Apﬂ) = (a, d*ﬁ>C§°(Ap)

et la convention d* = 0 sur C* (A%) = C*° (M) (les fonctions).

Exercice 21.0.6. Montrer ces expressions explicites de 'opérateur d* dans des exemples
simples :

1. Sur l'espace euclidien (R, g = dr @ dzx) si 3 = b(z)dz € C®(A!) est une 1-forme
alors d*f3 est la fonction donnée par :

d%z—(%)éC“Mﬂ (21.0.2)

2. Sur lespace Euclidien (R* g =dz ®@ dz +dy®@dy), si B = Buy (z,y) (dz Ady) €
C> (A?) est une 2-forme alors d*f3 est la 1-forme donnée par :

0B, 0B,
d%:(%%)@—(%%)@ € C> (A (21.0.3)

Proposition 21.0.7. On a
d'd* =0 (21.0.4)

Démonstration. Découle de dd = 0, qui implique que 0 = (dd)* = d*d*.
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21.0.2 L’opérateur Laplacian de Hodge

Définition 21.0.8. Le Laplacien de Hodge (ou opérateur de Laplace-Beltrami)
est

A: C®(AP) > C®(AP), peN

A = (d+ d*)* = (dd* + d*d)

Remarques
— Sur les fonctions C* (A?), alors d* = 0 donc

A=dd
— A* = (dd* + d*d)" = A donc A est un opérateur auto-adjoint (son spectre est alors
sur I'axe réel).

— Dans le cas d’'une métrique Euclidienne définie positive, Si a € C™ (AP), (o]a) =
lall* >0, et

(a, Aar) = (a, (dd* + d*d) a) = (o, dd" o) + (o, d*de)
= (d"a,d"a) + (da, da) = ||d"a||* + |da]* > 0

On dit que A est un opérateur positif (son spectre est alors sur I’axe réel positif).

— On note A®(z) := @)_(A? () l'algébre extérieure au point x qui est un espace
vectoriel de dimension n?. L’opérateur
D :=i(d+d") :C(A®%) = C(A%)

est un opérateur différentiel d’ordre 1 qui vérifie (par définition de A) :
DD =A

On dit que D est un opérateur de Dirac. D est une sorte de “racine carrée du
Laplacien”. (Remarque que D mélange les degrés des formes et par conséquente il
faut considérer 1'algébre extérieure A* dans sa globalité).
— Plus généralement si m > 0 est un paramétre qui correspond a la masse du particule
en physique, en posant
D:=i(d+d)+mld :C(A*) — C(A*)
on a
D*D = A +m*1d
qui est I'opérateur de Klein-Gordon. Cet opérateur de Dirac D est utilisé
pour décrire les particules de spin 1/2 et de masse m (comme le neutron, ’élec-

tron etc..) en mécanique quantique relativiste. Pour les aspects mathématique voir
[30, chap.10].
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Proposition 21.0.9. Expression de A dans un systéme de coordonnées :
Si f € C® (A% est une fonction (Eq.(20.2.])), alors dans un systéme de coordonnées

x=(2',...2"), alors

1 0 1 jk 0
Af——m§axj ((g (z)) G (@)5x ) (21.0.5)

avec G (z) := ‘det (gij (%))

ij

Démonstration. (Taylor p.137 [29]). On utilise eq.(??), eq.(21.0.1) (notant dx := dz! A ...dz").
D’une part

/M<Af, V) ool = / v (Af)VGdx

et d’autre part d*f = 0, donc avec une intégration par parties (p.p.) :
[t ma = [ @ o= [ @
Lo ()2 e
(o () )
1

e (2 )

OxJ
L’identification des deux expressions vraies pour tout f,v € C* (M), donne le résultat.
[
Exercices :  (Taylor [29] p.139)
1. Montrer que en coordonnées cartésiennes sur R*, A = —5". 83732 est I'opposé du

Laplacien habituel.
2. Montrer que en coordonnées polaires sur R?,
B 9?10 1 02
Cor2  ror  rzoe?

3. Montrer que le Laplacien agissant que les fonctions f € C*° (R?) en coordonnées
sphériques sur R? est

10 (,0f 1 o (. of 1 0%f
Af= (T (97") T 2009 (Sm089> T sin? 0 02
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4. Montrer que en coordonnées sphériques sur R”, avec x = rw, w € S™ 1,

_A_82+n—18+1
 Or2? r or  rz

ol Ag est le Laplacien sur la sphére unité S 1.

5. Sur (t,7,y,2) € R* avec la métrique de Lorentz, montrer que

0? 0? 0? 0?

RN
ot 0x?  0y? 022

Ainsi Af = 0 est ’équation d’onde. Remarque : en physique on note [J = A appelé

d’Alembertien. Ce n’est pas un opérateur positif car R* n’est pas euclidien ici.

~Af =

21.0.3 Equations de Maxwell sur une variété Lorentzienne

(ref : [29] p.165).
Soit (M, g) une variété Lorentzienne de dimension 4, qui modélise ’espace-temps (I'uni-
vers).

On va montrer que les équations de Maxwell s’écrivent de fagon géométrique (indé-
pendement du systéme de coordonnées) et faisant intervenir seulement deux champs de
1-formes (des sections du fibré A' (TM)) : A, J qui représentent respectivement le champ
électromagnétique et la densité des charges électriques dans I'univers.

Définition 21.0.10. “Equations de Maxwell en relativité”. Les 1-formes diffé-
rentielles du champ électromagnétique A € C°° (M;A'(TM)) et des charges J €
C> (M; A* (TM)) sont reliées par la relation :

J = d*dA (21.0.6)

Quelques relations se déduisent immédiatement de cette simple relation (21.0.6), utili-
sant (20.5.3) et (21.0.4). Posons :

F:=dAeC™(M;N (TM)) : 2-forme (21.0.7)
appelée 2-forme électromagnétique. Alors :
dF =0, T =0 (21.0.8)

On va maintenant vérifier que dans le cas d’un espace temps plat, 'équation (21.0.6) est
bien équivalente aux 4 équations célébres de Maxwell (1865). Supposons donc qu’il existe
un systéeme de coordonnées dans lequel la métrique sur I’espace-temps est

3
g=—-dt®@dt+) dr'®dx’

i=1
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cad on dit que I'espace-temps est de Minkowski. On verra que sa courbure est nulle.
C’est un espace-temps plat. On verra aussi que ce systéme de coordonnées s’identifie & un
“référentiel inertiel”. Notons et nommons les composantes des tenseurs de la fagon suivante
(les composantes sont toutes des fonctions de (¢, z!, 2% 2?)) :

A=Vdt+ Z Aydx', 'V : potentiel scalaire, A= (Al, A% AS) :potentiel vecteur

F =" Edzx' Adt+ Bida® Ada® + Byda® A dz' + Bsda' A da? (21.0.9)

E= (El, E?, E3) : champ électrique, B= (Bl, B?, B3) : champ magnétique,
(cf (20.2.5)), et
J = pdt + Z Jidx', p : densité de charges, J = (Jl, J?, J3) :densité de courant

(Il est aussi habituel de noter 2° = t ainsi F = > _ F,  da* Ada¥, J = > Judxt, ete.)

w,v=0
Proposition 21.0.11. Dans l’espace temps plat, avec ce systéme de coordonnées
de Minkowski, l’eq.(21.0.7) F = dA s’écrit :
ﬁ - 0A _ By
E=—grud(V)-5-,  B= rot (A) (21.0.10)
Uéquation (21.0.6) J = d*F s’écrit :
=g — g aE —
T = rot <B> -5 p=div (E) (21.0.11)
Uéquation (21.0.8) dF =0 s’écrit :
; 0B . /=
div <B> =0, -4t <E> ~0 (21.0.12)
On reconnait les équations de Mazwell [9].
L’équation d*J = 0 s’écrit :
dp e )
5% + div (J) =0: conservation de la charge (21.0.13)
Démonstration. — Commencons par écrire I’équation F' = dA en coordonnées :

3
dA = (0, V)da' Adt+ (D, Aj) da’ Ada? + Y (9,A;) dt A da’
i=1 i,j i

En identifiant avec 'expression de F', Eq.(21.0.9) on déduit (21.0.10).
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— Pour écrire 'équation J = d*F en coordonnées, il faut connaitre l'expression de d* :
C> (A?) — C*> (A'). On procéde comme dans l'exemples (21.0.3) : soit a = audt +
> idat € C°° (A1) une 1-forme. Alors

do = O i) dzt A dt + (Orav;) dt A dzt + iU da: A da?
x 23 J
’J

—Z (Orev; — Ogicy) dt N da* —i—Z Ogicrj) da' A da?
7.]

Par ailleurs
ZEdt/\dm +Y " Bijda' Ada’? (21.0.14)
1<J

ou B = (By, By, B3) = (3(23), Bz, B(12)). La forme volume est ftyo = dt Adax Adx? Ada3.
On a

(a|d*F) = (da|F)

= / (Z (atai — 8Iiat) Ei + Z (8361'04]' — axjai) B(”)> Mol

i 1<j

- / (Z (=il s + and ) + Z (—a;0,iBj) + aiaxJB(ij))) Hool

i i<i
:/ (ozt (Z axiEi> +Zai ( O E; +Z ~0,5 B jiy +8$JB(2])))) Lol
Donc
F= (Z axiEi) dt + Z ( OE; + Z ~0,5Byji) +aﬂB(m)> da’
— divz(ﬁ) dt + Z (iatEi + (Tot ( )) ) da!

donc par identification des composantes avec J = pdt + >, j;d:ci, on déduit (21.0.11).
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— L’équation dF = 0 donne d’apres (21.0.14)

Zaxj da? Ndt Adz' + 0, (Bj) dt A dat A da?

1<J
+ZZak ”) d$k/\dazi/\d:vj
k 1<j
= (0, (E;) = 0,: (Ej) + 0, (Bij))) dt A da* A da?

1<j

(ZZ@ k (Baj) ) dzt A dz? A da?

k i<J

- Z ((”)t ( )> @) + 0 (E(ij))> dt A dx® A da?
+ (dw <B>> dz' A da? A da®

L’annulation des composantes donne (21.0.12).

— Pour écrire ’équation d*J = 0 en coordonnées, il faut connaitre ’expression de d* :
C> (A') — C*> (A%). On procéde comme dans I'exemples (21.0.2). Soit v € C*° (A”) une
fonction. On a da = (Gpr) dt + Y, (9icx) da* donc

(|d"T) = (da|T)

- (w01 ) e

= /( —dyp) +Z (=0, J; )Mmz
= _/a (8tp—|— div <J>) Hovol

donc d*J = — (8,5/) + div (f)) L’annulation donne (21.0.13).

Remarques :

— les équations de Maxwell couplées aux charges électriques se résument en I’'équation
géométrique (21.0.6) que 'on appelera équation de Maxwell. Comme on 'a vu,
les autres équations en découlent. Il apparait donc clairement, que 1’électromagné-
tisme (Maxwell 1865) est une théorie qui s’exprime simplement dans le cadre de la
relativité (Einstein 1905). Cet indice a fortement guidé Einstein pour découvrir la

relativité. Les quantités (/T, V, E , é, 0, J > introduites par Maxwell sont les compo-

santes de tenseurs et changent si I’on considére un autre systéme de coordonnées,
et donc si 'on change de référentiel. Par contre A, 7, F' définies ci-dessus sont des
quantités géométriques indépendantes du systéme de coordonnées.
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— Nous verrons dans un chapitre ultérieur une interprétation géométrique supplémen-
taire de A comme une 1-forme de connexion sur un fibré sur ’espace-temps et de F’
comme une 2-forme de courbure (dans le cadre des “théories de Jauge”).

— Si f € C®(M;A°(TM)) est une fonction et A’ = A + df appelé changement de
Jauge, alors dA’" = d(A+df) = dA = F. Donc les “potentiels” A et A’ correspondent
aux méme champs électriques et magnétiques F'. Si on choisit f de sorte que d*A’ =
0, on dit que l'on fait le choix de Jauge de Lorentz (qui est un choix géométrique
car indépendant du systéme de coordonnées ou du référentiel, contrairement a la
Jauge de Coulomb qui dépend du référentiel). Alors eq.(21.0.6) donne

AA=-TJ
qui est une équation de type “équation d’onde”.
— Dans la méme base, la quantité (F, F') x> s’écrit
L2 L2
.= 37|

cette quantité est indépendante du systéme de coordonnées. (Cela découle direc-
tement de (21.0.14) et du fait que la base (dt, dz', dz?, dz®) est orthonormée dans
TR : (dt,dt) = —1, (dz',dx') = 1,etc).

Proposition 21.0.12. Formulation variationnelle des équations de Maxwell :
On considere la fonctionnelle au point x € M, appelée Lagrangien électromagnétique :

Lom (A) (2) = —%(F, FYpz + (A, T (21.0.15)

que l'on considére comme fonction de la section A € C*(M;A (TM)). On définit
l’action électromagnétique :

Iem (A) :_[\4£€muUOZ

Alors Iy, (A) est extrémale pour des variations a support compact de A si et seulement
st [’équation de Maxwell est vérifiée :

d'dA=J

Démonstration. Soit B € C§° (M;A' (T'M)) une 1-forme a support compact. On note A, =
A + 7 une variation de A avec 7 € R. Alors I, (A) est extrémale si la variation suivante est
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nulle pour tout 3 :

oI (A+78 B 1
0= UEATD O [ (-5t n) d(a T8 + A+ 76T ) ot

= / (—(d,@,dA>Ag + </87s7>/\%:) Hvol
E / (—<B,d*dA>AgID + <ﬂ,j>A}D) Hvol
— /<5, —d*dA + T) a1 Hool

La derniére expression est nulle pour tout 3, par conséquent —d*dA + J = 0.
O

Le Lagrangien du champ électromagnétique A utilise 'intensité de la courbure : (F, F').
Il est troublant que cela soit aussi fondamental en physique : par exemple le Lagrangien
pour la relativité générale est la courbure scalaire S du champ métrique g sur 'espace
temps.

21.0.3.1 Remarques sur les champs électrique E et magnétiques B

Ces champs apparaissent comme des composantes du tenseur F' dans (21.0.14). Par
conséquent dans un autre systéme de coordonnées, ces composantes sont différentes. Ce-
pendant si on fixe la coordonnée temps ¢ (c’est pour un observateur donné), on peut
écrire (21.0.14) comme

F=—-dtNE+ B (21.0.16)

avec sur l'espace (z', 2% 23), une 1-forme champ électrique :
E =) Eda'
et une 2-forme champ magnétique :

i<j

Le fait que le champ électrique E soit une 1 forme et que le champ magnétique B soit une
2-forme est bien connu en physique d’apres les expériences suivantes (du XIXeme siécle) :
— Considérons un condensateur plan : deux plaques chargées distantes de [ avec un
champ un champ FE entre elles. Considérons un changement d’échelle : les distance
sont divisées par 2. Alors || E|| est multiplié par 2. Cela montre que E se comporte
non pas comme une vecteur tangent a I’espace mais comme un vecteur cotangent :

une 1-forme.
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— Considérons un fil conducteur en boucle dans le plan (z* = 0)avec un courant I qui
circule dans un sens. Cela crée un champ magnétique B selon 'axe 22 qui sort de la
boucle. Si on considére le dispositif dans un miroir (qui serait dans le plan x; = 0),
le courant circule dans 'autre sens et le champ B est inversé. Cela montre que par
le changement de coordonnées (x!, 22, 23) — (—z1, 79, x3) alors B change de signe

comme une 2-forme dans R? (appelé pseudo-vecteur en physique), voir (20.2.6).

21.0.4 Divergence, gradient et loi de conservation

Dans cette section nous voyons une opération naturelle de plus qu’apporte une métrique
g sur une variété M. Il s’agit de la divergence d’un champ de vecteur (et plus généralement
la divergence d’un champ de tenseurs). Nous verrons aussi l'utilisation de la divergence en
physique pour exprimer les “lois de conservations”.

21.0.4.1 Divergence d’un champ de vecteur

Pour la définition qui suit M est une variété différentiable (pas forcément une variété
Riemanienne, c’est a dire munit d’'une métrique g). Rappelons que la dérivée de Lie
Lyw d'un champ de tenseur w par rapport & un champ de vecteur V mesure la variation
infinitésimale de w transportée par le champ de vecteur V. On a la formule de Cartan
Lyw =d(tyw) + ty (dw).

Définition 21.0.13. Si V € C* (T'M) est un champ de vecteur sur une varié¢té M munit
d’une forme volume 0, sa divergence est la fonction divV € C*° (M) définit par

‘CVyfvol = (leV) * Kool

L’interprétation de divV est donc que si (divV) (z) > 0 (respect < 0) an un point
xr € M alors les éléments de volume transportés par le champ de vecteur augmentent
(respect. diminuent) en ce point. Si divl = 0 en tous points alors le flot généré par le
champ de vecteur V préserve le volume : le flot est incompressible.

Remarque 21.0.14. Comme dp,e = 0 (car p,e est une forme de degré maximal) alors
d’apres la formule de Cartan,

Ly oy = (AivV) - pryor = d (Ly fhoor) (21.0.17)

Exemple : Sur R" avec la forme volume i, = do' ®...®@da" si V = > ; Vj%, montrer
que
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Proposition 21.0.15. Si f € C* (M) alors

div (fV) = fdivV +V (f) (21.0.18)

Démonstration. (Taylor T1 ex.3,4 p.130) On a

div (fV) Mool Caian d (LfV,uvol> =d (fLV,uvol> St: df A Ly ool + fd (LV,U/vol)

okes

=df Nty tiwor + f (divV) ppor

Or si a est une k-forme

w(df Na)=(VH)a—df Nya

donc

df A Lv Hvol = (Vf) Hvol
On déduit que div (fV) ppor = (V' f) tiwor + f (divV') pye; donnant le résultat. O]

21.0.4.2 Loi de conservation

On a tout d’abord :

Proposition 21.0.16. Si S C M est une hypersurface, c’est a dire une sous variété de
dimS = n — 1 qui est un bord, c’est a dire S = OM avec M C M, la formule de la
divergence sur M s’écrit :

di VO = d VO - vol — V0, 21.0.1
/./\/l< IVV)M l(21‘0.17) /M <LVM l) Stokes /(9./\/1 tV Hvol /SLVM ! ( 0 9>

Qui signifie que 'intégrale de la divergence de V sur I'espace M est égal au “flux” de
V sur le bord S = oM.
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Proposition 21.0.17. Supposons que V' soit un champ de vecteur de divergence nulle :
divV =0

Soient Sg C M une hypersurface (dimSy = n — 1). On définit la charge totale @y sur

So par
Qo = / Ly Hyol
So

Si 57 est une autre sous variété telles qu’elles forment le bord d’un ensemble : S1 — Sy =
OM alors la charge est conservée :

Q1= Qo
On appelle densité de charge, la (n — 1) forme sur M :

0= Ly ol (21.0.20)

Ainsi la charge sur une hypersurface s’écrit Qg := | P

Remarque 21.0.18. Le résultat est valable si Sy, S; partent a l'infini ot V' s’annulle. Par
exemple dans I'espace temps, S; peut étre la sous variété de “type espace” a t fixée.

Démonstration. On a

Ql - QO - / Ly yol = / Ly Uyol = / dLVMvol = / (leV) * Mool = 0
S1—S0 oM M M

21.0.4.3 Sur une variété Riemanienne

On suppose maintenant que (M, g) est une variété Riemanienne ou Lorentzienne. Rap-
pelons qu’il y a alors une forme volume i, bien définit (au signe prés, et globalement
définit que si la variété est orientable), voir @QQ, qui peut servir & définir la divergence d’un
champ de vecteur d’aprés ci-dessus.

Exercice 21.0.19. Montrer que si (z!,...2") est un systéme de coordonnées sur (M, g)

alors
n 0 (VGVI)
VG & - OxJ

J

divV =

avec G (x) := det (gi; (2)), .-

¥
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Rappelons que on note g : T,,M — T M l'isomorphisme au point x € M induit par la
métrique g.

Définition 21.0.20. Si f € C™ (M) est une fonction on définit son gradient comme
étant le champ de vecteur :

gradf := g (df) € C> (T M)

Proposition 21.0.21. SiV € C* (T'M) est un champ de vecteur et J = g (V') la 1-forme
associée alors

divV = —d*J (21.0.21)
et si M est compacte sans bord (OM = () alors pour toute fonction f € C*® (M),

(Vograd f) po(oary = (—divV, f) o) = /V (f) Hool (21.0.22)

autrement dit l'opérateur grad : C5° (M) — C§° (T'M) est “Uadjoint formel” de (—div) :
C>®(TM)— C*®(M).

Démonstration. On a

(V,gradf)p2(ra) = /(‘/7 grad f) 1, v flvor = /<V> G (df)) 1 nt vor (21.0.23)

/ (V) df )rznapiwor = (J, df ) r2ary = (dJ, )2

/V Mol
Par ailleurs avec (21.0.18)
<d1V‘/, f>L2(M) = /diVVf,uvol = / (le (fV) -V (f)) Mol

Or si 9M = () le premier terme est nul car

/ div (fV') ol = / duy pyol = / Ly oot = 0
M M Stokes Japs
donc (divV, f) 2y = — [V (f) ftwor et utilisant (21.0.23) :

(divV, f)ren) = —/V (f) pwor = =V, grad f) r2rary = —(d*J, f) 2
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Remarque 21.0.22. Par exemple en électromagnétisme, on a d*J = 0 avec J € C*° (A!) qui
est la densité de courant. Cela signifie d’apres (21.0.21) que V = g~ (J) vérifie divV = 0.
Cela donne donc une loi de conservation pour la densité de charges associée.

Remarque 21.0.23. Si S C M est une hypersurface, c’est a dire une sous variété de dim$ =
n — 1. Alors (S, gg) est Riemanienne pour la métrique de M restreinte a S. Il y a une
forme volume associée sur S notée pg. On note v € C (S, TM) le champ de vecteur sur
S, normal et unitaire.

On vérifie (dans une base orthonormée) que si V'€ C* (T'M) est un champ de vecteur
sur M alors sur S la densité de charge (21.0.20) s’écrit :

P = Lv ol = <V> V>':“S

Cela est utile pour exprimer la formule de la divergence (21.0.19) :

/ (leV) Hovol = / Ly Hvol = /(Vva V)‘IUQM
M s S

Qui signifie que 'intégrale de la divergence de V sur I'espace M est égal au “flux” de
V normal au bord S = M.



Chapitre 22

Géométrie symplectique et Mécanique
Hamiltonienne

Références : [1][19] (dynamical systems vol 4).

Nous avons vu au chapitre 21 qu'une métrique Riemannienne ¢g sur une variété M
permet de définir la notion de distance, de volume, etc et que c’est une structure qui
intervient pour formuler la théorie de I'électromagnétisme, les théories de Jauge, ou la
relativité générale sur un espace temps M, mais aussi la théorie de 1'élasticité [21].

Nous allons voir que la mécanique Hamiltonienne dans un espace de phase admet aussi
une formulation géométrique (dont I'origine est probablement la mécanique quantique) et
que cela a de nombreuses applications.

22.0.1 Introduction
22.0.1.1 Meécanique Hamiltonienne sur le plan R?

Equations de Hamilton : Considérons une particule qui évolue a une dimension avec
une variable de position notée ¢ (t) et une variable d’impulsion p (t) qui satisfont les
équations de mouvement de Hamilton :

dg OH
—_ = — 22.0.1
dt  Jp ( )
dp _ _0H
dt g
ou )
p
H =— 4V
(a,p) = 5~ +V(g)

est la fonction Hamiltonien !.

1. semblerait il que la lettre H vienne de Huygens en fait

246
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Passage de Newton & Hamilton : Rappelons que l'origine de ces équations de Ha-
milton (1833) du premier ordre est '’équation de mouvement de Newton (1687) du
deuxiéme ordre :

d%q
m—y = F
I (q)
avec une force F'(q) qui dérive d'un potentiel : F'(q) = ——‘%. Dans la théorie de Newton, on

définit Pimpulsion par p = mv = m%, ce qui donne bien la premiére équation de Hamilton

dt>
dg _ p _ OH 7/ i 40T dp _ — _4dav _ _0H i
i = m = o L’équation de Newton s’écrit alors 5% = F'(q) = dg = —ag e qui donne

la deuxiéme équation de Hamilton.

Formulation géométrique des équation de Hamilton : Si on note R? le plan des
variables (g, p) appelé espace de phase, les équations de Hamilton ci-dessus s’interprétent
comme l’expression d’un champ de vecteur :

.0 .0
V:qa—q—i—pa—p

(voir Eq.(18.3.5) page 154).
Considérons la 2-forme suivante sur I'espace R? :

w:=dq A dp

appelée forme symplectique.

Proposition 22.0.1. Les équations de Hamilton (22.0.1) sont équivalentes a [’équation
sutvante :

w(V,.) = dH (22.0.2)

appelée équation de mouvement de Hamilton.

Remarquer que cette équation est géométrique dans le sens ou il n’'intervient que des
objets bien définis indépendants du systéme de coordonnées choisies sur ’espace de phase.

Démonstration. On calcule la différentielle

OH OH
dH = —dp + —d
dp Pt dq 4

par ailleurs comme w = dg ® dp — dp ® dg on calcule
w (V;.) = qdp — pdg

ainsi on observe que (22.0.1) est juste 'expression de I'équation w (V,.) = dH dans la base
(dgq, dp) (par égalité des composantes). ]
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Exercice 22.0.2. Montrer que en coordonnées polaires (r,6), puis en coordonnées (A, 6)
avec A := mr?, la forme symplectique s’écrit :

1
w=dgNdp=rdrNdi= Q—dA A df (22.0.3)
T

et que 'équation de Hamilton (22.0.2) s’écrit :

i _ oH . _ 10H
{{4 =% {7” =0
_ _oH> ) _ _10H
0 =-%i 0 =—1%
Démonstration. Pour la premiére question, voir (20.2.11). Ensuite on écrit
g .0
V=r—+0-
or 00

alors w(V,.) = ridf — rfdr et dH = 9140 + 92 dr. En identifiant les coordonnées, on
obtient la solution. De méme en coordonnées (A, ). ]

Définition 22.0.3. Sur I'espace de phase R? avec la forme symplectique w, un systéme de
coodonnées (x!, z?) est dit de variables canoniques si la forme symplectique w s’écrit :

w=dx* A dx?

et alors I’équation de Hamilton s’écrit dans ces coordonnées

. OH L, OH

a

= —_— a’: P —
0x?’ ox!

Par exemple d’aprés (22.0.3), les coordonnées (g, p) et (%A,H) sont canoniques. Les
coordonnées (r,0) ne le sont pas.

Remarque : Les coordonnées canoniques en géométrie symplectique sont un peu 1’équi-
valent des coordonnées Euclidienne en géométrie Riemanienne dans lesquels la métrique
s’écrit simplement ¢ = dz' ® dz' + dx? ® dx? + .. .. Voir Remarque 18.5.1 page 170. La
grosse différence est que nous avons vu que des coordonnées Euclidiennes n’existent que
si Uespace (M, g) est plat (courbure nulle) alors que nous verrons que des coordonnées
canoniques existent toujours (c’est le théoréme de Darboux).
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22.0.1.2 Meécanique Hamiltonienne sur la sphére S?

On considére un moment angulaire J (t) e R3et H (j ) son énergie appelées fonction

de Hamilton ou Hamiltonien.
L’équation de mouvement de J (t) appelée équation de Bloch s’écrit :

dJ O0H -
— = —AJ
dt oJ

\a_H_(a_Ha_Ha_H

ou 9% = 55004, 8 Jz> est le gradient de H et A signifie ici le produit vectoriel dans R3.

T (1)

conséquent J € S? évolue sur une sphére de dimension 2.

est conservée au cours du temps. Par

Remarquons tout de suite? que la norme ‘

Exemples physiques :

1. Le cas d’un spin dans un champ magnétique externe B () (qui peut étre variable).
Dans ce cas H (f) = CJ.B(t). Si le champ B est constant, on déduit immédia-
tement des équations de Bloch que le mouvement de J est un cercle qui précesse
autour de 'axe de B.

2. Cas d’un corps rigide (libre dans l'espace ou en chute libre) de tenseur d’iner-
tie (I, 1,,1,) supposé diagonal dans une base (z,y,z) attachée a l'objet. Alors
la fonction de Hamilton qui décrit le mouvement de son moment angulaire est

7 2 Jy g2 .
HQﬁ=f+ﬁ+fvm[uy
Sur la sphére S? du moment angulaire, on introduit la 2 forme d’angle solide qui en coor-

données sphériques s’écrit
w = sinfdy A db (22.0.4)

Proposition 22.0.4. Les équation de Bloch s’écrivent de facon géométrique sur la sphere
S? sous forme Hamiltonienne :

w(V,.)=dH

Démonstration. On pourrait partir des équations de Bloch en coordonnées cartésiennes
(Jz, Jy, J.) et les convertir en coordonnées polaires. Plus rapidement, on peut observer que
la 2 forme w s’exprime dans R3 par (si J € % C R3, et Uy, U, € R? sont des vecteurs), au
point J € S :

or (000) = (G0 02) T

e
2. En effet A7 — A2T) _ 9 d

~y

<8

—_ o7 (2H 7\ —
[ —2J. (2 nT) =0,
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(qui est bien antisymétrique et donne l'aire dans le plan ortohognal au vecteur J ). Donc*?
dJ - dJ =\ = (= o dJ
wj<E,U> - <E/\U> T=(0 A7) =
LN [0H 2 .
- UAJ>.<ﬁAJ) = (dH) 5. (0)
( - (dH) 2

car ((7 AT > est la composante tangentielle (sur la sphére S?) du vecteur U. ]

Exercice 22.0.5. Montrer que ¢q := cos#, p := ¢ sont des coordonnées canoniques sur la
sphére (sur la carte ou elles sont définies), c’est a dire que w = dg A dp et que les équation

de Bloch s’écrivent :
oH ) OH

o PTTag

Démonstration. dg A dp = d(cos@) A dp = —sinfdf A dp = w d’aprés (22.0.4), et d’aprés
la définition 22.0.3 (g, p) sont des coordonnées canoniques. Attention ce systéme de coor-
données exclu les poles = 0, 7 et la ligne ¢ = 0, 27. 11 faut utiliser d’autres cartes. [

q

22.0.2 Forme symplectique sur une variété et équations de Hamil-
ton

Définition 22.0.6. Une forme symplectique sur une variété M de dimension 2n est une 2
forme w € C° (A?) telle que en tout point z € M, w, est non dégénérée (ainsi (T, M, w,)
est un espace vectoriel symplectique) et w est fermée (dw = 0).

Définition 22.0.7. A toute fonction H € C*° (M) appelée Hamiltonien ou Energie,
on associe une champ de vecteur Hamiltonien Vy € C* (T M) défini par

w(Vy,.)=dH & Vg =& ' (dH)

Le flot ¢, engendré par Vg est appelé flot Hamiltonien.

Remarque : La fonction H (t) peut dépendre du temps ¢ € R.

Proposition 22.0.8. Si H est indépendant du temps alors le flot Hamiltonien conserve
I’énergie :

Ve (H)=0 < H(¢i(x))=H(z), Vax,t

3. On rappelle la formule du produit mixte (a A b).c = [a,b,c] = [b, ¢, a] = [, a, b]
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Démonstration. Vg (H) = dH (Vg) = w (Vy, Vi) = 0. O

Définition 22.0.9. La forme volume symplectique est la (2n) forme pu, € C™ (A%")
définie par
Ho = WA ... \NW
—

Dans une base canonique, p, = dgq; A dpy A dga ANdps ... A dg, A dp,.

Théoréme 22.0.10. “de Liouwille”. Le flot Hamiltonien préserve la forme symplectique
w et donc préserve le volume symplectique pi, :

£VHw =0, ‘CVHluw =0

définir la dérivée de Lie £ QQ

Démonstration. D’aprés la formule de Cartan

Ly, w =Ly, (\dcﬁ/) +d(y,w) =d(dH) =0

=0
O

Remarquer que I’hypothése dw = 0 fermée est essentielle dans le théoréme de Liouville.



Chapitre 23

Espaces fibrés et connexions

Référence : Lee, Riemannian Manifolds.

23.1 Espaces fibrés vectoriels

Un espace fibré vectoriel est une collection continue d’espaces vectoriels F, de parame-
trés par x € B, tous de méme dimension. Voici la définition précise :

Définition 23.1.1. Soit B une variété différentiable de dimension n appelée espace de
base. Pour chaque point z € B on considére un espace vectoriel (réel ou complexe) F,
de dimension r appelé fibre au dessus de x. Un espace fibré vectoriel de rang r sur
B, est une variété différentiable F' de la forme

F={(z,v),z€ B,veF,} (23.1.1)

tel que pour tout x € B il existe un voisinage U C B tel que l'espace Fy :=
{(z,v), z € U, v € F,} est difftomorphe au produit direct U x R". (On dit que l'espace
fibré est localement trivial). L’application 7 : F' — B définie par 7 (z,v) = x s’appelle
la projection et I'espace fibré se note aussi F' = B. On appelle B ’espace de base, et
F, la fibre au dessus du point z.

Remarques :
— F est une donc variété de dimension n + 7.
— Dans le cas particulier ou la fibre est F, = T, B, l'espace tangent au point z € B,

alors on notera
T'B={(x,v),xz€ B,veTl,B}

I'espace fibré, appelé espace fibré tangent & B. Dans ce cas, dimB = n =
dim T}, B, le fibré est de rang n. @QQ Dessin QQ

252




CHAPITRE 23. ESPACES FIBRES ET CONNEXIONS 253

F, E

x x

FIGURE 23.1.1 — (a) Schéma d’un fibré de rang 1

— Plus généralement en géométrie différentielle, si B est une variété de dimension n, les
espaces tensoriels forment d’autres espace fibrés vectoriels importants. Par exemple
pour 0 < p < n fixé, en un point x € B, 'espace des tenseurs antisymétriques
de degré p (aussi appelées p-formes) est un espace vectoriel noté A2 de dimension
C?. On note

AP (B) ={(z,a),z€ B, ac A}

I'espace fibré vectoriel des p-formes sur B dont la fibre au point x est F, = A2. Un
autre exemple important (pour la théorie des spineurs) est ’espace fibré vectoriel
A®* = @,A? appelée algébre extérieure, qui est de rang ZZ:O CP = 2". Un autre
exemple important en relativité générale est I'espace fibré vectoriel S (T*B ® T*B)
des tenseurs symétriques de degré 2 sur B, qui est de rang @ Le tenseur
métrique g est un tel tenseur.

— La définition 23.1.1 généralise le cas du fibré tangent, car en général on ne suppose
pas que la fibre F} soit relié d’aucune facon a l’espace tangent T,B. Un exemple
simple d’espace fibré vectoriel est :

F=BxR ={(z,v),z€ BveR"} (23.1.2)

appelé l'espace fibré trivial' de rang r ot chaque fibre est F, = R", le méme
espace vectoriel pour tous les point x € B. On peut donc penser qu'un espace
fibré vectoriel général, sert & étendre la notion du produit direct. Q@
Dessin @QQ

— En physique des particules, en Théorie de Jauge (théorie de Yang-Mills),
on utilise des fibrés vectoriel complexes de rang 1,2,3 sur l’espace temps B : si

1. Tadjectif trivial est utilisé en mathématique pour signifier que le cas considéré est le plus simple (a
la limite de l'intérét).
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B (diffeomorphe & R*) est une variété Lorentzienne qui représente 1’espace-temps,

alors :

— La “théorie de Jauge U (1)”, ou “théorie de ’électromagnétisme” fait intervenir
un espace fibré vectoriel complexe de rang 1 sur B.

— La “théorie de Jauge U (2)”, ou “théorie des interactions électro-faibles” fait in-
tervenir un espace fibré complexe de rang 2 sur B.

— La “théorie de Jauge SU (3)”, ou “théorie des interactions fortes” fait intervenir
un espace fibré complexe de rang 3 sur B.

Dans chacun de ces cas, la connexion du fibré ou “champ de Jauge” modélise

les champs d’interaction (respect. : photon, bosons Z° W W~ et gluons), et les

sections du fibré modélisent les champs de matiére (onde quantique type Klein-

Gordon ou onde classique comme en supra-conductivité). Nous verrons cela en sec-

tion 23.2.8 page 289.

— Un tel modéle de Théorie de Jauge est dit “classique” et est seulement approximatif
en physique, car la nature est “quantique” et il faudrait quantifier ces connexions et
ces sections du fibré (c’est le sujet de la “théorie quantique des champs”). Cependant
le modéle classique est correct dans le cadre approximatif de 1’électromagnétisme
classique (une théorie de Jauge U(1)), qui décrit un champ électromagnétique agis-
sant sur des particules chargées quantiques (mais en négligeant les influences inverses
des particules sur le champs, c’est a dire sans considérer le champ de Jauge comme
dynamique!!). (Pourtant Itzikson-Zuber [18] p.31 Iécrit!!? 7).

— En physique, les champs de matiére élémentaires sont des “spineurs” c¢’est a dire des
sections d’un fibré de spineurs (voir [30] pour une description géométrique).

— En physique quantique standard (pas nécessairement la TQC) il apparait un espace
fibré complexe de rang 1 qui est trés important : c’est le fibré canonique de ’espace
de Hilbert H sur son projectif P (#). Il admet une connexion naturelle qui est
appelée la connexion de Berry.

— En mécanique et dans les problémes adiabatiques, la notion d’espace fibrés est im-
portante. Voir I’exemple du pendule de Foucault ci-dessous.

La définition suivante définit en quel sens deux espaces fibrés sont équivalents.
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Définition 23.1.2. Un isomorphisme entre deux espaces fibrés vectoriels de rang r,
F — B et ' — B (avec le méme espace de base B) est un homéomorphisme (i.e.
bijection continue et d’inverse continue) h : F' — F’ tel que pour tout x € B, on ait
h(F,) = F. et h: F, — F, soit un isomorphisme d’espace vectoriels. Autrement dit, on
demande que h envoie les fibres de F' sur celles de F”’, en respectant la structure d’espace
vectoriel. On dira alors que les espaces fibrés F' et F’ sont isomorphes, et on notera :

F~F
(c’est une relation d’équivalence). En particulier le fibré F' — B est dit trivial si
F ~ (B xR")

On note
Vecty (B)

les classes d’équivalences de fibrés isomorphes, i.e. tous les espaces fibrés possibles et
différents (non isomorphes ) de rangs r sur B.

Exemples
— L’espace tangent T'S* est isomorphe au fibré trivial de rang 1 :

TS' ~ S' xR

En effet en notation complexe, on note e € C un point de S'. Alors un point de
'espace tangent T, S' s’écrit ite®, t € R. Alors on a un homéomorphisme :

h: (eie,itew) eTs' - (ew,t) e S'xR

— Si S C R? est une surface, ’espace fibré normal NS est par définition la collection
des droites IV, orthogonales & T,S au point z € S. Montrons que le fibré NS? a la
sphére S? est trivial :

NS? ~ S? xR

En effet, si 2 € S? C R3, on note tx € NS? avec t € R. Alors on a un homéomor-
phisme :
h:(vtr) € NS* — (x,t) € S xR

— Un résultat important (mais difficile) montre que le fibré tangent 7'S™ est trivial
seulement pour n = 1,3,7, et ces trois cas sont reliés respectivement aux nombres
complexes, quaternions et octonions [17]. On montrera plus loin que le fibré 752
n’est pas trivial (Th. 23.1.9 page 262).
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Définition 23.1.3. Si F' — B est un espace fibré vectoriel, une section globale du fibré
est une application (continue ou C*) s: B — F' qui a chaque point de base z € B associe
un point dans la fibre s (x) € F,. On note

C> (B, F) (23.1.3)

I’espace des sections C* du fibré F'.

F £APEALL »grk\m:,

B e de Base

Remarques :

— Par exemple si F' = B x R est le fibré trivial de rang 1, alors une section s €
C (B, F) est simplement une fonction numérique a valeurs réelles s (b) € R (aussi
noté s € C*° (B) habituellement). Si ' = B x R" est le fibré trivial de rang r, alors
une section est simplement une fonction numérique a valeurs réelles s (b) € R”.
Pour un fibré quelconque, la notion de section généralise donc la notion de
fonction numérique.

— Si & C R? est une surface, une section globale du fibré tangent T'S est tout simple-
ment un champ de vecteur sur S. v, € T, S.

— Tout espace fibré admet des sections, en particulier la section nulle : s (z) = 0, Vz.

— En physique, une section s’appelle un champ (ex : un champ de vecteur est une
section du fibré tangent. Un champ spinoriel est une section du fibré spinoriel). Sauf
exceptions : le champ électromagnétique ou le champ de Jauge n’est pas une section
d’un fibré. On verra que c’est une connexion.

Voici un résultat utile pour détecter si un espace fibré est trivial ou non.
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Théoréme 23.1.4. L’espace fibré F' — B est trivial si et seulement si il existe r sections

globales (sy,...,s,) telles que en tout point x € B, les vecteurs (sy (x),...s, (x)) forment
une base de ’espace vectoriel F, (la fibre au dessus de x), continuement par rapport a .
On dit alors que l'on trivialise le fibré F et que (si,...,s,) est une trivialisation du
fibré F.

Démonstration. En effet si p € F), est un point quelconque dans une fibre, on le décompose
dans la base : p =", #;s; (), avec t; € R, et on a un isomorphisme entre le fibré F et le
fibré trivial B x R" :

h: (x,p) € F — (x,t1,...,t,) € BxR"

On définit la boule de dimension n par :

B, :={z e R" |z| < 1}

Théoréme 23.1.5. Tout fibré F' — B, sur la boule B, = {x € R", |z| < 1} avecn > 1
et de rang r > 1 quelconque est trivial. Plus généralement si [’espace de base B est
contractible alors F' — B est trivial.

Démonstration. (voir [17, prop.1.7, cor.1.8|). L’idée est de “progresser sur des petits ou-
verts”, et utiliser que le fibré est localement trivial par définition. ]

23.1.1 Topologie d’un fibré vectoriel de rang 1 sur S'!

Aprés la définition 23.1.2 d’isomorphisme entre espaces fibrés, il est naturel de se de-
mander si un espace fibré vectoriel F' — B donné de rang r, est isomorphe au fibré trivial
Eq.(23.1.2), et plus généralement de classifier (si possible) tous les fibrés vectoriels de rang
r fixé au dessus d’'un espace de base B fixé, i.e. déterminer 'espace Vecty (B). Détecter
la topologie d'un espace fibré vectoriel F' — B consiste a identifier sa classe d’équivalence
dans Vecty (B). Ces questions sont trés difficiles en général, sauf en petites dimensions.

L’exemple le plus simple est le cas ot I'espace de base est le cercle B = S et le rang
est 7 = 1, c’est a dire que chaque fibre est isomorphe (comme espace vectoriel) a la droite
R.

On imagine sans peine deux exemples d’espace fibré de rang 1 sur S! :

— Le fibré trivial S' x R que l'on obtient & partir du fibré [0, 1] x R sur le segment

x € [0, 1], en identifiant les points (0,t) ~ (1,t), pour tout ¢t € R.
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— Le fibré de Moébius, que l'on obtient a partir du fibré [0,1] x R sur le segment
z € [0,1], en identifiant (0,t) ~ (1,—t), t € R, c’est & dire que l'on recolle les
extrémités a “I’envers”.

Le fibré de Moebius n’est pas isomorphe au fibré trivial. Une fagon de le justifier est que
dans le cas du fibré trivial, le complément de la section nulle (s (x) = 0,Vz) a deux compo-
santes connexes, alors que pour le fibré de Moebius, le complément n’a qu’une composante.
(Faire une construction en papier que l’on coupe au ciseaux selon s (z) = 0).

! — se..c}%'tfﬁf\
nolle

Lo N b )
Jibad Foiiall . STx R gied enen idel (Vo)
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Théoréme 23.1.6. Tout espace fibré réel F — S* de rang 1 est isomorphe au fibré trivial
ou au fibré de Mdebius. Autrement dit il y a seulement deux classes d’équivalences :

Vecty (S') = {0,1}

associée a un indice SW = 0 : fibré trivial, SW = 1 : fibré de Moebius, qui s’appelle
Uindice de Stiefel-Whitney. On dit que lindice SW caractérise la topologie du fibré F.

Démonstration. Partant d'un fibré quelconque F' — S de rang 1, on coupe 'espace de
base S! en un point, et on se retrouve avec le fibré [0,1] x R sur le segment x € [0, 1].
Pour reconstruire le fibré initial F', il y a deux possibilités : pour tout ¢t € R, identifier
(0,t) ~ (1,t), ou (0,¢) ~ (1, —t), ce qui donne respectivement le fibré trivial ou de Moebius.
Plus précisément cette construction montre ’existence d’'un homeomorphisme entre F' et
le fibré trivial ou le fibré de Moebius. ]

Remarque :

— Dlindice de Stiefel-Whitney SW = 0,1 donne donc le nombre de 1/2 tours que font
les fibres au-dessus de l'espace de base S'. Le cas SW = 2 (1 tour complet) est
isomorphe au fibré trivial. On convient donc que 'indice SW € Z/ (2Z), c’est a dire
SW est un entier modulo 2. On verra plus loin, Théoréme 23.1.7 page 260 qu’il est
intéressant d’avoir la structure additive sur les indices SW (1 + 1 = 0 par exemple).

— Remarquer que dans 'espace R?, un ruban faisant un tour, ne peut pas étre déformé
continuement vers le fibré trivial?. Cette restriction est due au plongement dans
'espace R? (dans R*, cela serait possible), et n’est pas une propriété intrinséque du
fibré qui est trivial d’aprés la définition 23.1.2.

Calcul de I’indice topologique de Stiefel-Whitney : Nous avons donné la définition
23.1.3 d’une section s d’une fibré ' — B. On appelle zéro de la section s les points
x € B tels que s(xz) = 0. Une section est localement comme une fonction numérique
a valeur réelle, donc génériquement, elle s’annulle transversallement en des points isolés.
Noter que “générique” signifie “sauf cas exceptionnel”.

La figure suivante montre que l'on a le résultat suivant :

2. Preuve : si on découpe ce ruban sur la section s = 0, on obtient deux rubans entrelacés, alors que la
méme découpe pour un ruban trivial donne deux rubans séparés.
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Théoréme 23.1.7. Si F — St est un fibré réel de rang 1 sur S*, et s est une section
“générique”, alors l'indice topologique SW (F) est donné par

SW(F)= Y o)

z t.q. s(z)=0

ot 0s () = 1 pour un zéro générique de la section s. La somme est obtenue modulo 2, et
ainsi SW (F) € Zy = {0,1}. Le résultat est indépendant de la section s choisie.

A = 4
- —gcﬁzmj de Haé%(w;

SWeAdr 4 =o S
s Bl bunald

23.1.2 Topologie d’un fibré vectoriel de rang 2 sur 5>

Dans cette section nous considérons un autre exemple simple : nous montrons que 1’on
peut caractériser la topologie d’un espace fibré vectoriel de rang 2 sur la sphére S2. Nous
procédons de fagon similaire au cas précédent. Pour simplifier on suppose que les fibres
sont toutes orientées.

Construction d’un fibré de rang 2 sur S?. Voyons tout d’abord comment construire
un espace fibré de rang 2 sur S%. On découpe la sphére S? le long de I’équateur, obtenant
deux hémisphéres H, et H,. On considére les fibrés triviaux Fy = H; x R? et F, = Hy x R?
sur chaque hémisphére. Pour construire un fibré sur S?, il suffit de décider comment “coller”
ou “identifier” les fibres de F} au-dessus de I’équateur avec celles de Fh. Notons 6 € S!
I'angle® (longitude) qui caractérise un point sur I’équateur. Notons ¢ () € S 'angle qui
signifie que la fibre F; (0) est recollée a la fibre F} (0) aprés une rotation d’angle ¢ (6). En
notation complexe, F (§) = ¢ [} (§). Aprés recollement des deux hémisphéres et des
fibres au dessus de 1’équateur, on obtient un fibré F' — S? de rang 2. Ainsi le fibré F que

3. Ici on note S! le cercle. § € St est donc repéré par un angle 6 € [0, 27].
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I’on vient de construire est défini par sa fonction de recollement sur I'équateur :
p:0eS" =) es!
C’est une fonction continue et périodique donc : ¢ (27) = ¢ (0) [27], soit
¢ (2m) = ¢ (0) + 27C, CeZ (23.1.4)

I'indice entier C représente le nombre de tours que fait ¢, lorsque 6 fait un tour. On
appelle C' le degré de ’application ¢ : S* — S'. 1l est clair que deux fonctions ¢, ¢’
sont homéomorphes si et seulement si elles ont le méme degré C' = C’, et par conséquent
les fibrés F' et I sont isomorphes si et seulement si C' = C".
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Théoréme 23.1.8. Tout fibré réel F' — S? de rang 2 est isomorphe a un fibré construit
comme ci-dessus avec une fonction de recollement sur [’équateur. Sa topologie est carac-
térisée par un entier C' € Z appelé (1er) indice de Chern. Autrement dit

Vects, (52) =17

Démonstration. 11 nous faut montrer que tout fibré F' est isomorphe & un fibré construit
comme ci-dessus. Partant d'un tel fibré F', on coupe I'espace de base S? le long de I'équateur
noté E pour obtenir deux fibrés [y — H; et Fy — H,. Chacun de ces fibrés est trivial car*
les espaces de base sont des disques By(voir Théoréme 23.1.5). Le fibré F' est donc défini
par sa fonction de recollement au dessus de I’équateur F. O

Théoréme 23.1.9. Le fibré tangent T'S? n’est pas trivial, son indice de Chern est :

C(T5%) =+2 (23.1.5)

Exercice 23.1.10. Ecrire la preuve du théoréme 23.1.9. Aide : utiliser deux champs de
vecteurs vy, vy sur les Hémisphéres Hy, Ho, comme pour la définition de 'indice de Chern.
Solution : voir page 331.

Remarques :

— Le fibré trivial S% x R? a l'indice de Chern C' = 0.

— On verra plus loin un exemple important en physique® de fibré F — S? de rang 2
réel avec I'indice de Chern C' (F') = —1. Cela nous fera donc trois exemples de fibrés
sur S2, avec indice C' = 0,42, —1.

— Dans les exemples précédents, 'indice de Chern permet de caractériser la topologie
du fibré (& isomorphisme prés). En dimension supérieure, il existe plusieurs indices
de Chern, mais ceci ne suffisent pas en général & caratériser complétement la to-
pologie du fibré. L’exemple le plus simple est un fibré complexe de rang 2 sur S°,
pour qui Vect? (S°) = 74 (U (2)) = {0,1} (appelé “domaine instable”), mais dont les
indices de Chern sont toujours nuls. La K-théorie est une théorie qui fournit une
classification partielle des fibrés vectoriels|17].

4. Voir [17, corrollaire 1.8 p.21] ou d’aprés l’explication suivante : on choisit un vecteur non nul vy €
Fy (zg) ou oy € Hj est le pole nord. Soit xy € E un point sur ’équateur. En utilisant un transport paralléle,
on transporte le vecteur vy du point gy vers zy € F, radialement. Cela définit une section v; jamais nulle
du fibré F; — H;, montrant que ce fibré est trivial, donc isomorphe & F; ~ H; x R2. De méme pour
F2 ~ H2 X R2.

5. en rapport avec le spin 1/2 ou les systémes quantiques a 2 états
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23.1.2.1 Connexion et indice de Chern

On verra plus loin que la topologie du fibré (son indice de Chern) peut se calculer a 1’aide
de la courbure qui provient d’'une connexion. Par exemple dans le cas du fibré tangent a une
surface T'S, on a une expression pour 'indice de Chern a partir de 'intégrale de courbure,
appelée formule de Gauss-Bonnet,

C(TS) = zi//s kd*s (23.1.6)

™

ou k est la courbure de Gauss. Dans le cas de la sphére S? de rayon R, la courbure est

k= partout donnant C (T'S?) = = ffs Ld2s = ‘212 —9

Remarque :

— La courbure d’une surface est une notion de géométrie. Elle varie continuement
et change si on déforme la surface. Au contraire, I'indice de Chern d’un fibré est un
entier, c’est un indice topologique qui ne varie pas lorsque 1’on déforme continu-
ment la surface. C’est une quantité plus “robuste”, et indépendante de la géométrie.
La formule de Gauss-Bonnet (23.1.6) est un exemple de formule ot on déduit des
quantités topologiques a partir de quantités géométriques (Si on modifie la
surface continuement l'intégrand varie, mais le résultat de 'intégrale reste un entier
constant).

23.1.2.2 Topologie d’un espace fibré sur S? a partir des zéros d’une section

Remarquons qu’une section s d’un fibré de rang 2 sur une surface est localement comme
une fonction & deux variables et & valeurs dans R2, donc génériquement, elle s’annulle
transversalement en des points isolés. Si § € S paramétrise un petit cercle de points
autour d’un zéro x € S? de s, alors par hypothése, la valeur de la section s (zy) € F,, = R?
est non nulle pour tout zy, et 'on note ¢ € S! son argument. Au zéro est donc associé une
application ¢ :  — ¢ (0) dont le degré aussi appelé indice du zéro de la section (défini
par Eq.(23.1.4)), sera noté o, (z) € Z. Génériquement, o, () = £1. (Noter que le signe
de o, () dépend de l'orientation choisie de I'espace de base et de la fibre. Dans le cas du
fibré tangent, ces deux orientations ne sont pas indépendantes, et le résultat o, (x) devient
indépendant de l'orientation).
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Théoréme 23.1.11. Si F — S? est un fibré réel de rang 2 sur S?, et s est une section
“générique”, alors l'indice topologique de Chern C'(F) est donné par

CFy= Y o S/ (23.1.7)
z 1.q. s(z)=0

o o5 (x) = +1 caractérise le degré du zéro. Le résultat est indépendant de la section s
chotsie.

Démonstration. Dans la preuve du théoréme 23.1.8, on a construit des sections jamais
nulles v1, vy respectivement des fibrés ' — H,, ' — H,. Si on modifie ces sections vy, vo
pour les faire coincider sur ’équateur dans le but de construire une section globale s du
fibré ' — S2, on peut y arriver sauf en des points isolés, qui seront les zéros de s, et on
s’apercoit que la somme des indices sera égale au degré de la fonction de recollement ¢
donc a C (F). O

Exemple du fibré tangent 7'S? La figure suivante montre un champ de vecteur sur la
sphére S2. C’est une section globale du fibré tangent. Ce champ de vecteur a deux zéros
d’indice +1 chacun. Ainsi on retrouve C (T'S?) = +2, soit Eq.(23.1.5).
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— C=d44d4=2

Remarque : Sil’on souhaite expliciter le champ de vecteur, on peut prendre le vecteur
fixe dans R? : V' = (0,0, 1) orienté selon I'axe 2. Alors pour un point z € S? donné¢, on
choisit :

V, =PV eTS? (23.1.8)

est un vecteur tangent (ici P, est le projecteur (77?)). Le champ de vecteur V, s’annulle au
pole nord et sud, avec un indice +1.

Exercice 23.1.12. Le fibré canonique sur P (C?)

Considérons 'espace vectoriel complexe H = C2. 11 est utilisé en mécanique quantique
pour décrire des systémes & deux niveaux. Si ¢ € C2, 1 # 0, on associe 'espace de
dimension 1 :

W] ={ M, eC}cC
Alors I'ensemble de ces espaces est noté P (C?) appelé espace projectif complexe.
1. Montrer que P (C?) = S? est une sphére.

2. Pour un point [¢)] € P(C?) on associe l'espace vectoriel Fiy; = [¢] lui méme. On
obtient un espace fibré complexe de rang 1

F—P(C?
appelé fibré canonique sur P (C?). Montrer que son indice de Chern est :
C(F—-P(C%))=-1

Exercice 23.1.13. Une matrice Hermitienne 2 x 2 peut s’écrire :

10+ iy ) 1 o

avec & = (z,y,2) € R § € R et les matrices de Pauli ¢ = (0,,0,,0.). On a Tr (H) = 6.
On va supposer 6 = 0.
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FIGURE 23.1.2 — Surfaces de genre ¢

1. Calculer les valeurs propres E_ (¥) < E, (¥) de H. Pour quel(s) paramétres Z a t-on
dégénérescence F, (7) = E_ (&) 7 Tracer les surfaces Ey (z,9,0) € R en fonction de
(z,y) € R?. Pourquoi appelle t-on cela le “point diabolo” ?

2. Si il n’y a pas dégénérescence, on note F. () C C? les espaces propres associés
(espaces complexes de dim 1). Si B C R? est une surface plongée, qui ne contient pas
les lieux de dégénérescence, on obtient donc deux espaces fibrés de rang 1 Fy — B.
Donner la valeur des indices de Chern C' (FL), selon la surface B.

3. Plus généralement, si B est une surface (dim 2 réelle) compacte interprétée comme
un “espace de paramétres”, et b € B — H (b) € Herm (C?) une famille continue
de matrices Hermitiennes dépendant des parameétres b, a quelle condition F, — B
définissent des espaces fibrés de rang 17 Dans ce cas donner une formule pratique
pour calculer leur indices de Chern C' (Fy).

Exercice 23.1.14. Surfaces fermées orientées
Solution : voir page 332.

On admet le résultat suivant dit “théoréme de classification des surfaces” : une surface
orientée fermée sans bord est homéomorphe & 'une des surface suivante, caractérisée par
son genre g € N, qui est le nombre de “trous” c’est a dire de “ances”

On note & une telle surface, et on défini 'indice de Chern du fibré tangent T'S par

I’entier :
C(TS) = Z os (%)
z*e€S,/s(x*)=0

ol s est une section générique de T'S (i.e. champ de vecteur), et o, (2*) = £1 est le degré
du zéro de la section en z*. On a vu que C (T'S) ne dépend pas de la section s choisie.

1. On choisissant une section appropriée, montrer graphiquement que
C(TS)=2-2g

2. Une triangulation (respect. polygonisation) de la surface est un graphe recouvrant
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la surface et dont les faces sont des triangles (respect. polygones). On note

V= nombre de sommets (Vertices)
E = nombre d’arétes (Edges)
F = nombre de faces

et 'on définit I'indice d’Euler Poincaré par
X(S)=V-E+F

Montrer que

X (8)=C(TS)

et déduire donc que x (S) est indépendant de la triangulation. (Aide : utiliser une
section globale de T'S adaptée a chaque triangle, avec un zéro au centre de la face,
au milieu des arétes, et aux sommets)

3. Choisir des exemples de triangulation (ou polygonisation) de la sphére (ou du tore)
et vérifier la formule y (S) = C (T'S) = 2 — 2¢. (Ex : tétraedre, etc...).

23.2 Connexion et dérivée covariante

23.2.1 Définition d’une connexion ou dérivée covariante

— Soit M une variété. On considére un espace fibré vectoriel
F—M

de rang 7.
Rappel : cela signifie que en tout point x € M, la fibre F, est un espace vectoriel
réel (ou complexe) de dimension 7. Voir definition Eq.(23.1.1) page 252.
— Eventuellement, on supposera qu’il y a une métrique® dans chaque fibre F,, notée
h.. Ainsi si s, $9 € F.
hx (81, 82) eR (2321)

On notera
|s|> = hy (s, 5) (23.2.2)

la norme associée.
— Si le fibré est complexe de rang r, i.e. dim¢ F), = r, la métrique h est une métrique
hermitienne”. On dit que F est un espace fibré hermitien.

6. Attention, il s’agit d’'une métrique dans chaque fibre F, et non pas d’une métrique sur M qui
correspondrait & une métrique sur chaque espace tangent T, M.
7. cad h(asy,bsz) =abh (s1,s2), pour a,b € C
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La notion de connexion que ’on va introduire maintenant est une structure supplémen-
taire sur l'espace fibré qui “connecte” les fibres les une aux autres (localement). Lorsque
on se déplace continuement d’une fibre & une autre en suivant cette connection, on dit
que 'on suit le transport paralléle. Il y a plusieurs facon équivalentes de formuler la dé-
finition d’une connection, et la plus pratique utilise 'opérateur différentiel appelé dérivée
covariante. Si on se déplace d'une fibre & une autre sans suivre la connexion, la dérivée co-
variante mesure la déviation par rapport au transport paralléle. Voici la définition précise,
et son interprétation ci-dessous :

Définition 23.2.1. Une connexion D (ou dérivée covariante) sur un espace fibré
vectoriel FF — M est un opérateur différentiel d’ordre un :

D:C®(F) = C*(A'®F) (23.2.3)
tel que pour toute fonction f € C*° (M), et section s € C* (F)
D(fs)=(df)s+ f.Ds: (23.2.4)

appelée régle de Leibnitz. (équation interprétée ci-dessous). Si de plus, il y a une
métrique h sur F, on impose a la connexion de préserver le produit scalaire : si
1,89 € C™ (F),

d(h(s1,82)) = h(Dsq,82) + h(s1, Dsg) (23.2.5)

(équation interprétée ci-dessous). On dit que la connexion est compatible avec la mé-
trique hermitienne h.

Remarques :

— D’une certaine fagon la connexion généralise la différentielle d, Eq.(20.5.1), qui cor-
respond au cas d’un fibré trivial ' = M x R”" et pour laquelle on a la régle de
Leibnitz (20.5.2).

— Pour expliquer la définition ci-dessus, notons que en tout point x € M, le produit
tensoriel AL ® F, est un espace vectoriel et donc Ds € C*™ (A! ® F) signifie que
(Ds) (x) est a valeur dans cet espace. AL = T*M est espace cotangent, le dual de
I'espace tangent, donc la composantes dans A de Ds est faite pour se contracter
avec un vecteur tangent : si V' € T, M est un vecteur tangent alors (Dys) (z) € F.
Donc si V€ C®(TM) est un champ de vecteur et s € C*™ (F) une section, la
“dérivée covariante selon V7 donne une autre section :

s' = Dys € C® (F)
et la relation de Leibnitz s’écrit (utilisant (18.4.1)) :

Dy (fs)=df (V) s+ fDys=V (f)s+ fDys (23.2.6)
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— La figure ci-dessous montre que au point x € M, Dys (x) € F, mesure 'écart entre
la section et le transport paralléle dans la direction V.

Y b
B2 o
\ = - - ‘DIA B Fmrf" WAQQQE fe
T
X
D
commaxion, Denivse (orenceds v

— En particulier, on dit que la section s suit le transport paralléle selon la direction
V au point x € M si

(Dys) (z) =0.

— Expliquons Eq.(23.2.5) : SiV € C* (T'M) est un champ de vecteur, alors Eq.(23.2.5)
et Eq.(18.4.1) donnent :

V (h(s1,82)) = dh (s1,82) (V) = h(Dysi,s2) + h (s1, Dy sz)

ce qui signifie que la variation du produit scalaire h (s, s2) dans la direction V' est
liée aux dérivées covariantes Dy sy et Dy so. En particulier, si les sections s; et s
suivent le transport paralléle selon la direction V', c’est a dire si Dy sy = 0, Dy sy = 0,
alors V' (h (s1,52)) = 0. Le produit scalaire h (s, s) est constant et donc préservé
dans la direction V.

— Sur tout fibré vectoriel, il existe toujours des connexions. (preuve : on en construit
par partitions de l'unité |15, p.19])

23.2.2 Exemple : la connexion de Levi-Civita

Il s’agit d'un exemple trés important, qui apparait souvent en physique et qui d’un
certain point de vue est universelle, au sens ou tout fibré avec connexion peut se ramener
a cette situation.

Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) fixé munit d’une métrique h (Euclidienne
ou Hermitienne), et M une variété différentiable. Soit r» > 1 entier. On suppose donnée
une application C* :

FizeM—F,CH (23.2.7)
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ou pour tout x € M, F, est un sous espace vectoriel de H de dimension r. Cela défini un
espace fibré vectoriel de rang r sur M noté F' — M. Notons

P.:H— F,

le projecteur orthogonal sur F,.

Théoréme 23.2.2. L’opérateur différentiel
D:=P.d (23.2.8)

ot d la différentielle ordinaire dans H, est une connection compatible avec la métrique,
appelée connexion de Levi-Civita.

Démonstration. Vérifions d’abord que D satisfait bien Eq.(23.2.4). On utilise le fait que
pour une section s € C* (F), s(z) € F,, donc P,s(x) = s(z). On calcule dans l'espace
H :

D (fs) = Pd(fs)= P ((df)s+ fds) = (df) Ps+ fPds = (df) s + fDs.

On vérifie maintenant que D vérifie la relation de compatibilité Eq.(23.2.5). Une section
s1 € C™ (F) peut étre considérée comme une application s; : M — H. Alors

dh (s1,82) = h(dsi, s2) + h (s1,ds2)
or Psy = sy et P est un projecteur orthogonal donc P = P, donc
h(dsy,s9) = h(dsy, Psg) = h (PTdsl, 52) = h(Pds1,$2) = h(Dsy, s2)
de méme h (s1,dss) = h(s1, Dsg). On obtient Eq.(23.2.5). O

Nous allons considérer maintenant deux exemples particuliers mais importants en physique
de connexion de Levi-Civita provenant d’une application comme (23.2.7).

23.2.2.1 Exemple : fibré tangent 7'M d’une variété M C R". Pendule de Fou-
cault

Pendule de Foucault : Pour plus de détails, voir le cours [13].

Dans l'espace euclidien R? (donc ici H = R?), considérons une surface S C R? lisse. En
chaque point x € S, 'espace tangent T,S C R? est un sous espace linéaire de R3. Ainsi
lapplication F': x € S = F, :=T,S C R? est de la forme (23.2.7).

La connexion de Levi-Civita D = P,d définie plus haut est dans le cas présent une
connexion sur le fibré tangent 7'S.

Il se trouve que cette connexion a une importance directe dans 1’évolution du “pendule
de Foucault”. Dans ce cas, on considére la surface S = S? (surface de la Terre, fixe par
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rapport aux étoiles). Le direction du pendule de Foucault est repérée par un vecteur tangent
vy € T,S?. Comme la Terre tourne, le point = se déplace sur la surface S?. On montre que
par “principe d’inertie”, et dans le régime adiabatique (période du pendule <période de
rotation de la Terre) que le vecteur v, suit le transport paralléle :

Dv, =0

Cette équation détermine 1’évolution du pendule.

Remarque 23.2.3. Le produit scalaire euclidien sur R? induit un produit scalaire sur chaque
espace tangent 7,.S, autrement dit une métrique g sur la surface S appelée métrique in-
duite. On montrera dans la Section 23.3 que la connexion de Levi-Civita considérée ici
est identique a la connexion de Riemann définit directement par cette métrique g. (La
connexion de Riemann est associée a une variété Riemannienne, et ne nécessite pas que
celle ci soit plongée dans un espace Euclidien. On parle de connexion “intrinséque”).

Fibré tangent 7'M d’une variété M C R" Plus généralement si M C R" est une sous

variété de ’espace euclidien H = R", on a les méme considérations, i.e. une connexion de

Levi-Civita sur I'espace tangent T'M et une métrique induite g sur M. De plus la connexion

de Riemann définie plus loin coincide avec cette connexion de Levi-Civita.

— Dans le cas d’un sous espace linéaire M C R™ alors T,M = M est constant. Par

conséquent le projecteur P, est aussi constant et pour une famille de vecteurs v €
T,M = M, la dérivée convariante D = Pd = d s’identifie & la dérivée ordinaire d.

Dans le cas d'une variété M C R" (penser une surface S C R?), il y a plusieurs notions

importantes que l'on peut considérer a partir de la connexion de Levi-Civita :

Géodésiques : Si () est une courbe paramétrée sur M, alors on considére son vecteur

vitesse v (t) = ‘;—Z (vecteur tangent & ), et par définition on dit que 7 est une géodésique

si v (t) suit le transport paralléle, i.e.

D, =0 (23.2.9)
ou % = 0. Intuitivement cela signifie que v (¢) reste le plus paralléle possible. (Noter que
dv

dans le cas d'un sous espace linéaire cela donne ¢ = 0 soit v = cste. Donc une géodésique
est une droite paramétrée de sorte a avoir une vitesse constante).

— De fagon “expérimentale” pour construire une géodésique sur une surface S, partant
d'un point zy et d'un vecteur vitesse vy € T,,S, il suffit de poser soigneusement
un ruban de scotch partant de ces conditions initiales. Plus généralement montrer
I’équivalent de cette affirmation pour une variété M C R"?

— En relativité générale, I'espace temps est une variété Lorentzienne M. Si on imagine
M C RY™ comme sous variété d’un espace linéaire de Minkowski R'™ (on suppose
que T, M n’est pas de type espace en aucun point), le fibré tangent T'M a une
connexion de Levi-Civita. En relativité, la “ligne d’univers d’une particule libre” est
une géodésique. Le transport paralléle d'un repére le long de cette géodésique définit
le “référentiel d’inertie” de la particule.
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Holonomie : On verra ci-dessous la notion d’holonomie induite par la connexion. Par
exemple, 'angle de Foucault mesuré aprés un jour est une holonomie. Pour une surface,
I’holonomie est est angle. Plus généralement dans le cas M C R"™, I'holonomie est une trans-
formation orthogonale de O (n) (SO (n) si la variété est orientée). En relativité, I’holonomie
a une importance pour 'effet de “précession de Thomas” (ref : Itzykson-Zuber).

23.2.2.2 Exemple de la Connexion de Berry

Pour plus de détails, voir le cours [13].
En mécanique quantique 1’état d’un systéme physique est représenté par un vecteur
1 € ‘H dans un espace de Hilbert. L’équation de Schrédinger qui régit 1’évolution temporelle
de 1 (t) est linéaire (on a posé h=1) :
dy 4
1— =H 23.2.10
W i (23.2.10)
et par conséquent cela définit une évolution sur I'espace projectif [¢ (¢)] € P (H). Il est donc
naturel de considérer le fibré canonique F' — P () qui est un fibré de rang 1 complexe, et
ou une fibre au dessus de [¢)] avec ¢ € H b # 0, est définie par

F[w] = {)\w,A € (C}
c’est a dire les vecteurs proportionnels & ¢). On a une application
F [w] G]P(H) _>FM CH

qui est de la forme (23.2.7). Par conséquent il y a une connexion de Levi-Civita sur le
fibré canonique, appelée “connexion de Berry” en physique. On montre que 1’évolution
quantique ne suit pas le transport paralléle de cette connexion :

Proposition 23.2.4. Si ¢ (t) est solution de l’équation de Schridinger (23.2.10), alors
la dérivée convariante est donnée par :

Dy (YHY)

v _ b 23.2.11

dt (Yly) ( |
on voit apparaitre “I’énergie moyenne” Ey, = %ﬂj@

Exercice 23.2.5. Montrer (23.2.11).
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23.2.3 Expression de la connexion par rapport a une trivialisation
locale du fibré

(réf : J.P. Demailly chap.V [10]).
Soit F' — M un espace fibré vectoriel de rang » munit d’une connexion D. Soit U C M
un petit domaine ouvert, tel que le fibré F' — U soit trivial ®.

23.2.3.1 Choix de Jauge
On rappelle une définition déja donnée au Th. 23.1.4 page 257.

Définition 23.2.6. Un “choix de Jauge” ou trivialisation du fibré F' — U est un
ensemble de r sections C* de “référence”

o= (01,...,0.) (23.2.12)

tels que pour tout x € U, (01 (x),...,0, (x)) forme une base de la fibre F,.

;2,0

Ainsi, une section s € C* (F') peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs

de base : i

s(@) = v (x)ou(z) =0
p=1
ot Y* (x) € R formant les composantes’, sont des fonctions C* a valeurs réelles (ou
complexes pour un fibré vectoriel complexe).

8. Rappelons que pour des raisons de topologie (voir Th. 23.1.4 page 257), si le fibré F n’est pas trivial,
il n’est pas possible de trouver une trivialisation sur tout I’espace M, mais cela est toujours possible sur
un voisinage U d’un point par définition d’un espace fibré. (Il suffit que U soit contractile).

9. Par convention, on utilisera des indices grecs p, v, ... pour les composantes dans la fibre F;, et des
indices 1, j, . . . pour les coordonnées sur M ou les composantes dans ’espace tangent.
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Pour chaque p € {1,...,7}, la dérivée covariante de la section o, est Do,. C’est une
1-forme & valeur dans F' que I'on décompose aussi par rapport a la base (), :

Do, =Y _ Ao, (23.2.13)
A=1

oll composante Aﬁ € C° (A') est une 1-forme sur U C M, et ensemble de ces composantes
forment une matrice ' :

A= (4)) € C* (A' ® Hom (R",R"))

puA=1...r

appelée la matrice de 1-formes de connexion ou “potentiel de Jauge” qui repré-
sentent la connection par rapport a la trivialisation. Noter que A dépend du choix de
Jauge o.

La régle de Leibnitz (23.2.4) donne alors :

Ds=D <Z W@) => djror+> 4" Do, (23.2.14)
H A M
= dron+ Y Aoy = (dzw +> WA;) o
A A H

A

donc en abrégé :

Ds~ dip + A (23.2.15)

Interprétation : si V' € T, M est un vecteur tangent alors la dérivée covariante Dy s ~

V (¢) + A (V) est représenté sur la figure suivante (dans le cas simple d’un fibré en
droites, i.e. de rang r = 1).

Lommaxion por aﬂa{a?&xiﬁ" A wove section do

Aﬁg&@w@ T

10. Rappel : Hom (R",R") est I’espace des matrices r x 7 (ou homomorphismes de R" dans R"). Ce sera
Hom (C",C") pour un fibré complexe.
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Ecriture dans un systéme de coordonnées Si (zy,...2,) est un systéme de coor-
données locales sur U C M, alors pour chaque indice p,v =1...7 la 1 forme A} s’écrit

Z A dxj

avec les composantes

Ay (x) =1A;  (r) € C.

Mo

De méme

et donc (23.2.14) donne

(do? ® o)) (23.2.16)

||
|| M
QD
%
+
s\g
<
=
fm

faisant apparaitre la composante (% +iy i w“Aﬁ’j> qui est 'expression que 1’on ren-
contre dans les livres de physique comme définition de la dérivée covariante.

23.2.3.2 Cas d’un fibré hermitien :

Si de plus F' est un fibré hermitien de rang r, cela signifie qu’il y a une métrique h,
dans chaque fibre F, voir eq.(23.2.1). Chaque espace F}, est un espace hermitien !

11. Rappels sur le groupe unitaire et ses générateurs :

Il faut avoir présent a 'esprit les résultats suivants sur le groupe U (r) des matrices r X r unitaires,
c’est adire U € U (r) vérifie U*U = 1d . Si F est un espace vectoriel complexe de dimension 7 munit d’une
métrique hermitienne A, alors un opérateur unitaire est représenté dans une base orthonormée par une
matrice unitaire.

Si on écrit U = exp (A), on dit que A est un générateur de U (ou élément de 1’algébre de Lie
u(r)). alors U*U = Id < exp (A*)exp (A) = exp (0) & A* + A = 0. Autrement dit A est une matrice
anti-hermitienne :

A*=-A
Une écriture équivalente (préférée en physique quantique) est U = exp (iH) avec H hermitien : H* = H =
—iA. On écrit
H € Herm (C")

Dans le cas 7 = 1, (une matrice unitaire U € U (1) est un nombre complexe de module 1), U = e = €%,
avec A = ip € iR.
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Proposition 23.2.7. Pour un fibré hermitien, il est naturel de choisir les sections o de
références (25.2.12) formant une base orthonormée, c’est a dire que en tout point x € M :

hy (0, (z),0, () =0,

Par rapport a un tel choix de trivialisation, la matrice de connexion A(x) est anti-
hermitienne, c’est a dire : A* (x) = —A(x). Dans le cas d’un fibré hermitien de rang
r =1, alors A(x) € iR. Voir figure.

Schotrma de ,Ar[\/) M

Démonstration. Avec I'équation de compatibilité (23.2.5) on déduit :
0=dh(ou,0,) =h(Doy,0,)+ h(o,, Do,)

=h <Z Az(f)\,O',,> +h <aﬂ, ZA;\O')\>

:Z U,\,ay ZA h(ou,0x) z:—l—Afj
A 5)\,11
= (A4 A
donc
A+ A=0 <iA=(A)

23.2.3.3 Transformation de Jauge

Si & est une autre trivialisation (i.e. autre choix de Jauge) du fibré F' — U, avec U C M,
on écrit

G(r)=T(z)o(zx), x€U, T(z)eGL(F,) (23.2.17)
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ou T (z) € GL (F,) est une application linéaire inversible inversible de F}, i.e. une matrice
r X r inversible qui transforme la base o (z) en la base & (x). On dit que Eq.(23.2.17) est
une transformation de Jauge. 7' (z) € GL (F,) dépend de x € U de fagon C*.

Noter que si le fibré I’ est hermitien et que les bases ¢,c sont orthonormées, alors
T (x) € U (r) est une transformation unitaire (ou T (z) € O (r) orthogonale dans le cas
d’un fibré réel). Si de plus le fibré est de rang r = 1, alors

T (x) = ¥, o(z) eR

est un nombre de module 1, caractérisé par une phase ¢ ().

Proposition 23.2.8. Avec un changement de trivialisation Eq.(23.2.17), la matrice de
1-forme de connexion A se transforme comme :

A=TAT ' +d1. T (23.2.18)
Une section s s’éerit : }
s=v.0=v.0

et donc les composantes se transforment comme :

O(a) =@ T (@) = (T (1)) ¢ ()

Remarque 23.2.9. Dans le cas d’un fibré hermitien de rang r = 1, alors T (z) = ¢#(®),
A € C° (A') est une 1-forme & valeur dans iR, et on obtient

A=e®Ae™ +d () e (23.2.19)
— A+idy (23.2.20)

Dans un systéme de coordonnées (z!,...z"), on écrit la 1-forme

A=iA=) iA(z)da' (23.2.21)

—

Les composantes réelles A (x) = (A (2),... A, (2)) de Eq.(23.2.19) s’écrivent :

ff: A+ grad ()

qui est Iexpression de Transformation de Jauge rencontrée en électromagnétisme pour le
potentiel vecteur.

Démonstration. On a par définition
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donc en utilisant la régle de Leibnitz

D (To) = ATo
edT o+ TAo = ATo
edT +TA=AT
SA=dT. T~ '+ TAT™

Aussi

23.2.4 Courbure

Avant de définir la courbure, on généralise I'action de la dérivée covariante aux p-formes
a valeur dans F'. Le cas p = 0 est déja définit par Eq.(23.2.3).

Définition 23.2.10. On définit la dérivée covariante agissant sur 'espace des sections
C*(APQF) :
D:C*(N@F) = C® (A" ®F)
pour tout p > 0, en imposant que si f € C (AP) et s € C* (F') alors
D (fs) = (df) s+ (—1)" f A Ds
I1 découle de (20.5.2) que pour tout s € C* (A?® F') alors

D(fAs)=df Ns+ (=1)" f A Ds

Remarques :
— Cela est similaire a la loi de Leibnitz des formes différentielles Eq.(20.5.2). C’est une
extension de la loi de Leibnitz aux formes différentielles & valeurs dans un fibré F'.
— SiseC® (N ®F), et
§ >~

g

alors comme pour Eq.(23.2.15), on obtient :

Ds~dp+ (-1)"ypNA
~ dip + AN (23.2.22)
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Théoréme 23.2.11. "Définition de la courbure Q7. Pour tout s € C* (A1 ® F) on
a:

DDs=QAs (23.2.23)
avec

Q e C* (A* @ Hom(F))

(c’est a dire que en chaque point x € M, Q (z) € A2® Hom (F,) est une 2-forme a valeur
dans les transformations linéaires de la fibre F, (ou anti-hermitien, iHerm (F,), si le fibré
est hermitien). ) est appelé tenseur de courbure.

Par rapport a une trivialisation o,

D~ Q, =dA+ANA (23.2.24)

(ou AN A signifie la matrice de 2-formes : (ANA)) = 37\ Ay AN AY), et Q, (2) €
A2 ® Hom (R") est la matrice de 2-formes qui représente Q dans la base (0u), c’est a dire

Qo = ()0,

m

Remarque : de fagon similaire on peut écrire l'effet sur les composantes. Sis =Y "o,
alors QA s =) Yo, avec Y =37 (), AY”.

Démonstration. On a
Ds>~dyp+ ANy

donc
DDS%d(dw—i-A/\lﬁ)—i—A/\(dw—i—A/\z/})
%d2¢+dAAw—A/\dw+A/\dw+A/\A/\w
~ (dA+ANA)AY

Proposition 23.2.12. “Autre expression de la courbure” (qui sert souvent de dé-

finition, [50] p.462). Pour tout champ de vecteur U,V € C*®(TM), et section s €
C® (N ®F)

Q (U, V) S = [DU, Dv] S — D[va]S (23225)
ou [Dy, Dy] := DyDy — Dy Dy, et [U, V] a été étudié en Eq.(18.3.8).
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/f;%&w?mﬁ // e courlouing

FIGURE 23.2.1 — Transport parallele et courbure.

Démonstration. (tiré de [10] prop.3.6) Dans un systéme de coordonnées et pour une tri-
vialisation ¢ du fibré,

V—;vaﬂ, 52 4
Ds~dp+ AN
A=Y Ayda
J
donc
Dys =V () +A(V)v

()

Pour simplifier le calcul, on peut supposer que en un point donné x € M alors A (z) =0
(cela s’obtient par une transf. de Jauge (23.2.18), avec T (z) = Id, dT (z) = —A(x)) alors
d’apres (23.2.24)

Q, () =dA(x).
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Donc

0A; . ,
Q(U,V)s = (dA) (U, V)1 = (Z]: 8%7 dx /\dxj> (U, V)¢
.y OA.
— /) _ X/ TT J
(U'V? —V'UY) e
Par ailleurs (rappel que A; (z) = 0),

i 9 (9
DyDys =, ZU (axi +Ai> Zva (% + Aj) W
7 J

B OV oY iy 0% i OA;
_;U (83:1) <8a:j> UV Oxiox) UV &in

donc
VI VI [ 9y
DUDVs — DvDUS = ; (U or -V O ) (%)
o . 0A;
UV - ViUi) =2

or d’aprés Eq.(?7?), si W = [U, V] alors

(O
ZEIN )
J

OV7 OV (O
— i _
_Z,Zj (U oz’ v 8xi) <E)mj>

[DU, Dv] S = D[Uy]S + Q (U, V) S

donc

Exercice 23.2.13. monter que une autre écriture possible de A A A est :

1 1 [ —
ANA==[A Al == E:A*®AV
: 2[ ’ ] 2</\:1 8 A)

v
I

281

(23.2.26)

ment de Jauge (25.2.17) alors

Proposition 23.2.14. “Changement de Jauge pour la courbure” Sous le change-

(23.2.27)
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Démonstration. Cette formule découle directement du fait que Q (z) € A? (z) ® End (F},)
et que c’est la formule de transformation de la matrice €2, d’'un endomorphisme. En effet :

05, =Y ()6, =) ()Y Thox
o A

I

mals aussi :

Q0, =0 (Z T”al,) Z T”Qay car {2 est un tenseur
=2 T2 (%
Par identification des composantes devant oy, on obtient :

Z ST = ZT” Yo QT =TQ, & Q; = TQ, T

m

]

Remarque 23.2.15. dans le cas d’un fibré Hermitien de rang 1, d'une part la matrice
Q, (z) est 1 x 1, c’est a dire que c’est une 2-forme & valeur nombre (complexe). Les termes

commuttent et par conséquent
Q5 (z) = Qo (z)

Autrement dit, la courbure est une 2-forme sur M indépendante du choix de Jauge. Ce
résultat se retrouve a partir de (23.2.24) car AN A =0 (car A est une matrice 1 x 1) donc

Q, = dA (23.2.28)
et par changement de Jauge (23.2.19), A = A + idyp on obtient
Qs = dA = dA +iddp = dA = Q,

car ddy = 0.

23.2.5 Expression de la courbure pour la connexion de Levi-Civita

Considérons a nouveau ’exemple (23.2.7) d’un espace fibré F' — M ot les fibres F,, C H
sont des sous-espaces vectoriels d’un espace hermitien H fixé. La métrique sur H induit
une connexion D = Pd sur F' appelée connexion de Levi-Civita, eq.(23.2.8).
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Proposition 23.2.16. Pour la connexion de Levi-Civita D = Pd, la courbure est
Q=P(dPNdP)P € C%(A*® Hom(F)) (23.2.29)

C’est a dire ques ses composantes sont

Qu = Zpua(dpaﬁ/\dpﬁw)Pw

a,Byy

Démonstration. On a
D?s = Pd (Pds) = P (dP N ds)

or s = Ps donc
ds = d(Ps) = (dP) s+ Pds

donc
D’s=1P (dP NdP)s+ (PdP P) A\ds

or P? = P (projecteur) donc

dP P+ PdP =dP < PdP P+ PdP P = PdP P

& PdPP =0
donc
D?s = P (dP N\ dP) Ps = Qs
donc {
Q= P(dP AdP) P = SP[dP.dP] P
(comme pour (23.2.26).) O

23.2.5.1 Cas d’un fibré de rang 1

On utilise les “notations de Dirac” : si E est un espace vectoriel, u € E est noté |u).
Un vecteur dual o € E* est noté («|. Le crochet de dualité est noté o (u) = (o|u). Un
opérateur A de rang 1 sur E peut s’écrire : A = |u){a| avec u € E, a € E*. Si E est muni
d’un produit scalaire aussi noté (.|.), et u € E on note (u| € E* le dual métrique. Ainsi le
projecteur orthogonal P : E — E sur u s’écrit :

(dans la deuxiéme expression, on a supposé ||u|]” = (ulu) = 1).
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Proposition 23.2.17. Dans le cas d’un fibré complexe de rangr =1, sio(z) € F, CH
est une trivialisation locale unitaire de F', alors le projecteur orthogonal sur F), est

Py = |o)(al,
la 1 forme de connection A € C™ (M;AY), (25.2.13), est
A = (ol|do),
courbure Q € C°° (M; A> @ Hom (F)) est
Q2 (2) = |o){do| A ldo) (o] = Qo (2) Pr
avec la deux forme sur M :

Qp = (Z(@Mcﬂ&,a) (dz™ A dx”))

"%
qui est indépendente de la trivialisation.

Démonstration. le projecteur orthogonal P, : H — F, s’écrit (avec la notation de Dirac) :
Pp = o (x)) (o (2)]
D’aprés (23.2.13), on a
Ao = Do = Pdo = |o)(o]|do)
donc A = (o|do). On a dP = |do){(o|+|o)(do| et utilisant 1 = (o|o) donc (o|do)+(do|o) =
0, la formule (23.2.29) donne
Q(z) = P(dP NdP) P = |o)(o]| (|do){o| + |o)(do]|) A (|do){o] + o) (da]) |o) (o]
= |o)(oldo) A (oldo) (o] + |o)(aldo) A (dolo) (o]
+ |o){do| Aldo){o] + |o)(dolo) A (dolo) (o]
o) (do| A |do) (o]

(Z@a\am (dat A da:”)) P, =Q(z) P,

u?y

]

@@Plus généralement, Ecrire explicitement 1’expression de la courbure si le fibré F' de
rang 7 est donné dans une base fixe.
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23.2.6 Transport paralléle, holonomie et courbure
23.2.6.1 Transport paralléle

Supposons F' — M un fibré vectoriel muni d’une connexion. Soit v (¢) € M une courbe
paramétré C> sur M, t € [0, 1]. On note V (t) = ‘2—Z € Ty M le vecteur vitesse.

Si v (0) € F,0) est un vecteur donné dans la fibre F, ) au dessus du point initial, on
définit le vecteur v (t) € F, ;) dans chaque fibre par la condition de “transport paralléle” :

D (t)
dt

= Dv(t)v (t) =0

Cela définit de fagon unique v (t) pour tout ¢ € [0, 1] (car par rapport a une trivialisation
locale c’est une equation différentielle ordinaire du premier ordre).
Ainsi on obtient une application linéaire

Fyoy — Fyq

7;’(0)%'7(1) : {U (O) Y (1)

appelée “transport paralléle le long de la courbe +”. Elle ne dépend pas de la para-
métrisation '? de la courbe.

On a la formule de composition évidente pour tout point intermédiare ¢ € [0, 1],

Trt)=(1) © Tr@)=t) = TH(0)=(1)

Proposition 23.2.18. Dans le cas d’un fibré Hermitien de rang r, avec une métrique
compatible, alors le transport paralléle préserve la norme dans les fibres, i.e. c¢’est est un
opérateur unitaire

Ty € U (Fy), Fy)
(respect. Ty0)—~a) € O (Fy(o), F,Y(l)) est orthogonal si le fibré est réel).

Démonstration. d’apreés la condition de compatibilité

A @I dhwo) .0 (% @,U(t)) h ( 0. 22 (t)) 0

dt dt

donc la norme est conservée. O]

12. En effet, un changement de paramétrage donnera un changement de vecteur vitesse V’ = ¢.V mais
la dérivée covariante est linéaire en V' donc on a Dy/v = D.yv = c¢Dyv = 0.
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23.2.6.2 Holonomie

Considérons un cas particulier ou la courbe 7 est fermée, c’est a dire que v (1) = 7 (0).
Alors F, ) = F, ) et le transport parallele donne un endomorphisme :

Ty0) = Ty~ € End (Fy )

appelé holonomie de la courbe 7 mesurée au point v (0). On a vu que 7T, est
indépendant de la paramétrisation. Mais T,y dépend du point de départ v (0) sur la
courbe fermée. En fait pas tant que cela comme le montre 1’exercice suivant.

On peut convenir de définir «y (¢) pour tout ¢ € R par “périodicité” c’est a dire y (t + n) :=
v (t), t €[0,1], n € Z. On définit alors T ) := Tyt)—rt+1) € End (Fy(t)) comme étant 1’ho-
lonomie mesurée au point 7y (t).

Exercice 23.2.19. Si 7 (t) est un autre point sur la courbe fermée -, montrer que :
-1
To0) = To-0 © Th@ © (Tro) ) € End (Fyq)

autrement dit les holonomies mesurées en différents points sont des applications conjuguées.
(Elles ont donc le méme spectre).

Conséquence de Proposition 23.2.18 :

Proposition 23.2.20. Dans le cas d’un fibré Hermitien de rang r avec une métrique
compatible, I’holonomie est un opérateur unitaire

Ty € U (Fyo)

(respect. Ty € O (F'y(O)) est orthogonal si le fibré est réel. Si de plus la variété M est
simplement connexe alors Ty € SO (F'y(O)))~

Remarque 23.2.21.

— dans le cas d'un fibré de rang 1, I'holonomie 7,y € End (F'y(())) est un nombre
(réel ou complexe) non nul. Les transformations commuttent et donc I’holonomie

Tty = Ty0)

est indépendante du point de mesure et on peut donc la noter 7.
— Si de plus, c’est un fibré hermitien de rang 1, alors 7, € U (1) est un nombre
complexe de module 1 qui s’écrit :

T, = eth()

ot h(y) € R mod 27 est une “phase” appelée “phase de Berry” en physique.
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— Dans le cas d’un fibré réel de rang 1, avec une métrique compatible, I’holonomie est
T, € O(1) = {—1,1}. C’est un indice topologique. Cette situation apparait pour le
fibré de Moebius par exemple (pourlequel I'holonomie est 7, = —1).

— Dans le cas d'un fibré réel de rang 2 avec une métrique compatible I’holonomie est
T, € 0(2) ={—1,1} x50 (2), c’est encore un groupe commutatif donc I’holonomoie
ne dépend pas du point de mesure. A nouveau la partie dans SO (2) est caractérisée
par un angle i () € R mod 27. Dans le cas du pendule de Foucault, I'angle de
Foucault est

PFoucault = h (’7) —2m
voir [13].

Supposons que F' est un fibré hermitien de rang 1 (ou fibré réel euclidien de
rang 2 orienté).

Proposition 23.2.22. Dans le cas d’un fibré hermitien de rang 1 F — M, si v C U
est un chemin fermé contenu dans un domaine U C M ou on a une trivialisation o de
F — U, et sivy est le bord d’une surface K :

v = 0K, KcU

Alors U’holonomie h (vy) de la connezion au dessus du chemin ~y est donnée par

h(+) = exp (z 7581( A) ~ exp (z /K Q)

Voir figure.

Remark 23.2.23. Dans le cas d’un fibré de rang 1, et de la connection de Levi-Civita avec

une Section o, alors
A =1iA = —i(o|do) : 1-forme réelle.

donc

b =i fl 97 i

Démonstration. cela découle de la formule de Stokes et de (23.2.28).
Détailler @QQ (cf chap 1) O
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/kumpwuf‘:"// kb bleremie

Remarques :
— Cette formule est utile dans le cas de l'effet Aharanov -Bohm, ou 2 = B est le
champ magnétique, et donc I’holonomie est reliée au flux du champ B. (Voir sujet

proposé).
— Il n’y a pas de formule analogue pour un fibré général de rang r > 2 (sauf si fibré
Abélien, cf Fedosov p.23 [15]). Le probléeme vient du fait que les opérateurs de

courbures ) (z) ne commuttent pas en différents points x. Cependant la formule
(23.2.25) donne un résultat “infinitésimal” dans le cas général (interprétation : U, V
générent un petit chemin 7 parallélogramme sur M). Voir figure 23.2.1.

23.2.7 Propriétés de la courbure

Théoréme 23.2.24. Si la courbure est nulle : Q0 = 0, on dit que F' est un fibré plat,
alors dans un voisinage de chaque point, il existe une base de sections paralléles :

Do, =0

Cela signifie que au-dessus d’un tel voisinage, le fibré F' est isomorphe a un fibré trivial
F =U x R" avec la connection du fibré trivial qui est simplement la dérivée extérieure :
Ds = ds.

Démonstration. QQ voir [10] p.297, ou [30] p.463. Si Q2 = 0, alors d’aprés (23.2.25), dans
un systéme de coordonnées locales on a

0= (g2 3) = [P 0]
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Pour tout f, il est alors possible de résoudre localement les équations D o o, (z) = 0 (th.
15}

de Frobenius). Si (0, (0)), est une base de F,—o alors dans un voisinage de z =0, (o (%)),
est une base de Fj,. O

Théoréme 23.2.25. Identité de Biancht :

D=0

Démonstration. Pour tout s € C* (A’ ® F) on a
D3*s = D?(Ds) = QA Ds

et aussi
D?s = D (D?*s) = D (Qs) = DQA s+ QA Ds

donc DS) A s pour tout s, donc
DQ =0

23.2.8 L’électromagnétisme est une théorie de Jauge abélienne

(ref : Ttzikson-Zuber [18] p.31, Voir [26] ou [9].)
Rappelons que pour un fibré complexe de rang 1, la courbure Q € C* (A?) est une
deux forme sur M a valeur dans iR.

Modéle géométrique On considére une variété Lorentzienne (M, g) de dimension 4.
On considére un espace fibré hermitien de rang 1, ¥ — M ; muni d’'une connexion D
compatible avec une métrique notée h, (.,.) = (., )g,. Une section s € C* (F') de ce fibré
est appelé un champ complexe (scalaire). Le Lagrangien de ce champ est défini au
point x € M par

L (z) := | Ds (2)l[3yer, — m° lls (@), = 1920}

ou m > 0 est la “masse” du champ.

Signification physique : La variété Lorentzienne (M, g) modélise I'espace-temps. 11
va apparaitre ci-dessous que la courbure €2 de la connexion décrit un champ électroma-
gnétique sur l'espace temps et que le champ s décrit une particule chargée de spin 0
de masse m, par exemple un pion 7" ou 7~ soumis a ce champ électromagnétique. Pour
montrer cela on va écrire le Lagrangien dans un systéme de coordonnées et retrouver les
équations connues en physique.
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23.2.8.1 Expression dans un systéme de coordonnées :

On suppose un systéme de coordonnées locales %, i = 0,1,2,3 sur M, et on note
g =73 ¢gijdx" ® da’ la métrique de Lorentz de signature (—1,+1,+1,+1).
Supposons que ¢ soit une trivialisation unitaire du fibré F' (cad |o (x)| = 1, Vx € M)
alors on écrit
s(z) =1 (z) o (z)
o ¢ € C™ (M) est une fonction complexe sur l'espace-temps (champs scalaire complexe).
On a vu en (23.2.16) que

Ds = Z (gd; —i—A]w) de’ @ o
j

avec A = iy 7 | Ajdr’ la 1-forme de connexion et avec A; (r) € R composante réelle.
Alors

0 0
|]Ds||il®F = (Ds, Ds)pigr = Z (g’l)m. (adi Z.Azlﬁ) ( ;Z) + Z.Aﬂ/f)

Z‘?j
Notons (comme dans les livres de physique)

(9)7 = (97"),,, A:=g"A

N
o) = o
0 = g0,

Par ailleurs posons
F=iQelC™ (M;AQ)

qui est une 2 forme a valeurs réelles. On écrit ses composantes

ij
Alors
1203, = (2 Qnz = (F, F)az = > F;Fyy(da’ ©da?, da” @ da’')
1,5,8" 5"
= Z FijFy g™ g7 = ZFZ;J-FZ'J
i,5,4,5' i,

et le Lagrangien s’écrit

Lo(x) = (0% + iAW) (0 + iAx) — m® |o* ZF”F”

7

Voir Itzikson-Zuber 18] p.31.
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23.2.8.2 Equations variationnelles

Proposition 23.2.26. Soit l’action du champ :

[6D)i= [ L) @

que l'on considére comme fonctionnelle dépendant de la section s € C™(F) et de la
connexion D.

1. L’action I (s, D) est extrémale par rapport au variations du champ s si et seule-
ment si s vérifie I’équation de “Klein-Gordon”

D*Ds —m?s =0 (23.2.30)
ot D* est le dual de D
D*:C*¥ (N @ F)—=C®(A\"'®F)

2. L’action I (s, D) est extrémale par rapport au variations de la connezion D si et
seulement ’équation de “Maxwell” est vérifiée :

d*Q = (Ds,s)p, (23.2.31)

Remarque 23.2.27.
1. On définit le Laplacien sur F' par Ap := D*D, (cf [10] p.335). C’est un opérateur
autoadjoint. Alors (23.2.30) s’écrit :

Aps —m?s =0

2. Dans l'équation (23.2.31), la connexion intervient dans la courbure 2 et dans le
membre de droite. En posant F := i) € C™(A?) deux forme a valeurs réelles
appelée “tenseur électromagnétique” et J :=i(Ds, s)p 1-forme a valeurs réelles
appelée “densité de courant”, alors I'équation de Maxwell (23.2.31) s’écrit :

J=dF

On retrouve 'équation de Maxwell sous la forme (21.0.6) déja étudiée. On y avait
retrouvé la formulation de Maxwell de 1865, dans le cas de I'espace-temps de Min-
kowski.

3. Dans un systéme de coordonnées I’équation de Klein-Gordon s’écrit :

(0 +iAD) (0; +iA) v +m*p =0
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et pour I’équation de Maxwell on a vu que Ds =), (% + Aiw) dr' ® o donc

J=i(Ds,s)=1i) (g;i + z'AZ-@/J) Yda’

= (=i0ppap + A; [¢]?) da’

(c’est I'écriture habituelle dans les livres de physique, cf |18, (1-160) p.31].)

Démonstration. Soit B € C° (F) une section a support compact. On note s, = s + 73
une variation de la section s € C*° (F') avec 7 € R. Alors I (s) est extrémale si la variation
suivante est nulle pour tout ( :

9,
= 2/ ((DB, Ds)y — m*(8,s)) pwol

=2 /(ﬁ, D*Ds — m?s) flyor

0= %Hs +76) =0 = % / (D (s +78),D (s +78)) =m*((s +75), (s +75))) ftua

vrai pour tout 3, d’ot D*Ds — m?s = 0.

On verra en Prop 23.2.28 que si D), est une famille de connexions dépendant d'un para-
meétre A € R alors la variation de la connexion s’écrit (%D/\>>\:o =C € C®(A' ® End (F)).
Cela implique ' (B%Q,\)/\:O = dC'. Alors

0 0
0= 5[ (D/\)/)\zo = a_)\/(<D)‘S’D>‘S>Ai®Fz — <Q/\79/\>A%) Lol
= 2/ (<CS7 DS>A}C®FZ - <dC, Q>A?p> ol
pour tout C' € C= (A' @ End (F)) donc (s, Ds)p, — d*Q = 0. -

23.2.9 Theéories de Jauge non abéliennes (Yang-Mills)

Il s’agit d'une généralisation immédiate de la formulation précédente au cas d’un fibré
de rang r > 1 quelconque.

13. En effet d’apreés (23.2.28), Q = dA, or C = 43 donc 2! = dC.
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Modéle géométrique On considére une variété Lorentzienne (M, g) de dimension 4 qui
modélise I'espace-temps. On considére un espace fibré hermitien de rang r > 1, FF — M
muni d’une connexion D compatible avec une métrique notée h, (.,.) = (., )g,. Une section
s € C™ (F) de ce fibré est appelé un champ complexe. Le Lagrangien de ce champ
est défini au point x € M par

2 2 2
Ly (2) = |Ds (@)[10r, = m" s @7, = 12052 orerm(r)

ou m € R est la “masse” du champ.

Noter que la nouveauté par rapport au cas précédent de 1'électromagnétisme (fibré de
rang r = 1) est que dans une trivialisation locale, s € C*° (F) a r composantes complexes
appelées en physique "champs scalaires”. La courbure Q € C* (A? ® Herm (F,)) est une
deux forme a valeur dans les endomorphismes Hermitiens de F,. Or dim (Herm (F})) =
r?. Donc dans une trivialisation locale, ) est représenté par r? deux formes (champs de
tenseurs) appelés en physique les “champs de bosons intermédiaires”. Noter que le
“groupe de structure” est U (r) = SU (r) x U (1) et de fagon équivalente le générateur de
U (1) est Id € Herm (F},) et les générateurs de SU (r) sont les endomorphismes Herm (F})
de trace nulle. Ces derniers forment un espace de dimension 7% — 1. Le produit scalaire dans
Herm (F,) utilisé dans HQHi%@Herm(FI) est simplement le produit scalaire de Hilbert-
Schmidt : si F' est un espace vectoriel hermitien, et A, B € End (F') alors

(A,B)ps :=Tr (A*B)

Signification physique :

— La théorie “interaction électro-faible” est une théorie de Yang-Mills : on consi-
dére un fibré Hermitien vectoriel complexe de rang r = 2. La courbure Q a r? = 4
composantes (des champs de tenseurs), appelées les champs de photon ~, bo-
son Zy, W, ,W_. en particulier le photon est générateur du sous groupe U (1) et
les autres de SU (2). La section s décrit une particule de masse m soumises a ces
champs de “forces électro-faibles”. La section s a r = 2 composantes. Dans ce cas le
Lagrangien est plus compliqué que ci-dessus avec la présence du champs de Higgs,
responsable d’une “brisure de symmétrie”.

— La théorie “Quantum ChromoDynamique” (Q.C.D.) ou “théorie de la force
nucléaire forte” ou “interaction forte” est une théorie de Yang-Mills : on consi-
dére un fibré Hermitien vectoriel complexe de rang r = 3. Mais avec le groupe de
structure SU (3) (et non pas U (3)). La courbure Q a r* — 1 = 8 composantes (des
champs de tenseurs), appelées les champs de gluons (g;),_; . La section s décrit
une particule de masse m soumises a ces champs de “forces nucléaires fortes”. La
section s a r = 3 composantes, appelées “couleurs” R,V, B.
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23.2.10 Variation et changement de connexion

ref : Fedosov : p.22.

Etant donné une espace fibré vectoriel F© — M, celui ci admet plusieurs connexions
possibles. Une connexion n’est pas un tenseur (car D (fs) # fD (s)) mais la proposition
suivante montre que la différence entre deux connexions est un tenseur.

Les résultats de cette sections seront utiles pour établir des formules variationnelles
en théorie de Jauge (ou les champs de “Bosons intermédiaires” sont modélisés par des
connexions sur un fibré) ou en relativité générale.

Proposition 23.2.28. (Taylor [70] ex.1 et 2 p.465,et ex.5 p.468) Si D, D sont deux
connexions sur un fibré vectoriel E — M alors elles sont reliées par

Dys = Dys+ C (U, s)

pour tout champ de vecteur U € C* (T'M) et section s € C* (E), ot C est un champ de
tenseur, 1.e. une section :

CeC®(T"®@E*®FE)
(cela signifie que C(U,s) € E et C(fU,s) = C(U, fs) = fC(U,s) pour toute fonction
f e C®(M)). Inversement si C est une telle section, et D une connexion alors D = D+C

est ausst une connexion.
Notons Cy (s) := C (U, s). On déduit que les courbures respectives sont reliées par

Q(U, V)S =0 (U, V)S+ [CU,D\/] S — [C\/,DU]S (23232)
— C[U7v]8 + [CU, C\/] S (23233)

appelée identité de Palatiny,

Démonstration. Posons C (U, s) = Dys — Dys. D’aprés la définition 20.2.1 page 215, pour
vérifier que c’est un tenseur il faut vérifier la propriété de linéarité par rapport aux argu-
ments en tant que fonctions : pour tout f € C* (M), il faut que C (fU,s) = fC (U, s) et
C (U, fs) = fC (U, s). Remarquer que pour la dérivée convariante, on a Dyys = fDys mais
par contre d’apres la loi de Leibnitz (23.2.6) : Dy (fs) = U (f) s+ fDy (s) ce qui signifie
que D n’est pas un tenseur, mais plutot un opérateur différentiel d’ordre 1. D’aprés la loi
de Leibnitz justement, C (U, fs) = fDy (s)— fDy (s) = fC (U, s) et C (fU,s) = fC (U, s).

On utilise ensuite simplement Eq.(23.2.25) : Q (U, V) s = [DU, DV] s— Dyyvys. On écrit

DUD\/S = DU (Dvs + C (‘/, S)) = DU (Dvs) + C (U, Dvé‘) + DU (C (Vv, S)) + C (U, C (‘/, S))
de méme

DyDys = Dy (Dys) + C (V, Dys) + Dy (C (U, s)) + C(V,C (U, s))
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donc

Q(U,V)s= Dy (Dys)+ C (U, Dys) + Dy (C(V,s))+ C (U,C(V,s))
— Dy (Dys) — C(V,Dys) — Dy (C (U, s)) — C(V,C (U, s))
— Dyyys = C([U, V], s)
=Q(U,V)s+C (U, Dys)— Dy (C(U,s)) — (C(V,Dys) — Dy (C(V,s)))
—C(U,V],s)+C(UC(V,s)—C(V,C(U,s))

—~
—~

Ce qui donne (23.2.32). O

23.2.11 Dérivée covariante de tenseurs

Ref : [30, p.464],[29, p.131], [20] p.53.
La définition premiére de dérivée covariante (23.2.3) s’applique & des sections du fibré
F — M. On peut alors facilement étendre la notion de dérivée covariante a des produits
tensoriels de fibrés, en exigeant la loi ordinaire de la dérivée d'un produit (leibniz) ainsi
que d’autres propriétés naturelles.
— Sil'on consideére les fonctions f € C* (M) comme des sections d’un fibré trivial, on
convient que la dérivée covariante est égale a la dérivée extérieure :

Df :=df (23.2.34)
(et done Dy f = ((df)U) = U (f)).

23.2.11.1 Produit tensoriel de Fibrés. Dérivée covariante D sur I ® Fy

Si Fi — M, F, — M sont deux fibrés avec des dérivées covariantes respectives Dy, Do,
alors sur le fibré produit tensoriel F; ® F, (ou par définition une fibre est (F; @ Fy) :=
(F1), ® (F»),) on considére la dérivée covariante :

D (Sl X 52) = (Dlsl) (059 So + S1 X (DQSQ)

étendue par linéarité.

23.2.11.2 Fibré dual, trace partielle. Dérivée covariante D sur F*

Si F' — M est un fibré, on définit le fibré dual F* — M par le fait que chaque fibre
est espace dual : F = (F,)" des fibres de F.

Si on considére des produits tensoriels de fibrés comme F'® F'® F* il y a la notion de
contraction d’indices, aussi appelée trace partielle qui est une opération dans chaque
fibre au dessus de x € M fixé : si (ej)j est une base de F, (fk)]c est la base duale dans

Fr(ie. f*(e;) = bj—k), alors (e; ® e; ® fF) ;.5 €5t une base (F®F ® F*),, et un tenseur

Z’7
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te F® F® F* se décompose comme t = Zj ti’j (ei ®e; ® fk). On définit par exemple la
contraction entre le premier indice et le troisiéme indice par :

TI'173 (t) = Z thde] € Fz
j i

Bien que 'on ait utilisé une base, cette définition est intrinséque, i.e. ne dépend pas de la
base choisie. On a par conséquent une opération de contraction d’indices sur les sections
(toujours entre un fibré et son dual). Par exemple :

Trl,gCoo(F®F®F*)—>C’°°(F)

etc
On exige que la dérivée covariante commutte avec I'opération de contraction d’indice :

Try 5 (D (1) := D (Trp5 (¢)) (23.2.35)

Alors si D est une dérivée covariante sur F' — M, cela définit uniquement une dérivée
covariante D sur le fibré dual F*. En effet si s € C®(F), et a € C®(F*) alors
Tris (@ ®s) = a(s) € C® (M) est une fonction donc avec les conventions précédentes, on
écrit sur le fibré F* @ F :

D(a®s)=(Da)®s+a® Ds
on fait la contraction d’indices :
Trio (D(a®s)) =Tris ((Da) @ s) + Trys (a ® Ds)
et (23.2.34) et (23.2.35) donnent :
4(a(5)) = (Da) (3) + o (Ds)

(on observe que la dualité est respectée) et on obtient I'expression suivante qui détermine
Da :
(Da) (s) = d(a(s)) —a(Ds)

23.2.11.3 Dérivée covariante D sur Hom (F|, F;) = Ff ® Fy

Comme autre exemple, considérons A € C* (Hom (F}, Fy)) ou Fy, F» sont deux fibrés
avec connexions respectives Di, Dy. On veut montrer que la dérivée covariante de A est
déterminée a partir de Dy et Dy. Pour sy € C™ (Fy),ona A (s1) € C* (Fy), et les définitions
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qui précédent nous permettent d’écrire ' :
D (A(s1)) = (DA) (s1) + A(Ds1)
donc DA est déterminée par :

(DA) (s1) =D (A(s1)) — A(Dsy).

23.2.11.4 Dérivé covarinate d’une métrique

Autre exemple : si h est une métrique hermitienne du fibré F' — M, i.e. une métrique
h (s1, $2) dans chaque fibre F,, alors h € C° (F* ® F*). Et on a

d(h(s1,82)) = (Dh) (s1,82) + h (Ds1,89) + h(s1, Ds3)

En particulier, on déduit que la condition que la métrique A soit “compatible” avec la
connexion, d’aprés la définition (23.2.5), s’écrit tout simplement que sa dérivée covariante
est nulle :

Dh =0

23.2.11.5 Formule générale

Plus généralement et de fagon similaire, la dérivée covariante est bien définie sur un
fibré de la forme F* ® ... @ F* ® FF ® ... ® F' a partir de la dérivée covariante D sur F.

On a la formule pour t € C* ((F*)®a ® (F)®b) :

d(t(s1,.. Sq,1,...,qp)) = (Dt) (s1,...8q,01,...,0p)+t (Dsy, S2,...)+. ..+t (s1,...,Dag,as ..

< (Dt) (81, Sa, 1, ... ap) =d(t(...) —t(Ds1,89,...) — ... —t(s1,..., Doy, ...)
(23.2.36)

14. Comme on a l’équivalence Hom (Fy, Fy) = F} ® F», une autre fagon équivalente (plus compliquée)
est d’écrire pour ag € C* (Fy),

d(A(s1,a2)) = (DA) (s1,a2) + A(Ds1,a2) + A(s1, Dag)
que 'on peut écrire :
d(az (A(s1))) = a2 (DA) s1) + a2 (A(Ds1)) + (Daz) (A (s1))

et par ailleurs d(a2(A(s1))) = (Dag)(A(s1)) + as (D (A(s1))). On déduit : az (D (A(s1))) =
as ((DA) s1) + as (A (Dsy)) vrai Vas, et Pon trouve le méme résultat : D (A (s1)) = (DA) (s1) + A (Dsy).

)
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23.3 Connexion de Riemmann sur une variété Rieman-
nienne

Dans la section précédente, on a étudié un espace fibré F' — M munit d’une connexion
hermitienne. Dans cette section on va considérer un cas particulier d’un tel fibré, qui
est trés important. Il s’agit du fibré tangent a la variété M de base :

F=TM

C’est un fibré réel de rang n = dim M. On supposera de plus que M est une variété
Riemanienne, c’est a dire qu’il y a un tenseur métrique g comme défini page 167. Comme
les fibres sont justement les espaces tangents F, = T, M, g est une métrique sur le fibré au
sens considéré dans Eq.(23.2.1).

23.3.1 Connexion de Riemann

Ce qui est particulier dans le cas d’une connexion sur le fibré tangent (contrairement
a une connexion générale Eq.(23.2.3)), est que dans l'écriture DyV, les éléments U,V
appartiennent tous deux au méme espace qui est ’espace tangent.

Cette remarque est a 'origine du résultat fondamental suivant :

Théoréme 23.3.1. Il existe une unique connexion sur le fibré tangent T M, appelée
connexion de Riemann notée :

D:C™(TM)— C™(A'®@TM) (23.3.1)
qui préserve la métrique (comme on l’a écrit dans Eq.(23.2.5)) : si U, V,W € C* (T'M)
Ulg(V,W)) = g(DyV, W) +g(V,DyW) (23.32)

et qui vérifie de plus :
DyV — DyU = [U, V], VU,V € C*(TM) (23.3.3)

appelée condition de “torsion nulle”. Cette connexion est alors déterminée par [’expres-
s0n
29 (DgV, W) =Ug(V,W)+Vg(UW)—-Wg(U,YV)

(En effet, cela détermine bien la connexion D car g est non dégénérée et utilisant la
notation (??), on a DyV = g ' (g (DyV,.)))
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Démonstration. Dans I'équation (23.3.2) on permutte U, V, W et on utilise la symétrie et
linéarité de g afin d’exprimer :

Ug(V\W)+Vg(UW)=Wg(UV)=g(DuV,W)+g(V,DyW)+ g (DyU W)
+ g (U, DyW) — g(DwU,V) — g (U, Dw'V)
+9(DuV,W) — g (DyV,W)
=29 (DyV,W)+g(DvU — DyV, W)
+g9(DvW — DwV,U) + g (DuW — DwU, V)

Alors eq.(23.3.3) implique (23.3.4). Cela montre I'unicité de la connexion.
Pour montrer I'existence, inversement, on suppose que la connexion D est déterminée
par (23.3.4), et on déduit que :

vraie pour tout W, ce qui implique (23.3.3). De plus, on a
2g (DyV,W) 429 (V,DuyW) =29 (DyV, W) +2g (DyW,V) =...=2Ug (V,W)

Ce qui montre (23.3.2) et donc (?7). O

23.3.1.1 Exemple : Sous variété d’un espace euclidien

Théoréme 23.3.2. 5@ on considere une sous variété lisse de ’espace euclidien
M C R"

alors les espace tangents T,M C R™ ont admettent la connexion de Levi-Civita (23.2.8)
D = Pd. Par ailleurs M a une métrique g induite par la métrique Fuclidienne de R™ qui
définit une connewion de Riemann sur T M. Ces deux connexions sont identiques.

Démonstration. On utilise 'unicité de la connexion de Riemann. On a déja vérifié (23.2.5)
page 270. Il reste a vérifier (23.3.3) :
DyV — DyU = PdyV — PdyU
=PUV -VU)=UV -VU = [U,V]

On a utilisé que si f € C* (M), dy (Vf)=U((V (f)) et PU=U, PV =V. O]

En particulier pour la sphére S? C R?, la connexion (?7) sur 7'S? est une connexion de
Riemman. On a déja étudié quelques aspects de la connexion de Riemmann dans le cas
d’'une surface S C R? au chapitre ?77.



CHAPITRE 23. ESPACES FIBRES ET CONNEXIONS 300

23.3.1.2 Expression par rapport a une trivialisation

Supposons donné un systéme de coordonnées (z',...,2"). Cela donne donc une base
de T, M notée 821- et donc une trivialisation du fibré tangent T'M avec :
0
0; = ——, 1=1 n
b Ox

Ce qu’il y a de particulier avec le fibré tangent, trés visible ici, est que ’espace de la fibre
T, M n’est pas indépendant de ’espace de base M.
En reprenant les notations (23.2.13) :

0 ;0
Dow = 245

ou A? est une 1-forme qui s’écrit donc :
n
J— J k
Al = 5 A dx
k=1

Les composantes Ag . qui sont des fonctions numériques sur M s’appellent symboles de
Christoffel.

On a ainsi :

D2 => Al 0 (23.3.5)

a " N M
5k O ik O

Remarque : une notation parfois utilisée pour la dérivée covariante est

Oé;j = D%Oé
Exercice : (cf [29] p.49).
Utilisant (23.3.4), montrer que dans un systéme de coordonnées, les symboles de Chris-
toffels sont donnés par :

1 (0gjx = Ogix 09i;
Al P J. v J
;gkl w2 (axl o0 T o

Montrer que
OGr
oxI

= Z gliAé’k + glkAé’i
!

et la symétrie des indices :
7l 7l
ij = i
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Démonstration. Appliquer (23.3.4) pour U = 8:5” V= (9:1:7’ W = % et utiliser [U,V] =
aa;?—;mj — 81?—2811- = () etc pour obtenir la premiére identité. La compatibilité avec la métrique

(23.3.2) donne la deuxiéme identité. Finalement, la condition de torsion nulle (23.3.3) donne
Dy V = Dy U soit la symétrie Al = Al ]

Définition 23.3.3. Soit un chemin paramétré v : ¢t € [0,1] = v (t) € M et V; := in—(tt) €
T, )yM le vecteur vitesse au point «y (¢) (voir page 148). La courbe +y est une géodésique
si

DyV,=0, Wt (23.3.6)

On a déja vu la définition d'une géodésique page 271.

Exercice : Dans un systéme de coordonnées (x'....z"), si t
) b

montrer que eq.(23.3.6) s’écrit :

I
—~
8

—
—~
~
~—
8

3
—~
~
~—
~—

Vi, @) dtilAL =0 (23.3.7)

(Rem : cela ressemble aux équations de Newton : accélération = forces).

Démonstration. Si vy (t) = (2 (¢),...2"(t)) alors
.0

Vi= i —

! Zx Ox?

Donc utilisant la formule de Leibnitz (23.2.4)

DV, =0«
L0 o .0
0= Dy, <ZZ:$ 8xi> :zi:(d:v (Vt)) %—{_xDVt@wi
or i
di (Vt) —v, (xz) _ar (th(t)) i
donc
0= Zx oxt +Z Zx]Dai] oxt
=> Afjaak, donc

Y

O—Zw +Z ZﬂZAkW
A o o
_ Z (x + jZk:i%JA;ﬁ,j) s
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donnant (23.3.7). O

Proposition 23.3.4. Soit v, (t) est une famille de chemins (out € [0, 1] est le paramétre
le long du chemin ~y,, et s € R paramétrise les différents chemins). On suppose que les
extrémités sont fixées en a,b € M :

Alors le chemin vy = 7s—o est une géodésique (i.e. vérifie Eq.(23.3.0)) si et seulement sa

longueur est extrémale :
dl (s
( (. )) _ 9
ds /5=0

pour toutes les familles de chemin possibles (la longueur 1 (vs) a été définie par (18.5.12)).

¢ gt ] v
\/&Lu;zzjx-ém do chevarms

Démonstration. (de [29] p.48). On a I () = fol Vg Vi, Vp)dt ou V, = a%t(t) est le vecteur
tangent vitesse a 7, (t). D’aprés Proposition 18.5.11, la longueur est indépendante de la
paramétrisation. Pour simplifier, on peut donc supposer que la paramétrisation est choisit

telle que [|Vi]|,_o = ( g Vi, Vt)) = ¢ (i.e. vitesse constante). En chaque point v, (¢) de
s=0
la courbe 7y, on introduit le vecteur tangent “de déformation”

e (5)

En particulier aux extrémités,
Wo=W; =0 (23.3.8)

Alors

(%)820:/01 (%( g(vt,v»))szodt:/;%c (% (g(vt,v;)))szodt

:2% 0 (Wi (g (Vi, Vi) dt
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(d’aprés la définition (18.3.1)). Ensuite (23.3.2) donne W; (g (V;, Vi) = 29 (Dw, Vi, Vo).
De plus [W;,V;] = 82783&” — 823(;) = 0 donc (23.3.3) implique que Dy,V; = Dy, W, et
donc W, (g (Vi, Vi) = 29 (Dy, Wy, V;). Aussi (23.3.2) donne g (Dy, W, V) = Vi (g (W, V,)) —

g (Wi, Dy, V). Alors

(M)SZO _ 1/01 (Vi (g (W V) — g (Wi, Dy Vi) dit

ds c

Mais V; (¢ (Wi, Vb)) dt = d (g (W, V;)) et done

/O (Vi (g (Wi VA)) dt / A(g (Wi Vi) = g (Wi, Vi) = g (Wo, Vo) = 0

d’apres le théoréme de Stokes, et (23.3.8). Il reste

(M)SZO - —1/019<Wt,DVM> dt

ds c

appelée “formule de premiére variation de la longueur”. Or toutes les variations de

chemin possibles correspond a tous les choix possibles de champ de vecteur W;, et donc
<%)S:0 = 0 implique Dy, V; = 0 c’est a dire que 7, est une géodésique. La réciproque
est claire. ]

23.3.2 Courbure de Riemann

Définition 23.3.5. D’aprés la définition 23.2.11 page 279, le fibré tangent T'M munit de
la connexion de Riemann D, eq.(23.3.1), a la courbure 2 notée ici R, et appelée courbure
de Riemann. Elle est donnée par (23.2.25) :

R(U,V)W = [Dy, Dy]W — Dyyy|W (23.3.9)

avec

R € C*™ (A’ ® Hom (T M))

Remarque : Comme A? ® Hom (T, M) signifie une 2-forme a valeur dans un opérateur
linéaire de T, M, le tenseur R a 4 indices. C’est a dire que relativement & un systéme de
coordonnées

R~ Rl (da A da) (23.3.10)
k,l

ou a k, [ fixés, on considére 7, j comme les éléments d’une matrice. Cette matrice corres-
5 : = o 9\ 9 _
pond a la transformation de la figure 23.2.1. De facon plus précise, on a R (W’ W) 37 =

7 0
> i Bipigr
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Exercice : Utilisant (23.3.9) et (23.3.5), montrer :

4 DA
7 _ Jjl E
Démonstration. On choisit U = a%k’ V= %, W = == et utilise [U, V] = agﬁle — #ﬁw =

0. Alors d’aprés (23.3.5)
m 0
DyW = ZAjl_axm

et d’aprés Leibnitz (23.2.6)
0AT 0 0
v (D D = L~ 4 A"D
W)= Z v ( ) Ox* me v <8xm>

_Z axk axz ZA ZAkpa i :Z<8xk ZAZ Ap) oz

et de méme pour Dy (DyW) en échangeant les indices k et [. Ensuite (23.3.10) donne
R(U,V)W =3, Rl 2. Larelation (23.3.9), donne R (U, V)W = Dy (DyW)—Dy (DyW)
et implique alors (23.3.11). O

Définition 23.3.6. Le tenseur de Ricci est un tenseur symétrique d’ordre 2 :
k=Y Rig (23.3.12)

ce qui signifie qu’il est obtenu par une trace du tenseur de Riemann (opération indépen-
dante du systéme de coordonnées).
La courbure scalaire est

=3 (¢ ec*m) (23.3.13)

ik

(une trace aussi). En tout point x € M, S (x) € R est un nombre, S est une fonction sur
M.

Proposition 23.3.7. Dans le cas d'une surface S C R?® (dimS = 2), alors R = S =

2K Gauss 00 Kgauss = ﬁ est la courbure de Gauss.

Démonstration. QQ O]
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Interprétations :
— (ref : [30] p.484) Etant donné deux vecteurs tangents U,V € T, M, on définit la
courbure sectionnelle K (U,V) comme la courbure de Gauss dans le plan II
engendré par (U, V). On montre que

g(R(UV)V,U)

FOY) = omvr — g vy

et que K (U, V) ne dépend que du plan II.

— Une autre propriété est que K détermine le tenseur de Riemann R. ([30] p.479).

— La valeur diagonale du tenseur de Ricci dans la direction U : r (U,U) (ce qui dé-
termine r qui est symétrique) est donnée par (n — 1) fois la moyenne de K sur les
plans II qui contiennent U'.

— Le tenseur de Riemann caractérise la déformation de la métrique g par rapport a
une métrique euclidienne : il existe un systéme de coordonnées t.q. au point x = 0
on a

1
gij = 5ij + gRijkll'kl'l + @) (|l’|4)

— Le tenseur de Ricci caractérise la déformation de la forme volume par rapport au
volume euclidien :

1 )
Hovol = (1 - arjkxjxk + O (|l‘|4)> Heucl.

— La courbure scalaire caractérise le volume d’une petite boule B, (ou de sa surface
0B;) de rayon &, par rapport au volume euclidien :

Vol (BE) S 9 4
el St/ I
Volow (B2) 6t ¢ Cy
Vol (0B:) B S 4
Voleye (0B:) =1 6n€ +0 (8 )

23.3.3 Equations d’Einstein de la relativité générale

On considére ici un modele tres simple de matiére et de rayonnement électromagnétique
dans l'univers, couplés a la géométrie de 'espace-temps. Ref : [29, p.172],[31, chap.18].

23.3.3.1 Les champs

Supposons que
— M est une variété Lorentzienne de dimension 4 qui représente l'espace-temps. Soit

geEC®(S(T"M ®@T*M))

le tenseur métrique, qui d’aprés (23.3.1), (23.3.9) et (23.3.13) détermine une connexion
de Riemann D, le tenseur de Riemann R et la courbure S de I’espace-temps.
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— Soit
Ao (A
une 1-forme qui représente le champ électromagnétique. (Voir section 21.0.3).
On note F' = dA.
— Soit
UeC™(TM)

un champ de vecteur que 'on suppose de type temps et normalisé en tout point
reM:g(U,U,) = —1. U représente les trajectoires d'un nuage de poussiére
chargé électriquement dans l'univers (U est tangent aux lignes d’univers). De
plus

p e C™ (M)

est une fonction qui représente la densité de masse de ce nuage, et on note o = e.p
sa densité de charge (avec e > 0 une constante). (on ne modélise ici donc qu’un seul
type de matiére).
Les trois champs métrique g, électromagnétique A et matiére U QQet 1 7@QQ@ décrits ci-
dessus intéragissent entre eux d’apreés les données suivantes.

23.3.3.2 L’action

On définit le Lagrangien total de ce modéle par :
Etot (LC) = Egrav (I) + Ee.m. (.I') + £int (l’) + ﬁmat (CC)

avec x € M, et 'action par :

I(g,A, U) = / Lot ol
M

avec le Lagrangien gravitationnel, appelé “Lagrangien d’Hilbert Einstein”

1
- S A ]rtw: Crow V0
G @0 L= [ Lyt

ot S(x) est la courbure scalaire (23.3.13), et A € R une constante, appelée constante
cosmologique.
Le Lagrangien électromagnétique déja défini en (21.0.15) est :

Lorav (7)

1
ﬁe.m. (:C) = _§<F7 F>A%

Le Lagrangien d’interaction Matiére-rayonnement est :
Eint (:U) == <A7 \.7>A310

avec la densité de courant J = oU.
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Le Lagrangien pour la matiére est :

1
Lmat (.T) - §M<U7 U>TmM

Les équations de la physique correspondent aux champs tels que 'action I (g, A,U) est
extrémale par rapport aux variations a support compact des champs g, A, U.

Théoréme 23.3.8. (Besse 4.17 p.120 [0]), (Taylor T3 [71], chap.18)
Premaiéres vartations de l’action :

Si la métrique g est modifée en g + Th avec T € R, et h € C*° (S (T*M @ T*M)) une
direction de variation a support compact, alors

9 1
Elgmv (9+7h))—g= Torr /<G> h) tvor

ot ]
GIF =it — —GgIt — AgT*
r 5 g g
est appelé tenseur d’Einstein, G € C* (S (T*M @ T*M)). De méme

0
EIe.m.Jrinterat. (g + Th)/T:(] = /<T7 h’>:u’001

ol
. 1 [~ 1
T = — (F°+ (FF)Id)+pU QU
4 2 —_—
N -~ 7 mat
F? = F;, F"

est appelé tenseur énergie impulsion. Ils vérifient :

div(G) = div(T) = 0 (23.3.14)

Corollaire 23.3.9. L’action totale I, (g) est stationnaire par rapport aux variations de
la métrique g si et seulement si est vérifiée I’équation d’Einstein :

G = 8mkT (23.3.15)
Démonstration. QQ O]

Il faut aussi étudier les variations de ’action par rapport aux champs A et U
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Proposition 23.3.10. L’action totale I, (A) est stationnaire par rapport auz variations
du champ A si et seulement si est vérifiée I’équation de Maxwell (21.0.6) :

d'F =4nJ

avec la densité de courant J = oU.

Proposition 23.3.11. L’action totale I,,; (U) est stationnaire par rapport aux variations
du champ U si et seulement si est vérifice [’équation pour la matiére :

puDyU = eg ' (F (U)) (23.3.16)

(ot F, € A2 donc F, : T,M — T;M, et g;* : TiM — T, M donc g~* (F (U)) € T,M).
Cette équation signifie que sans champs e.m. (F = 0), les particules vérifient DyU = 0,
i.e. les lignes d’univers sont des géodésiques d’apres (25.3.0). Le champ électromagnétique
F dévie ces lignes (Force de Lorentz). On a aussi

div(pU) =0

qui traduit la “conservation de la matiére”.

Remarques :

— Les équations (23.3.14) n’impliquent pas de conservation de I’énergie! cf [29] chap.2
section 7. Il faut supposer en plus une symétrie de 1’espace temps : existence d’un
groupe d’isométrie de type temps, par exemple un univers “stationnaire”.

— Dans un référentiel o la matiére est au repos (U = (1,0,0,0)) et si g = —dt @ dt +
> dat ® dx' (Minkowski, i.e. sans courbure d’espace) alors les équation (23.3.16)
s’écrit sous la forme “Equation de Newton avec force de Lorentz” & faible vitesse :

d_) — —
md—: =e <E +TA B)
et
(Tmat>0’0 =

qui correspond & 'énergie de masse au repos de la matiére (“mc®), et
(Tonloo = 5 (1B + 1)
00 {7

qui est la densité d’énergie du champ électromagnétique. (|29] p.169)
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— On montre ([31], p529) que si V,, € T, M est un vecteur unitaire de type temps,
et Sy est 'hypersurface orthogonale (de type espace) alors la courbure scalaire de
cette hypersurface est reliée a I’énergie observée dans le référentiel définit par V,, :

Sz (Sy) =16k T, (V,, V)
—— —_——
courbure scalaire énergie observée

signifiant que “le contenu en énergie est responsable de la courbure”.

— On montre aussi que si W (s) est un champ de vecteur mesurant ’écartement entre
deux géodésiques voisines (appelé champ de vecteur de Jacobi) (W (s) est de type
espace, et le paramétre s est le temps propre) alors

d? 1
S9(WW) = —2(VV) = 16wk (T (V,V) + 5 Tr (T)) (23.3.17)
geometrie eq. Einstein N —~ _
>0
donc ,
7529 (W, W) <0

signifiant qu’il y a une accélération “attractive” (les géodésiques initialement pa-
ralleles se rapprochent). Les équations d’Einstein ont les méme effets quune force
gravitationnelle attractive.

FIGURE 23.3.1 — Cette figure illustre I’équation (23.3.17) qui relie I'accélération de 1'écar-
tement de géodésiques voisines au contenu en énergie de I'espace temps.

23.3.4 Modéles cosmologiques en relativité générale

On présente ici quelques modeéles qui on joué (ou jouent encore) un roéle important en
cosmologie. Ces notes sont basées sur les références [33, chap.5, p.91] et [3, chap.5, p.111].


https://fr.wikipedia.org/wiki/Cosmologie
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23.3.4.1 Description de ’espace temps M,

On va construire trois modeéles particuliers d’espace temps M, indicé par e = —1,0, 1.

On considére une variété Riemanienne de dimension trois Y., appelé espace homogéne
défini par (selon la valeur de ¢)

— Cas € = 0. L’espace Euclidien

Yo :=R3 = {x = (w9, x3,14) € ]RS}

avec la métrique Euclidienne hy = dxy ® drq + dve ® drg + drs @ dxs.
— Cas e = 1. La sphére

Y =5%= {x = (21,09, 73, 74) ERY, 22 425+ 22+ 22 = 1}

avec la métrique h; induite de la métrique Euclidienne sur R*.
— (Cas e = —1. L’espace hyperbolique

Yo =H = {z = (21,20, 23,74) €R', 2] — (2] +23+2]) =1et z; >0}

avec la métrique h_; induite de la métrique de Minkowski sur R*.

Remarque 23.3.12. Pour chaque indice ¢ = —1,0,1 on peut écrire les définitions ci-dessus

comme
e ={z = (21, 22,23,24) €RY, 2} +e (23 +23+2]) =1}

avec la condition supplémentaire x1 > 0 pour € = 0, —1. X, posséde la métrique induite
sur R* : h = a7 + € (23 + 23 + 27), sauf pour € = 0.

Remarque 23.3.13. notations : R, signifie que ¢ est le nom de la variable sur R. Pour une

fonction & une variable comme R (t) on note 1 (t) := 4&.

Définition 23.3.14. Soit R € C* (R;; R). Un espace temps de Robertson-Walker est
le produit direct

M, =R, x % (23.3.18)

munit de la métrique Lorenzienne g, sur M, :

ge = —dt @ dt + (R (t))* he (23.3.19)

ou (X, he) a été défini plus haut.

Avec quelques hypothéses, on obtiendra l’expression de la fonction R (¢) dans la propo-
sition (23.3.21).
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23.3.4.2 Lignes d’univers cosmologiques

Soit € € {—1,0,1} fixé. Soit x € ¥, est un point fixé.
La courbe 7, := {(t,z),t € R} C M est une géodésique de type temps appelée ligne

dryz(t) dyz(t)

dt dt

= 1 ce qui montre que t est
(23.3.19)

le temps propre pour cette ligne d’univers. Elle représente un observateur immobile dans
ce modéle cosmologique. Si (eq, eg, €3) est une base o.n. de 7,3, alors

d’univers cosmologique. On a

— 9
=5 donc ‘

0o 1

—, — e T, oM,
ot R(t) (61762763) e ()

est une base orthonormée pour chaque ¢ € R, et cela forme un référentiel inertiel (i.e.
transporté parallélement) appelé référentiel cosmologique pour ce modéle.

Soit z, 2" € X, sont deux points donnés.

On note dy, (z, 2') la distance entre ces deux points pour la métrique h.. Alors la distance
entre les points v, (t) et 7, (t) pour la métrique g, est d’aprés 'expression (23.3.19)

A(t) == d (1 (1) 7 (1)) = R (1) ds (x,2) (23.3.20)

ainsi R (f) mesure la distance (instantanée) entre des points immobiles de cet univers a la
date t. Pour deux dates t1,%5 on a donc
dtz) _ R(ty)
d(t1) (23.320) R (t1)

. (23.3.21)
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Lemme 23.3.15. On a

e (8) 7 (1) = H () (30 (8,70 (1) (23.3.22)
appelée Lot de Hubble, avec _
R(t
H(t) = R—Eti eR,
appelé le facteur de Hubble.
Démonstration. On a % (d (v, (t) 7w (1)) = Rdy = R% = Hd. O

= s
(23.3.20) (23.3.20)
Remarque. La formule (23.3.22) est I’équivalent infinitésimal de (23.3.21).

Notons 7, . la géodésique sur X, reliant les deux points z,2" (cette géodésique est
unique car ¥, est simplement connexe) paramétrée par s € R de sorte que

[

=1 23.3.23
- , (23.3.23)

et Yo (0) =2, Yo (d(x,2")) = 2.
Rappelons la fréquence d’un faisceau lumineux (géodésique de type lumiére) expliquée

en QQ,

Lemme 23.3.16. Soit t; € R. Soit f € C™ (Ry;R;) définit par f(0) =t et

a _
ds

R(f(s)). (23.3.24)

Alors la courbe
’?(3) = (f (S) y Ya,a! (5)) e R, x X = M,
est l'unique géodésique de type lumaiére joignant la ligne v, a la ligne v, et partant
du point (t1,x) € 7,. Elle rejoint v, au point (ty,2") € v avec to =t + f (d (x,2)).
Si v = (g (%ﬂc, ‘;—Z))_l est la fréquence pour lobservateur vy, au point (t1,x) et vy =

NN -1
(g (dg—f', Z_Z)) la fréquence pour 'observateur v, au point (to,x') alors

1) - R(t1>
v R(ty)

(23.3.25)

Remarque 23.3.17. (23.3.24) est une équation différentielle ordinaire, ot f : s — t = f (s)
est le flot engendré par le champ de vecteur R sur R;.

Démonstration. On a

(23.3.26)

&5 (df dr (s)
ds ds’ ds
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—(R())> = 0, ce qui montre que 7 est de type lumiére.

et 2] ] o

9 (23.3.19) (25 3.23)
Il reste & montrer que c’est une géodésique. On a dgf = % donc

dy. dy 0 df o df
ds ) @35, o dsot ) o3 = I =—R(t).
g ( dt’ ds) (23.3.26) 9 (at’ ds Ot ) (233.19) ds (23.3.24) (f(5)) (t)
O
Exercice 23.3.18. en pratique on observe le facteur
<= n—h (23.3.27)
V3

appelé “red-shift” ou décalage vers le rouge. Exprimer le rapport de distances d (to) /d (1)
définie en (23.3.20) a partir de z.
Solution 23.3.19. On a

141 R (tg)

- Ly = 1=
(23.3.27) Vo (23.3.25) R (tq

S~—
Q.
—~
~
=
N—

23.3.4.3 Tenseur énergie impulsion et équations d’Einstein

Soit p € C* (Ry;R) une fonction appelée densité d’énergie et p € C®(R;;R) une
fonction appelée densité de pression.
On considére le tenseur énergie impulsion de type (0,2) symétrique,
Lo

o 0
T=(p+p)5®5 +3509

23.3.2
ot — ot (23.3.28)

Proposition 23.3.20. L’équation d’Einstein (23.3.15) appliquée au modéle d’espace M,
de Robertson Walker (23.5.18) et pour le tenseur énergie impulsion (25.3.28), donne les
équations de Friedmann pour les fonctions p (t),p(t) :

3

h= <R2 +e) ~A (23.3.29)
R R?

p= 2R_%_R2+A (23.3.30)

ot A € R est la constante cosmologique. Cela implique la relation

d

- (nR) = —3RR%p (23.3.31)

Démonstration. On admet ce résultat. Pour montrer la derniére relation, on a

uwR® = 3R <R2 + e) — AR?

(23.3.29)
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donc
% (uf) = 31 (2 + ¢) + 6RIR — 3AR*R
— 3RR? (%}%H%—A)
= —3RR%p
O
On considérera deux cas particuliers : pour tout ¢ € R,
p(t) =0 : "poussiéres"
p(t) = %u (t) :'radiations".
(ces relations s’appellent “équation d’état”). Pour traiter ces deux cas on écrira
p= gu, k € R. (23.3.32)

avec k = 0 pour décrire des poussiéres et kK = 1 pour décrire des radiations.

Proposition 23.3.21. L’équation de Friedmann (25.3.31) et l’équation d’état (23.5.32)
donnent : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout t € R,
w(t) (R()* =C. (23.3.33)
et alors ) 1
(R (t)) =3 <CR ()"C 4 A) R()’ — e (23.3.34)
Démonstration. On a
d 3 . )
_ — -3 R2 — _ RQ
dt ('LLR ) (23.3.31) REp (23.3.32) R
Donc pour a € R, on a
4 (LR*) = 4 (LR*R*7?) = 4 (LR*) R*™® + (o — 3) uRR* " R?
dt dt dt

= —kRR*uR*™ + (o — 3) uRR* ™R3
=(a—3—kK)pRR* 1 =0
si @ = 3 + K, donc il existe une constante C' € R telle que uR3>** = C. Ensuite
. 1
R* = = A R? —
(23.3.29) 3 (n+4) ¢
1
(23.3.33) 3

(CRG™) 4 A)R® — ¢
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Proposition 23.3.22. Soit

op(t)+A
Q(t) = BH (1)

appelée densité. Alors

Q>1ee=+41, :espace ¥ =83,

Q=1<e=0, :espace = E>,
N<lee=—1, :espace ¥ =H>,
Démonstration. On a
52
A) R2 (R + e>
Q) = [ E L G S
3R2 (23.3.29) R2 R2

donc Q2 > 1< ¢€>0.

Remarque 23.3.23. |8, p125,p140]|D’apres I'observation du fone diffu cosmologique, et des
super-novas, les astrophysiciens pensent que 'univers est dans une situation avec une den-
sité Q2 ~ 1, contenant de la “dark energy”, et avec ¢ = 0 (espace 3 euclidien).

O

23.3.4.4 Solutions de I’équation d’évolution de Friedmann-LeMaitre

On va résoudre I’équation d’évolution (23.3.34) pour certains cas.

Proposition 23.3.24. Si A =0, et ¢ =0 (espace ¥ Euclidien) alors

1A\ 2
R(t) (a(3) ) , o 3 >0

plus généralement, pour toutes valeurs de A et € alors pour R << 1 on a :

R(t) = (é (%)1/2>ata (1+0(1)).

Cette singularité en t = 0 s’appelle le big-bang.

Démonstration. Eq. (23.3.34) donne

R= (—) v R = (1+0(1) (23.3.35)
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ot le reste est nul si A =0 et € = 0. On suppose R (t) = ct®. Alors (23.3.35) donne

C 1/2 K 14K
cat® = <§> o (14+0(1))

Donc

et

Comportement pour R > 1 :
Proposition 23.3.25. Pour R > 1 (assez grand), si A # 0 on a un comportement
exponentiel :

R(t) = R(0)e*(3)" (1+0(R™?))

St A=0 et e =—1, alors on a une croissance linéaire

R(t)—%tJrO(Rl).

Démonstration. Eq. (23.3.34) donne
: 1 1 1\
R(t)=%(-CR ™ 4 AR — —¢) .
®) (3 T3 3°
Si A # 0 alors

La solution est

1/2
Rt) =+ (% e (R1)>
Donc 1
R(t) = ﬁt +O0(R™)




Annexe A

Solution des exercices

A.1 Chapitre Analyse

Exercice 1.0.4 page 13
— La fonction log (.) est C™ sur (0,00) et el est C™ sur R donc e®'°8l7l est C> sur
R\ {0}.
— Pourz > 0,ona f(z) = e*o8l7l | f/(z) = qeleDloslel ¢ () =a(a—1)... (a —k+1)e
— Pour x — 0, on a f(x) — 0 donc f est C° en x = 0.
— Si0<a<1l,onaa—1<0donc f'(x) — oo donc f n’est pas C*.
— Sil<a<2 ona f (z)— 0donc f est pas C' mais o — 2 < 0 donc fP? (z) = oo
donc f n’est pas C?. Etc...
— Dans le cas particulier a = 1, alors f (z) = 1, f® (x) = 0 donc f est C*°. De méme
sia €N, f¥(z) =1et f est C.

Exercice 1.0.5 page 13 Par définition, si f est dérivable en x = 0, il faut que ! (y);f © —

sin (i) ait une limite pour y — 0, y # 0. Ce n’est pas le cas, en effet, la suite y,, = m
2

donne sin (yi) = (—1)" qui ne converge pas pour n — oo (et y, — 0).

Exercice 1.0.19 page 22

1. On développe en série :

317
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Alors
d:E 1,2 _g,4 (—g)n(/d.f 124)
7 — e 2% e a? = ~ -7 e 2% =
(9) V2T = nl4n V2
_ (=g)" (4n -1
—~~ Z nl4n
Gauss n>0
(=9)" (4n)!
TLZn
Y Lol
n>0
avec

_(CtEm () ()"
= v e, v ()

' Stirling

On obtient donc que le coefficient de la série ¢"Z,, diverge comme (gn)" pour tout
g > 0. Le rayon de convergence est nul, et donc la fonction Z (g) n’est pas analytique
en g = 0.

2. Comme V, () > V; (), la dérivée n-iéme de Z (g) vérifie pour g > 0

7/( )(g) _ _27T6 Vg() (Z) < A )(0)

donc le reste de la formule de Taylor donne

gn+1 (n) i
B < L 20 0] = 2
3. Ona M (n) ~ \/Lﬁ (%22)" donc L (n) := log (M (n)) ~ nlog (*2) — 1log (7n). On

cherche le minimum en considérant n € R :

dL 4 1
0=—=log on +1—-—<4gn~1
dn e 2n

donc
1
no ~ —
0 Ig

4 4g 1
Moin (9) = M (no) ~ 1/ ?ge,no ~ ,/?e +

qui est une fonction plate en g = 0. Pour g = 0.1, on calcule ng = 2 et M,,;, ~ 0.1.
Pour g = 0.01, on calcule ng = 25 et M,,;, ~ 10711

Alors
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Exercice 2.0.2 page 25 Sin # 0, observons tout d’abord que

—i2TnT —i2TnT
e =—20, (e
2mn x< )

On fait une intégration par parties dans la 2eme ligne :

1 - 1
~ . ) .
n) = ze Py = — | 10, (e7?™) dx
oy = | s | @e ()
. . 1
— ! [xe—i%mx]é _ ! €—i27rn:c dr
2mn 2mn J,
=0
i
 2mn

Sin=0,
. 1 270 1
fo=[fawe= 3] =3

Exercice 2.0.9 page 29 On a d’une part

1 1 1
|m@=Af@ﬁmzAﬁM:§

et d’autre part d’aprés I’égalité de Parseval et le résultat (2.0.2)

1 .
s=IfIE = ﬂ\

Parseval

donc

Exercice 3.0.6 page 35

C’est assez analogue au calcul de (3.0.6). On a limg_,; \/ﬂ f R
le contour, il faut distinguer deux cas, £ > 0 et £ < 0.
En coordonnées polaires z = Re® on a

_ _ 7/0 i .. i .
e i€z _ e iERe e i§R(cos 0+isind) __ e szcosGefRsmG

Donc ‘efifz} < eﬁRsinel

_lgl‘d.’b
1422

319

(A.1.1)

1 1
1t Y
n>1

. Pour refermer
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Si & > 0, il faut refermer l'intervalle d’intégration z €] — R;+R[ par le demi cercle
inférieur 75 := Re, 0 = 0 — —n dans le sens indirect car sinf < 0 donc e$#5"% < 1 et

—i€z R 10 —z{z ™R ¢Rsin 6
€ 4| < /Ze—deg/e—de
p 1422 o 1+ R%e? o R2—-1
™ R
dg) — 0
- /0 R2—-1 R—o0
Donc en notant la courbe fermée v :=] — R; +R[Ujg on a
/ —zEz
\/ 21 Sy, 1+ 22
Cette courbe entoure un pole en z = —1i et
e k2 e k2 e—¢

1422 (z—0) (2 41) =i —20(2 +1)

alors avec la formule de résidu (un signe — vient du changement de sens)

,g T
=—— 127 —e7t
= \/—( )(2) \/g

Si € < 0 il faut refermer le contour par le demi-cercle supérieur contenant un pole en
z =1 et on obtient de fagon similaire

e—ifz B e—ifz N ef
1422 (2 —1) (2 +1i) =i 2i (2 — i)

1 € T
J = — % o) = [ L et
oz 2; (27) \/g6

Au final pour tout £ € R, on a obtenu

I \/gem

Exercice 4.0.2 page 38

B=i¢, C=0,

c’est une intégrale Gaussienne, voir (B.1.2), posant A = o =,

1 iz~ oa? g 1 ™ B? e
(ff) (5) = (27‘(‘)1/2/6 56 20 dr = W\/; (4A) ge 7t
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Exercice 4.0.3 page 38 on écrit

1 = © 2 o
(]:f) (f) = (271')1/2 </0 e~ €= ] +/O ezm{e—mdx) _ W% </0 esze—zdx)

or [ eéemrdy = 1 [ei R = L _ IHE Done (Ff) (€) = \/g#

Exercice 4.0.4 page 38 Le paquet d’onde est

2
. |z—zq|
z{o‘ze 552

Pzo,&0 (I) ‘= ae

avec (xg,&) € R?™ et 0 > 0, a > 0. Sa transformée de Fourier est

1 .
(Fous) O = — [ € ) o

(27'(' n/2
_ a iz.(§0—¢&) —Wd — a eH@+0)-(§0—8) ‘fd
= (27]-)71/2 § (& e 20 T = W . € 20 X

C’est une intégrale Gaussienne, voir (B.1.2), posant A = #, B =1i(—-¢&), C =
iz (£ — &), on obtient

a T\ /2 B? a n/2 o? 2
x = — C+— )= 2mo? —1 &) — = 1§ —
Fona) O = 55 (5) oo (-e+ %) e (2n0) e (i (€ 6) - G ke~
: o?
= ao” exp (—mo (€ —¢&) — > € — §0|2)

Exercice 4.0.12 page 43 On pose f (z) = (g * g) =[g(y —y) dy. Le support
de g (y) est [—3,1]. Le support de g (z —y) est [;1: 2,:17 + —} L mtégrale est donc sur
'intersection des 2 supports. Ainsi si |z| > 1, les supports sont disjoints et donc f (z) = 0.
Si0<z<1alors f(z) = f;ﬁmdy =1—x Etsi —1 <z <0alors f(z fm;r/lf

x+1=1—|z|. Donc f est la fonction tente (4.0.3). On calcule facﬂement si€#0:

1 1 —i€x
A (et

(Fo)(©) = e =

7
21 J-1y2

1 (sin}
 Vr %

Avec (4.0.9) on déduit

sin & ?
FI(© = V2 (Fa) () = o= ( : )
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A.2 Chapitre algébre

Exercice 6.0.5 page 55 Une base est formé par les monomes de la forme

eyt

Qm
m

avec la condition a; + ... a,, < d. D’apreés la figure suivante, on déduit que

. m (m+d)!
dlm (Ed) = Ungd = W
oAq g Ao /wate>/a
e I own SRR A O I S
T 4 ™
—T N T

Exercice 6.0.6 page 55 Une base est formé par les monomes de la forme

e D)
eyt

Om
m

avec la condition oy + ..., = d. D’aprés la figure suivante, on déduit que

| vy _(mtd—1)
dim (Eg) = Coigy = (m =Dl

Exercice 6.0.8 page 56

soit u € G. Comme G = Vect (E|JF), on peut écrire
u=-e+ f, ecE feF
Montrons que e et f sont uniques. Siu=¢€'+ f'=e+ f avec ¢’ € E, f' € F alors posons

vim (=)= (= f)
—_——
S EF
doncv e (E(F)={0}doncv=0=e=¢€et f=f
On a ainsi un isomorphisme

G— EoF
u— (e f)
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Exercice 7.0.6 page 61

Il y a deux sens & montrer. Supposons A est injective cad Yu,v, (A(u) = A (v))
(u=v). Soit u € Ker (A) c’est & dire A(u) =0 = A(0) donc u = 0 donc Ker(A4) = {0}
Inversement, si Ker(A) = {0}, supposons que A (u) = A(v) alors A (u —v) = 0 (par
linéarité) donc u —v € Ker (A) donc u —v = 0 donc u = v.

=

Exercice 7.0.7 page 61 soit ki,...k, une base de Ker(A) que 'on compléte pour
obtenir une base de E par (em41, .. - €min) (noter que dim (E) = m + n). On pose f; :=
A(emyi) pour j = 1,...n. On vérifie que c’est une base de Im (A) et que A ([ens]) = f
définit un isomorphisme entre (E/Ker (A)) et Im (A).

Exercice 7.0.8 page 61 On utilise le résultat général (7.0.4) : dim £ — dim (Ker (A)) =
dim (Im (A)). On écrit :
A injective < Ker (A) = {0} & dim (Ker (A)) =0
< dim(Im(A)=E<Im(A)=F
< A surjective
Concernant I'exemple sur RY, il est clair que u € Ker (A) ssi v = (u',0...). Donc A
n’est pas injective (dim(Ker (A)) = 1). Mais A est surjective.
Par contre Ker (B) = {0}, B est injective mais pas surjective, car le vecteur (1,0...)
n’est pas dans l'image.
En mécanique quantique, il y a la base [n),n =0, 1..., de “'oscillateur harmonique”
de l'espace E = L*(R), |14, chap.2]. L’opérateur création vérifie

at|n) = vn+1n+1)
Soit |u) = > u™n) € E. On a
oty = 30 (@) = S wVa T Tn+ 1) = 3wt mlm)
n>0 n>0 m>1

donc par rapport a cette base,
at (W) = (0, u, V2ut, V32, . >

est similaire a opérateur B cidessus (injectif, pas surjectif). De méme l'opérateur annihi-
lation a vérifie :
alny = njn — 1)

alu) =Y u"(aln)) = " u"nln —1) =Y w"m £ 1|m)

n>1 m>0

Donc

ainsi

a(u oty ) = (ul V2R Vad )

est similaire & 'opérateur A (surjectif, pas injectif).
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Exercice 8.0.3 page 66 u € E définit une application linéaire @ € E** par @ («) =
a(u) € R, avec a € E*. L’application ¢ : u € F — @ € E** ainsi définie est injective donc
c’est un isomorphisme. (QQ@ montrer).

Exercice 8.0.4 page 66 si a € F* est un vecteur dual, on pose
A" (o) :=a(A()): E—-R (A.2.1)

qui est linéaire donc A* (o) € E* c’est a dire que

. {F Ny
a —a(A())

Autrement dit : (A*a) (u) = o (A (u)) pour u € E, ce qui s’écrit en notation de Dirac :

(A*alu) = (o] Au)

Exercice 9.1.3 page 70
1. Soit A =73",le:)(e*|. On a Ae; = 3", |e;) {(e*|ej) = e; donc A = I.
——

5
2. Ona . ‘ |
g (97)" g5 = Z< () (ex] e;) = (€"7]e;) = i
I
3. On observe l'action sur un vecteur de base e; : on a (e”[e;) = 0% et (eile;) =
g (€i,ej) = d;; si base o.n. Donc (€*']| = ().

4. On vérifie que 'action sur un vecteur de base e, est I'identité :

; lei) (97)" (ejlex) = lex)

Exercice 9.1.4 page 73 Supposons que (ey, . .. €,)est une b.o.n. c’est a dire que (e;|e;) =

dij» et que A(e;) =3, Ale;, AT (&) = > (A*))e;. On a

(A" (63) lei) = (e Aei)

& ffr exle;) = AF (ele
Z 6|z Xk: Z(;I )
ki 7.k

& (A7) = Al

7
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Exercice 10.0.4 page 87 Soit T'= ), . g; ;" ®e* tenseur de type (2,0). On 'applique
sur les vecteurs de base, et on trouve

T (ex, 1) ng (ex) € (e)) = g1 = g (€x, er)

donc T'=g.

Exercice 10.0.5 page 88 Soit T'= ). el A f; tenseur de type (2,0) antisymétrique. On
I’applique sur les vecteurs de base, et on trouve

Ten f) =D (ef (ex) 7 (f) = f7 (en) € (f1) = Z Oi=k0i=t = Op=t = w (ex, f1)

i

etc. donc T' = w.

Exercice 10.0.6 page 88

L. Onau=3_; ulf; = > ud (3, Ple;) =3, (ZJ u/ij> e; donc

ut = (ZPZ J) & u=Pu

J

2. Soit B:= 3, P/ f* € E*. On va vérifier que 8 = e en les appliquant sur tous les
vecteurs de base. On a

fk =e" (Z Pkez> =
et par ailleurs

ZPJ “fo) =Pl =¢e(f),  Vk

donc en effet 3 = e*. Ensuite

D SUEED D SLTAED o] bORTE) Vi
) [ 7 J )

donc
o pi o
aj—ZozZPj<:>a =aP
i
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. . . -/
3. D’aprés ci-dessus, on a e’ = >, PL f* et ¢; = >0 fir (P77 done

_ J (%t _ Y i pxi —1\J’
P Yreen) - X ((Tr) o (Ta )
i.j ij il I
On utilise la bilinéarité du produit tensoriel pour obtenir :

T=3 5 () P (1 e )

— —
i,g" g

et déduire le résultat.

A.3 Chapitre géométrie différentielle

Exercice 18.1.11 page 144 On a tan (g) = 2 donc

T op

6
p = 2cot (5)

Exercice 20.2.4 page 219 Les formules pour passer des coordonnées sphériques a car-
tésiennes sont

' = rsinfcosy (A.3.1)
2z = rsinfsing
® = rcosf

Noter au passage que les coordonnées sphériques ne sont définies que sur la carte r > 0,
0 <6 <m0 < @ < 2m, soit I'espace R3 privé du demi-plan {x > 0,y = 0,2 € R}. Les
différentielles de ces fonctions sont

dz' = sinfcos dr + r cos f cos pdf — rsin 0 sin pdyp (A.3.2)

de* = sin@sin pdr + r cosfsin pdf + rsin 6 cos pdyp

dz3 = cos@dr — rsinfdh

donc en développant (et ne gardant que les termes différents)

v = da' Ada? A da?
= (sinfcospdr) A (rsinf cos pdp) A (—rsin 6db)
+ (1 cos 0 cos pdf) A (rsin 6 cos pdyp) A (cos Odr)
+ (—rsinfsin pdp) A (sin 0 sin pdr) A (—r sin 0d0)
+ (—rsin@sin pdp) A (rcossin pdf) A (cos Odr)
= 1” (sin” f cos® p + cos® B sin f cos® ¢ + sin® §sin® ¢ + cos® I sin O sin” ) (dr A db A dip)
r?sin 0 (dr A df A dy)
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Plus généralement, un changement de variable dans une forme volume fait intervenir le
Déterminant de la matrice des différentielles. Ici :

o(xt,z? 2®)\| .
Det’<w) =T Slne

Exercice 20.2.6 page 219

— Base de A2 qui est de dimension Cf =1 : 1

— Base de AL qui est de dimension C} = 4 : dx, dy, dz, dt

— Base de A2 qui est de dimension C} = 6 : dox A dy, dz Adz, de A dt, dy A dz, dy A
dt, dz A dt.

— Base de A2 qui est de dimension C§ = 4 : dz Ady A dz, dv A dy A dt, dz A dz A
dt, dy \dz A dt

— Base de A2 qui est de dimension C} =1 : dz Ady A dz A dt.

Exercice 20.2.8 page 220 On écrit
x =rcosb, y =rsinf

alors
dx = cos @dr — rsin 8dd, dy = sin 0dr + r cos 0df

on élimine la composante dr par :

cos @dy — sin Odx = rdf

donc ]
df = — (r cos Ody — rsin Odzx)
r
On déduit 1
a=di = Zi (xdy — ydz) (A.3.3)

Exercice 20.2.9 page 220

Une premiére méthode consiste a partir des expressions (A.3.2) et déduire

1
dp = dz* — sin pdx’
® s (cosgo x° —singp x)

1
g = - (COS 6 cos pdx' + cos O sin pdr? — sin cpdm3)
T

alors

B =sind (df A dy) = rli" (z' (d2® Ada®) + 2® (da® A da?) + 2° (da' A da?))
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Une autre méthode consiste a observer d’apreés (20.2.8) que
v =dx' Ada? Ada® = ridr A B

On voudrait éliminer le terme dr & droite pour déduire 5. D’aprés la relation dr (%) =1,
il faut appliquer le champ de vecteur

a2 ox'\ 0 N ox?\ 0 N ox3\ 0
or or ) Ox! or ) 0x? or ) 0x3

= 1( 1 9 +x2i+x3i>

r\" ot T 02 T e

On obtient de méme

1 0 1
B = i (E, . ) =3 (z' (dz® Ada®) + 2® (da® A da?) + 2° (da' A da®))

Exercice 20.2.10 page 220

Comme dans Eq.(18.4.5), on a ¢ = rcosf, p = rsinf donc dqg = cosfdr — rsin0df,
dp = sin Odr + r cos #df donc

w=dg A dp = (cos@dr — rsin0df) A (sin Odr + r cos 0d0)
= rcos? Odr A df — rsin®0dé A dr = rdr A df

ensuite dA = m2rdr donc w = %dA A do.

Exercice 20.5.4 page 225 Dans un systéme de coordonnées (z', ..., z"), pour simplifier
les écritures, on note
I=(iy,...5) € {1,...n}"

un multiplet et
de’ = dax™ A .. A dx®

f=>_fdat,  g=>)"gsda’
T 7

Alors

et
JANg= Zf[gj (dz" A dz”)
17
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donc

d(fANg) = Z Y a(gf;gJ) (dwk/\dx[/\dxj)
J

97+ f1—> (da:k Adz! A dx‘])

— ZZ (a—ggJ (dajk N /\dm‘]) + (_1)}7 fl% (dx[ A da® A de))
,J

0
(%d{ﬁk A d:BI) (gsda”) + (=1)F (fida") (%dzk A d:v‘]))
= df Ng+ (=1 fAdg

on a utilisé dz* A da’ = (—=1)" (dz’ A dz*).
Exercice 20.5.5 page 225

On note f les 3 composantes de f si f est une 1-forme ou une 2-forme, et de méme pour
g.
1. Casp=0,¢=0:laformule d(fg) = (df) g+ fdg donne

grad (fg) = ggrad (f) + fegrad (g)

2. Casp=0,qg=1:1aformule d(fg) = (df) A g+ fdg donne
ot (£§) = grad (f) A g+ frot (g)

3. Casp=0,q=2:laformule d(fg) = (df) A g+ fdg donne
div (£§) = grad (f) .3 + fdiv (§)

4. Casp=1,¢q=1:laformule d(f A g) = (df) Ng — f N dg donne

N

div (fA g) = rot (f).g — frot ()

Exercice 20.5.10 page 229

1. Sur le domaine D = R\ {0}, on considére la fonction f (x) =1siz > 0, et f(z) =0
si z < 0. Donc f € C™ (A%, df = 0. Mais f # cste.

2. Sur le domaine D = R? \ {0}, en coordonnées polaires, on considére la 1-forme
a = df (qui est bien définie sur D, voir (220)). On a da = ddf = 0. Montrons
que a # df. Sur un cercle de rayon fix¢, 'intégrale [a = 0220 df = 2m # 0. Or si
a=df = 4dg, on aurait [« = 92:”0 df = f(27) — f(0) = 0.
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3. Sur le domaine D = R3 \ {0}, en coordonnée sphériques, on considére la 2-forme
B = sinfdf A dy qui est la 2-forme d’angle solide, bien définie sur D. On a df =
cos@dfd N df N\ dp = 0. Montrons que 8 # da. Sur une sphére de rayon r fixé,
Vintégrale est [ [ =47 #£0. Orsi f =da, on aurait [ [ S = [ [da=0.

Exercice 21.0.6 page 232
1. Sur R, gy = dx est la mesure volume sur R, et dx est aussi une base o.n. de Al.
D’aprés la définition, pour tout a € C*° (A%), on a da = (dd—g‘) dz, et

[ tda @)@ ds = [ (a@).aB (@) ds

@/(da)b(:r)dx—/a(x) (d*B (z)) dx
o / ( >dx—/a(x) (d*B (z)) dw

(par parties), donc d*3 = — ( m)

2. Sur R? 1,0, = dx A dy est la mesure volume sur R, et (dx,dy) est aussi une base
on. de A' et dz A dy une base o.n. de A%. D’aprés la définition, pour tout o =

azdr+a,dy € C (A'), onada = < Bng + 6%) dx Ndy. Posons d*f3 = b,dx+0b,dy

ou 'on cherche b,,b,. On a

[ tda @) B @)y (dz ndy) = [ (o <x>,d*ﬁ (), (da A dy)
P / ( day )@Ey (dzdy) = / (auzbs + ayby) ddy
o / (az% —a aﬁmy) (dudy) = / (aby + ayby) dady

Y ox

(par parties), donc b, = % et by = agiy

Exercice 21.0.2 page 234
1. Sur R" avec les coordonnées x = (x!,...2") la métrique Euclidienne (18.5.2) donne

Y

la matrice diagonale g; ; = 6;;, alors (g7 ()" = 0 et G (z) := det (g (x ); = 1.
La formule (21.0.5) donne

2. En coordonnées polaires sur R2, d’aprés (18.5.4) et (18.5.5) on déduit que (g71)" =(r.0)
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0 r2 i

1o [ of o (1 of 1o [ of 10%f
‘Af—;(a(W)*@(ﬁ%))75(75)*7«—2@

O%f 19f 1 9%f
o T ror ol

( L0 ), G (z) :=det (g;j (z)),. = r?. La formule (21.0.5) donne

Exercice 20.5.5 page 225

A.4 Chapitre espaces fibrés

Exercice 23.1.10 page 262 : On va calculer le degré C' de sa fonction de recollement
défini par Eq.(23.1.4). On procéde comme dans la preuve ci-dessus. On trivialise le fibré
au dessus de Hy, et Hs, et on déduit le degré C' de la fonction de recollement. Voir figure
qui représente les deux hémisphéres vues par dessus et dessous avec un champ de vecteur
sur chacune. On trouve C' = +2.

LF(—Q"H’)—.:Q. 2T &mc C = —}-2_
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A.4.0.1 Exercice 23.1.14 page 266 :

A.4.0.2 Exercice 23.2.5 page 272 :

Soit Py le projecteur orthogonal sur Fy). Il est donné par en notation de Dirac par

_ )]
T )
La dérivée covariante est donc
Dy Pdp_ [OQIE) _ W)
e T B DA
L, Wi

(¥[¥)
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Exercice 23.2.13 page 281 : On écrit
(ANA), ZAMAV = ZAVAAA

—ZA” A dx /\dx])

At /u
0,5,

==Y AN AL (dat A da?)

05\

_ %Z AL AN AN AY ) (da A da)

AT,
1,0,

= 2 (1A, 4);

Exercice 23.2.19 page 286 D’apreés la formule de composition

hoyty = Ty —vyt+1) = Ty =+1) To(0)=71) To(t)—(0)

Mais par périodicité, T 1)oryt+1) = Ty0)=(t) €6 Trt)—(0) = Tyfol) () donnant

—1
hatt) = Ty =00 T 0) e



Annexe B

Formules

B.1 Analyse et intégrales

B.1.1 Intégrales Gaussiennes

Formule 1

/+0° exp (—X?)dX =7 (B.1.1)

—00

Démonstration. Soit [ = fj;o e~ dx. Alors
—+o0 ) —+o0 9 “+o00 “+o00 5 )
N I R e
fe'e) 2T ) 00 ) 1 ) oo
= / drr/ dfe " = 7T/ re | dr = 2w ({——e‘r ] ) =7
0 0 0 2 0

donc I = /7. O

Formule 2 Soit

Q(z) = A2* + B + C
A, B,CeC et R(A) >0 pour la convergence.

/_:O exp (—Q(x)) dz = \/gexp (—c + g) (B.1.2)

Alors
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Preuve : QQ

Formule 3. Pour n >0,

(2n —1)N
2'!7,

+00 2
/ e dr = /7
—0oQ

ou

Cn—-DN:=2n—-1)(2n—-3)...5.3.1 ==

appelée double factorielle. (par symétrie, pour une puissance impaire fj;o g2rtle—aa? o
0).

Démonstration. 11 faut dériver la formule fj;o e’ gy par rapport & « et faire « = 1 a la fin :

soit N
1, ::/ e_o‘x2dx:\/?
oo o
On a . N
In > NN ag? -1 -3 2n —1
dan—/_oo(:c)e dx—ﬁ<2><2)...< 5 )
donc N ( I
o0 2nm 7&2?2 2n_1..
dr = et
/OO z“"e x =/ 5
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», 210

A
action, 210
auto-adjoint, 39

B

base canonique, 79
big-bang, 315
bord, 31

C

champ de vecteur Hamiltonien, 175
compléteé, 36

cone de lumiére, 78

connexion, 268

connexion de Levi-Civita, 189
Conservation de I’énergie, 177
constante de structure fine, 22
continue, 11

convolution, 43

coordonnées duales, 163
coordonnées stéréographiques, 144
courbe géodésique, 170

courbure sectionnelle, 305

D

décomposition en valeurs singuliéres, 95
décomposition polaire, 94, 95

densité de courant, 291

dérivée, 12

dérivée covariante, 189, 268

dérivée de Lie, 241

dérivées partielles, 12

différentiable, 12

différentielle, 12

E

énergie potentielle, 177
ensemble résolvent, 91
équations de Hamilton, 176
espace de Banach, 36
espace de configuration, 175
espace de Hilbert, 36
espace de phase, 45

espace Euclidien, 310
espace hyperbolique, 310
espaces des phases, 175
extension analytique, 20
extension méromorphe, 20

F

facteur de Hubble, 312

fermeture, 31

fibré dual, 295

flot Hamiltonien, 175

fonction plate, 18

forme symplectique canonique, 173
formule de Cartan, 241

formule de Cauchy, 32

Formule de Taylor, 17

formule des résidus, 34

Formule d’inversion de Fourier, 41
fractale, 14

G

géodésique, 188

géométrie non commutative, 147
gradient, 171

H
Hamiltonien, 175
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Holder, 14

I

identité de Palatiny, 294
image numérique, 93
impulsion, 178
intérieur, 31

L

L’espace de Schwartz, 40
Lipchitz, 15

lisse, 12

loi de Boltzmann, 19

Loi de Hubble, 312

Loi de Newton, 178
Lorentzienne, 34

M

matrice symplectique, 83
Méthode des résidus, 34
mode de Fourier, 37

N

norme euclidienne, 11
norme Hilbert-Schmidt, 12
norme infinie, 11

norme L1, 36

norme opérateur, 11
noyau de Dirichlet, 29

@)

opérateur adjoint, 92

opérateur normal, 92

oscillateur harmonique quantique, 13

P

parité, 218

particule libre, 188

peigne de Dirac, 29
pendule de Foucault, 270
phase de Berry, 286

pole d’ordre k, 33
principe d’incertitude, 38
produit de convolution, 43
pseudo spectre, 91

Q

quantité de mouvement, 178

R

rayon spectral, 91

réelle analytique, 20
référentiel cosmique, 177
référentiel cosmologique, 311
régle de Leibnitz, 268
relativité restreinte, 203
résolvente, 91

Resommation de Borel, 19
Riemann-Lebesgues, 38

S

série asymptotique, 22

série de Laurent, 34

Série de Taylor, 17

spectre, 91

spheére, 310

support compact, 22
symboles de Christoffel, 191

T

Théoréme de Plancherel, 41
théoréme fondamental de 1’analyse, 17
théorie de Jacobi, 189

théorie de la relativité, 200
transformation orthogonale, 74
transformée de Fourier, 64
transformée de Legendre de L, 209
type espace, 77

type lumiére, 77

type temps, 77

\%

valeurs singuliéres, 95
variété Lorentzienne, 201
vecteur contravariant, 70, 153
vecteur covariant, 70, 164
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