Du vieux et du neuf sur les séries divergentes

F.Pham

(causerie au colloque Emile Borel,
Saint-Affrique 16-17 juillet 1999)

J’insiste a nouveau sur le fait qu’en développant I’esprit d’invention mathé-
matique par ’enseignement, on ne contribue pas seulement & la formation
d’un petit nombre de spécialistes que sont les mathématiciens, mais on
rend également service a tous ceux pour lesquels les mathématiques sont
seulement étudiées en vue de leur application pratique.

... dans ces travaux ainsi que dans mes travaux sur les fonctions entiéres,
sur les séries divergentes, sur la croissance des fonctions, je crois que le
trait commun aux méthodes diverses que j’ai utilisées est un souci con-
stant d’étudier les étres mathématiques en eux-mémes, comme le biolo-
giste étudie les étres vivants, de me familiariser avec eux, et de ne pas
me laisser influencer dans cette étude intrinséque des individus par les
préjugés et les traditions.

(extraits de Documents sur la psychologie de l'invention dans le domaine de la
science, Oeuvres de Emile Borel, tome 4, édité par les Publications du CNRS)

1 Développements de fonctions en séries de puis-
sances de la variable

Un exemple familier... Nos étudiants de DEUG apprennent & écrire le
développement de la fonction logarithme

z2 23 ot

n(l4+z)=o— = +2 2 ... 1.1
n(l+z)==z 2+3 4+ (1.1)

en intégrant terme a terme le développement

1 _ 2 3 !
1+a:_1 rH+zt—2°+--- (1.1")
Ils apprennent que les “séries” (sommes infinies) figurant au membre de droite
de ces égalités ont pour “rayon de convergence” 1 : cela signifie que pour |z| < 1
(et pas au deld ) le membre de droite converge vers le membre de gauche, en ce
sens que ses sommes partielles successives “tendent” vers la fonction considérée,
comme le montre la figure 1.



Ce que nous omettons souvent de faire remarquer & nos étudiants, c’est
que pour |z| > 1 non seulement la série diverge mais ses sommes partielles
“décollent” de la fonction qu’elles étaient censées représenter d’autant plus rapi-
dement que lordre de troncature augmente : cf. fig.1 bis.

Pourquoi cette omission ? Sans doute pensons-nous que la oli une série
diverge I’étude de ses sommes partielles n’a pas grand intérét. L’exemple suivant
va peut-étre vous persuader du contraire.

. et un autre qui mériterait de ’étre ! Soit a étudier, pour z > 0 proche
de 0, la fonction f définie par l'intégrale

[eS] e—t/w
(@) :/0 i (1.2)

En substituant & 75 son développement (1.1'), et en intégrant terme a terme,

un calcul élémentaire! donne la série
-2 +22° —62* +--- ()" T (n-1!az" +--- (1.3)

La figure 2 représente les graphes des sommes partielles de cette série. On y
voit un phénomene de “décollement” des sommes partielles, & premiere vue tres
similaire & celui de la fig.1 bis. Mais attention : contrairement 4 la série (1.1), la
série (1.3) a un rayon de convergence nul (tout étudiant de DEUG doit pouvoir le
démontrer !). Ce résultat théorique nous permet de prévoir qu’en poussant plus
loin 'expérience de la figure 2, considérant des ordres de troncature beaucoup
plus grands, nous finirons par voir les graphes coincider pratiquement avec I’axe
vertical.

Est-ce a dire que la série (1.3) soit sans intérét pratique pour I’étude de la
fonction (1.2) 7 Bien au contraire ! Car si ’on regarde, pour une valeur fizée
de x, comment évolue la somme partielle Sy, (z) =Y, (=1)""' (n—1)! 2" en
fonction de l'ordre de troncature m, il est facile de voir qu’avant de se mettre
a “diverger” celle-ci commence par se rapprocher trés rapidement de f(z) 2 :
par exemple pour z = 0,2 lerreur estimée E,,(z) (cf. note 2) diminue jusqu’a
la valeur Fg(0,2) ~ 0,007, restant inférieure & 10=2 pour 4 < m < 7 ; pour
x = 0,1 lerreur estimée E,,(x) diminue jusqu’a la valeur E1;(0,1) ~ 3,6.1072,
restant inférieure & 10~ pour 7 < m < 15 ; et la précision sera encore meilleure
pour les valeurs plus petites de .

! Le calcul de lintégrale fooo t" e~t/% dt se raméne par changement de variable au calcul de

l’intégrale fooo s™ e~ *® ds, dont on sait depuis Euler qu’elle est égale a n! = 1.2.3...n (intégrer
par parties et raisonner par récurrence sur n).

2En effet Sop(z) < f(x) < Sapt+1(z) (cf. note 6 du §3), de sorte que I'écart entre f(z)
et Sm(z) est majoré en valeur absolue par Em(z) = |Sm(z) — Sm—1(z)| = (m — 1)! 2™, qui
décroit (d’abord trés rapidement) quand m augmente, tant que m — 1 < .



Fig.1: La fonction In(1 + z) (en tirets), et ses développements successifs
Jjusqu’a Uordre 30
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Fig.1 bis: Cadrage élargi de la figure 1




Fig.2: La fonction (1.2) (en tirets), et ses développements successifs jusqu’a
Vordre 30
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Fig.2 bis: Détail agrandi de la fig. 2, pour les ordres allant de 6 4 30

2 Les succes de la “sommation des astronomes”

Le chapitre VIII du livre de Henri POINCARE Les méthodes nouvelles de la
mécanique céleste (paru en 1892) commence par le commentaire suivant.



Il y a entre les géometres et les astronomes une sorte de malentendu au
sujet de la signification du mot convergence. Les géometres, préoccupés
de la parfaite rigueur et souvent trop indifférents a la longueur de calculs
inextricables dont ils congoivent la possibilité sans songer a les entrepren-
dre effectivement, disent qu’une série est convergente quand la somme des
termes tend vers une limite déterminée, quand méme les premiers termes
diminueraient tres lentement. Les astronomes, au contraire, ont coutume
de dire qu’une série converge quand les vingt premiers termes, par exem-
ple, diminuent trés rapidement, quand méme les termes suivant devraient
croitre indéfiniment.

Ainsi, pour prendre un exemple simple, considérons les deux séries qui
ont pour terme général

1000™ o 1.23...n
1.23...n 1000™

Les géometres diront que la premiére converge, et méme qu’elle converge
rapidement, parce que le millioniéme terme est beaucoup plus petit que
le 999 999°; mais ils regarderont la seconde comme divergente, parce que
le terme général peut croitre au dela de toute limite.

Les astronomes, au contraire, regarderont la premiere série comme diver-
gente, parce que les 1000 premiers termes vont en croissant; et la sec-
onde comme convergente, parce que les 1000 premiers termes vont en
décroissant et que cette décroissance est d’abord tres rapide.

Les deux regles sont légitimes : la premieére, dans les recherches théoriques;
la seconde, dans les applications numériques. Toutes deux doivent régner,
mais dans deux domaines séparés et dont il importe de bien connaitre les
frontiéres.

Les séries des astronomes auxquelles Poincaré fait allusion (et dont il a été
le premier & montrer le caractére divergent “au sens des géometres”) sont les
“développements en séries de perturbation” de la mécanique céleste, ceux-la
méme grace auxquels Le Verrier était devenu célebre en prédisant l’existence
d’une planete jusqu’alors inobservée, la planete Neptune.

Plus pres de nous, les développements en séries de perturbation de I’électro-
dynamique quantique, dont I'invention en 1948 a valu le prix Nobel & Feynman,
Schwinger et Tomonaga, sont des séries divergentes 3 de puissances de la “con-
stante de structure fine” o ~ % 4. Et pourtant, en ne gardant de ces séries que
les trois ou quatre premiers termes (le calcul des termes suivants étant d’une
complexité rédhibitoire), on obtient un accord spectaculaire avec 'expérience.
Comme le dit Feynman dans son merveilleux livre de vulgarisation Lumiére et
matiére : une étrange histoire [19], c’est comme si on déterminait une distance
entre New-York et San Francisco & ’épaisseur d’un cheveu pres !

Plus accessible aux mathématiciens est l’exemple suivant, que les physi-
ciens considerent comme une version “jouet” des développements de 1’électro-

dynamique quantique :

3Freeman G. DYSON (1952)[15]

41 s’agit d’une constante fondamentale de la nature, la seule connue qui soit un “nombre
pur” (indépendant du choix des unités) : elle est définie comme le carré de la charge de
I’électron divisé par hc (la constante de Planck que multiplie la vitesse de la lumiére).



PROBLEME  Etudier, en fonction du paramétre \ (positif petit), les valeurs pro-
pres de l'opérateur différentiel

Hy = +5+ Azt (2.1)

Par “valeurs propres” de H on entend les valeurs E pour lesquelles I’équation
différentielle
Hiu = Eu (2.2)

admet une solution u “confinée”, ¢’est-a-dire décroissant assez rapidement quand
x tend vers oo 5. Pour A = 0 'opérateur Ho est le hamiltonien quantique de
loscillateur harmonique a une dimension, dont les valeurs propres forment la
suite arithmétique

3 5

1
55 E2: En:n+—,--. (23)

57 seey 2

Pour A > 0 petit on démontre que les valeurs propres sont voisines des valeurs
ci-dessus, et données par des développements en séries de puissances de A, les
développements de Rayleigh-Schridinger :

1
Ey=_, B =
0=75

En()\):n+%+--- (2.4)
Le caractere divergent de ces développements (sur lequel je reviendrai plus loin)
traduit le fait que I’ajout du terme Az* dans I’expression du hamiltonien est
une perturbation singuliére de Hg, a laquelle on ne peut appliquer la théorie
usuelle des perturbations (intuitivement, cela vient du fait que pour x grand
le terme “perturbatif” Az* emporte sur le terme “harmonique” “”2—2) On peut
aussi remarquer que si ces développements avaient un rayon de convergence
non nul les fonctions F,(\) pourraient étre prolongées analytiquement du coté
A < 0, ce qui choque l'intuition physique : en effet pour A < 0 le “potentiel”
Viz) = $2—2 + Az* est “répulsif”, de sorte que les solutions u de (2.2) ne sauraient
étre confinées.

C’est d’ailleurs un argument analogue que Dyson a utilisé pour justifier son
affirmation du caractere divergent des développements de ’électrodynamique
quantique : si ceux-ci avaient un rayon de convergence non nul ils converg-
eraient en particulier pour a négatif petit ; mais un monde ou la “constante de
structure fine” serait négative serait un monde oli deux charges électriques de
méme signe s’attireraient au lieu de se repousser... (Dyson poursuit en mon-
trant qu’une telle hypothese conduirait & des incohérences dans le formalisme
de I’électrodynamique quantique).

3 Séries asymptotiques de Poincaré vs. somma-
tion de Borel
11 fut une époque ou les mathématiciens n’auraient pas eu de scrupule & écrire

la fonction (1.2) et la série infinie (1.3) de part et d’autre d’un signe “égale”,
comme nous acceptons d’écrire I’égalité (1.1).

511 suffira de demander & u d’étre de carré intégrable. En fait elle sera exponentiellement
décroissante a +oo et —oo.



Pour un mathématicien “normal” du vingtieme siecle, une telle écriture
serait un non-sens ®: selon un usage bien institutionnalisé depuis Cauchy, une
série qui ne converge pas me saurait représenter une fonction ; tout au plus une
telle série S peut-elle servir & exprimer une propriété d’une fonction f, & savoir
la propriété

pour tout entier m, |S,, — f| est un o(|z|™) (%)

ou S,, désigne la somme de S tronquée a ’ordre m, et ou “étre un petit o de
|z|™ 7 signifie tendre vers zéro plus vite que |z|™.

On résume la propriété (x) en disant que la fonction f a la série S comme
développement asymptotique quand x — 0.

Il n’est pas difficile de démontrer que la fonction f définie par (1.2) a la
série (1.3) pour développement asymptotique’. Mais cette propriété de f est
partagée par bien d’autres fonctions, par exemple toutes celles de la forme®

a e—t/m
falz) = dt 3.1
@)= [ (31
dont quelques unes sont représentées sur la figure 3.

C’est pourquoi Poincaré a proposé de considérer qu’une série divergente ne
représente pas une fonction mais toute une classe de fonctions, “classe d’équi-
valence” pour la relation d’équivalence suivante

f ~ g% pour tout m,|f — g| est un o(|z|™)

Une telle classe est ce que Poincaré appelle une série asymptotique. Par sa sim-
plicité et son élégance, ce point de vue a conquis une place dominante dans les
mathématiques du vingtieme siecle. Mais pour un mathématicien qui s’intéresse
aux fonctions “pour elles-méme”, comme & des “individus”, comment se con-
tenter d’un point de vue qui “met dans le méme sac” des fonctions aussi dis-
semblables que celles de la figure 3 7 Et en quoi ce point de vue nous aide-t-il
a comprendre les succes numériques spectaculaires de la “sommation des as-
tronomes”?

6C’est d’ailleurs & juste titre qu’un tel mathématicien se scandaliserait de la fagon cavaliere
dont nous avons “déduit” la série (1.3) de ’expression intégrale (1.2), en intégrant terme a
terme un développement en séries de puissances de t qui ne converge pas tout le long de l’aze
[0, 00] mais seulement pour x < 1!

"Remarquer que

1 2 mam (m+1) tmtt
—— =1t t2 = (1) 4 (-1 -
1+t (1) (1) 1+t
m+1
et que 0 < tl :t < t™t1 On obtient ainsi “en prime” le fait que le terme correctif est > 0

pour m impair et < 0 pour m pair, de sorte que les sommes partielles successives de la série
(1.2) encadrent la fonction f alternativement par excés et par défaut.

8En effet on établit sans peine des inégalités 0 < f(z) — fa(x) < Co e~®/%, qui montrent
que |f — fa| est pour tout m un o(|z|™).



Fig.3: La fonction (1.2) (en tirets), et les fonctions f, pour o = p/10,
p=1,...,30

Dans ses Legons sur les séries divergentes (1905), Emile Borel propose un
tout autre point de vue (cf. Appendice), dans lequel & toute série S de puissances
de la variable z vérifiant un certain nombre de conditions dites “de sommabilité”
est associée une fonction f bien déterminée, appelée somme (de Borel) de la
série S. Par exemple la série (1.3) est sommable au sens de Borel, et admet la
fonction (1.2) pour somme. Les développements de Rayleigh-Schrédinger (2.4)
sont sommables au sens de Borel ([20], 1969).

La sommation au sens de Borel est une opération transcendante, pas facile a
implémenter numériquement. Mais on peut montrer que la recette de “som-
mation des astronomes” en fournit une bonne approximation (comme dans
Pexemple discuté a la fin du §1): cf. appendice, ol I’on trouvera des estimations
de Derreur commise.

C’est grace a cela que nous pouvons comprendre aujourd’hui un étrange et
spectaculaire calcul de Stokes (1850), dont je vais parler maintenant.

4 Regard neuf sur un étrange calcul de Stokes

Introduite en 1838 par I’astronome britannique G.Airy pour modéliser ’arc-en-
ciel[1], la fonction d’Airy (fig.4) peut étre définie par I'intégrale

Ai(x) ! /+00 cos(t® + xt) dt (4.0)

:% .
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Fig.4: la fonction d’Airy

En 1850 G.G.Stokes entreprit de comparer le modele d’Airy aux résultats
expérimentaux trés précis obtenus entre temps par des physiciens (qui avaient
monté en laboratoire des “simulations d’arc-en-ciel”). Comme 'intégrale (4.0)
se préte mal aux calculs numériques sa premiére idée fut de développer Ai(x)
en série de puissances de z, série dont il est facile de montrer qu’elle converge
pour tout . Malheureusement il constata que la convergence était tres lente, ne
lui permettant pas en pratique d’obtenir une précision satisfaisante en dehors
d’un petit voisinage de z = 0. Il décida donc de chercher & développer la
fonction d’Airy “au voisinage de l'infini”, inventant pour 'occasion la méthode
aujourd’hui connue sous le nom de “méthode du col”?.

Pour z >> 0]il trouva

—1/4 5 5
Ai(z) = “”27 3

ai a9 as

T 32 T 62 T 972 +0) (4.1)

avec'?

3., (n+35T(n+32)

tn = (Z)n 2rT(n + 1)

Pour z << 0] il vit qu’il fallait faire intervenir deuz cols, et fut ainsi conduit

a écrire la fonction d’Airy comme somme de deux termes (complexes conjugués

9Cf. par exemple [14].
10T est la fonction Gamma, d’Euler, définie pour Res > 0 par

(o o]
I'(s) = / ettt
0

En particulier pour s entier I'(s) = (s — 1)



I'un de lautre),

(4.2)

—im/4

Ai(z) =®+®, avec (en posant x = —r?/3)
B = L et (14 T i )

En regroupant d’un coté les puissances paires de r—!, de l’autre les puissances
impaires, il trouva ainsi

Ai(—r?/3) = cos(gr — ) R(r) +sin(3r — %) S(r), avec
R(r) = (1 + X0, ()" ) (4.3)

S(r) = TS (-1 Sz

Pour déterminer les zéros de 'expression (4.3) il est plus commode de la réécrire
sous la forme

Ai(=r?/3) = p(r) cos(%r - % — (1)) (4.4)

olt 'on a posé p = (R? + S?)1/2, ¢ = Arctg 2 (si Pon interpréte (R, S) comme
coordonnées cartésiennes dans un plan euclidien muni d’un repere orthonormé,
(p, ) s’interpretent comme les coordonnées polaires).

Si 'on admet que p ne s’annule jamais, les zéros de (4.4) sont ceux de la

1/2

fonction sinusoidale cos(27 — Z), ol 'on a posé
3
T=T1— Ecp(r) (4.5)

Pour réexprimer ces zéros en termes de la variable r, il suffit d’inverser la formule
(4.5). On trouve

5 _, 1255 _, 272075
L 46
r( =743 ~ 61" T 1066087 T (4.6)

En fait Stokes ne poussa pas le développement plus loin que le terme en 775 ;

en le tronquant ainsi, il obtint la position des zéros de la fonction d’Airy avec
4 décimales exactes, sauf le premier zéro pour lequel il obtint “seulement” 3
décimales exactes.

Et pourtant la série infinie (4.6), comme toutes celles qui précedent, sont des
séries divergentes, de sorte que pour un mathématicien “normal” du vingtieme
siecle la suite d’égalités écrites par Stokes est une succession de non-sens !

1l est vrai qu’au prix de quelques contorsions on peut les réinterpréter comme
des “équivalences asymptotiques” au sens de Poincaré. Mais outre qu’elle
n’explique pas le succes numérique spectaculaire du calcul de Stokes, cette
réinterprétation a conduit a répandre dans la communauté mathématique une
compréhension erronée d’un phénomeéne important, célebre sous le nom de
phénomeéne de Stokes. En étudiant les prolongements analytiques de la fonc-
tion d’Airy dans le plan complexe Stokes avait découvert que son égalité (4.1)

était valable dans le secteur =% < argz < 2%, et I’égalité (4.2) dans le secteur
= < arg(—z) < 7 autrement dit, selon Stokes le développement de la fonc-

tzon d’Airy subit une discontinuité au passage des lignes argxr = i2”. Si au
contraire on réinterprete les égalités de Stokes en termes d’ equlvalences asymp-
totiques au sens de Poincaré, cette affirmation devient fausse, la discontinuité

10



du développement asymptotique ne se produisant pas 14 ou 'affirme Stokes mais
au passage de I’axe réel négatif'!. Cela a conduit & une situation comique : alors
que la littérature mathématique du vingtieme siecle fourmille de références au
“phénomene de Stokes”, la majorité des mathématiciens, mus par un souci de
rigueur dans lequel le point de vue originel de Stokes n’a pas trouvé sa place, ap-
pellent “lignes d’anti-Stokes” ce que la plupart des physiciens appellent “lignes
de Stokes”, et vice-versa !

Il est pourtant possible de comprendre le discours de Stokes comme par-
faitement rigoureux, sans avoir & y changer un iota : il suffir pour cela de
remarquer que toutes les séries qu’il manipule sont sommables au sens de Borel,
et d’interpréter en ce sens les égalités ol interviennent ces séries. A ma con-
naissance, cette fagon de comprendre Stokes est de date récente (du moins chez
les mathématiciens, qui longtemps n’ont accordé que peu d’attention aux idées
de Borel sur les séries divergentes). Elle s’est développée grace & la théorie de
la résurgence, introduite par Jean Ecalle vers 1980. En modifiant un peu les
hypotheéses de Borel (cf. appendice), Ecalle définit une classe de fonctions ap-
pelées fonctions résurgentes, classe dont il montre qu’elle est stable par toutes
les opérations usuelles de 'analyse : addition, multiplication, composition des
fonctions, fonction réciproque ou fonctions implicites... (en particulier toutes
les opérations formelles mises en ceuvre par Stokes pour déduire ses équations
les unes des autres sont licites dans la classe des fonctions résurgentes, classe a
laquelle appartiennent chacun des membres de ces équations).

La théorie d’Ecalle dispose par ailleurs (et c’est la sa principale nouveauté)
d’une machinerie puissante pour analyser systématiquement les phénomenes de
Stokes. A priori, la théorie a vocation & s’appliquer a tous les problémes asymp-
totiques “naturels” posés dans un cadre analytique. C’est dire si son champ
est immense, et il ne saurait étre question ici de passer en revue les diverses
applications développées & ce jour (cf. notamment [16][17][18]). Qu’on me
permette seulement de situer mon champ d’intérét personnel, qui concerne les
équations différentielles singulierement perturbées du type de ’équation (2.2) 12,
sujet auquel les physiciens ont jusqu’ici accordé beaucoup plus d’attention que
les mathématiciens. Ce sont d’ailleurs des idées de physiciens [3], citées par
Bernard Malgrange dans [21], qui m’ont donné envie de lire ce que Borel avait
écrit sur les séries divergentes. C’est ainsi que j’ai découvert non pas seulement
des résultats mathématiques mais un auteur, dont la pensée profondément orig-
inale a bouleversé ma vision des mathématiques.

1En effet, c’est en traversant 1’axe réel négatif (ou bien I’un des deux axes argz = :I:%) que
les deux exponentielles complexes de la formule (4.2) “échangent leur dominance”. Quant au
phénomeéne de Stokes (au sens originel ol I’entendait Stokes), il se produit au contraire 1a ou
I’'une des deux exponentielles est “maximalement dominante” sur I’autre (pour reprendre une
heureuse terminologie due & Dingle[13]).

12Par exemple avec mon co-équipier Eric Delabaere j’ai précisé dans[11] les propriétés de pro-
longement analytique complexe des fonctions Ey(\) dont il a été question au §2, démontrant
une vieille conjecture qui avait fait couler beaucoup d’encre chez les physiciens.

11



Appendice : de Borel a Ecalle

A1l Définition de la sommation de Borel

Etant donné une série formelle
a a
p=ag+—+ 2+ (A1)
z z

vérifiant trois hypotheses 1)ii)iii) formulées plus loin, la somme de Borel de ¢
sera définie par la formule

0O (2) = ag + /0 T e X p(0)de (42)

ou ¢ est la fonction analytique donnée au voisinage de 0 par le développement

convergent
o

o an n
Y= Z n—J!rlC (A3)
n=0

Pour que l'intégrale (A2) ait un sens, on suppose que

i) la série (A3) (appelée transformée de Borel de ¢) a un rayon de conver-
gence strictement positif ;

ii) la fonction ¢ définie par cette série se prolonge analytiquement le long de
I’axe réel positif ;

iii) ¢ ne croit pas plus vite qu’une exponentielle quand ¢ tend vers U'infini :

[(Q)] < ce™ (44)

Une série ¢ dont la transformée de Borel ¢ vérifie ces trois hypotheses sera
dite sommable de Borel. Sa somme de Borel, définie par l'intégrale (A2), est
alors une fonction analytique dans le demi-plan Rez > 7 (ou 7 est le “type
exponentiel” de ¢, c’est-a-dire la borne inférieure des 7 pour lesquels ¢ vérifie
une inégalité de la forme (A4)).

A2 Comparaison avec la “sommation des astronomes”

Supposons maintenant que z soit réel positif. Sous les hypotheses A1, notons
R, (2) l'erreur commise en remplacant la somme de Borel ¢(?)(z) par la somme
tronquée o 'ordre m de la série ¢ :

Rol) = p0(2) = Y 2 (45)
n=0

En utilisant astucieusement la formule des résidus de Cauchy, on démontre que

!
|Bn(2)| < K —2=

<K h (46)

ol p est le rayon de convergence de la série (A3), et K une constante positive.
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Comme déja mentionné & la fin du §1, le membre de droite de (A6) est
minimal pour m ~ pz. En remplacant m! par son évaluation asymptotique
donnée par la formule de Stirling on déduit de (A6) que pour m grand, de
lordre de pz, on a

|Rm(2)| < Ce™P? (A7)

(ot C est une constante positive).

A3 Extension aux valeurs complexes de z

Modifions les hypotheses ii) iii) de A1l en remplacant ’axe réel positif par un
secteur du plan complexe {arg( € I} (ou I est un intervalle ouvert de R/27Z).
Pour # € I, la somme de Borel de ¢ dans la direction e’co peut alors étre
définie par la formule

0

oD(2) = ao + /0 T e g0 de (48)

La fonction ainsi définie est analytique dans le demi-plan Re(ze?’) > 0, et
il résulte immédiatement du théoréme de Cauchy que cette fonction ¢(?) est
“localement indépendante du choix de 6 ”: plus précisément, pour toute autre
direction @' € I les fonctions ¢(?) et ¢(?") coincident dans lintersection de leurs
demi-plans de définition.

Pour imiter la démarche de A2, nous allons maintenant supposer que

argzy = —6 13

Alors tout ce qui a été dit en A2 reste vrai, avec p(© (2) remplacé par (9 (2),
et z remplacé par |z| dans les inégalités (A6), (AT).

A4 L’anneau des “séries résurgentes” d’Ecalle

Alors que Borel demandait a la fonction ¢ de se prolonger analytiquement dans

un voisinage de l'axe réel positif, Ecalle lui demande de se prolonger analy-

tiquement dans tout le plan complexe sauf en des points isolés '*. Par contre il

n’interdit pas a ces points singuliers d’étre réels positifs : par exemple la série

o=, (n=1! " qui a pour transformée de Borel ¢(¢) = 1+ (+ 2+ (3 +--- =
1

T¢ entre bi::an dans le cadre de la théorie d’Ecalle bien qu’elle ne vérifie pas
les hypotheses A1 (¢ a une singularité sur ’axe réel positif, en ( = 1). Bien que
la présence d’éventuelles singularités sur ’axe réel positif empéche de définir
la somme de Borel ¢(®), elle n’empéche pas de définir deux sommes d’Ecalle
0O+ resp. (0~ définies respectivement en détournant légerement dans (A2)
le chemin d’intégration au dessus ou au dessous de I’axe réel positif. On définira
de méme, pour tout angle 8, deux sommes d’Ecalle ¥+ et (")~ Ecalle
démontre —c’est 14 le point de départ de sa théorie— que ses hypotheses sur

13Remarquez que si z est fixé, § = —argz est la direction de décroissance la plus rapide
de la fonction ¢ —+ e~ %< dans la formule (A8). C’est de cette fagon qu’il faut choisir 6 pour
obtenir une interprétation du “phénomene de Stokes” conforme aux affirmations de Stokes
dans [27].

14Ce prolongement peut &tre “multiforme”, c’est-a-dire que les singularités de ¢ peuvent
étre des “points de branchement”. On trouvera dans [7] des précisions sur la notion (pas si
évidente qu’on pourrait le croire) de “fonction multiforme & points singuliers isolés”.
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o sont stables par addition et multiplication des séries formelles, et que cha-
cun des opérateurs (0% : ¢ — (") est un homomorphisme de 'anneau des
“séries résurgentes” (séries vérifiant les hypotheses ci-dessus) dans ’anneau des
fonctions. Le cceur de la théorie consiste en 1’étude algébrique des automor-
phismes de Stokes S? = (s()1)=1 0 5s(¥)~ qui contiennent toute I'information
sur "ambiguité de la sommation d’Ecalle ; il s’agit d’automorphimes “formelle-
ment tangents a ’identité” et Ecalle préfere travailler avec leurs logarithmes
formels, qu’il appelle les dérivations étrangéres. Tout le sel de la théorie tient
dans le fait que dans tous les problemes naturels ou interviennent des séries
résurgentes, celles-ci sont liées a leurs dérivées étrangeres par des relations ex-
plicites simples, qu’Ecalle appelle les équations de résurgence du probleme (le
mot “résurgence” évoque I'idée qu’on voit “re-surgir” les objets de départ dans
les expressions de leurs dérivées étrangeres).
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