ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE LYON.
L3 ANALYSE COMPLEXE 2012-2013.
PARTIEL DU 07 MARS 2013.
DUREE: 2 HEURES.

Les réponses données doivent étre soigneusement justifiées.
Documents autorisés. Calculatrices, ordinateurs, téléphones portables interdits.
Tourner la page. Le sujet se poursuit au verso.

La sphere de Riemann sera notée S on S = (CU {0}, T), T étant la topologie
introduite en cours engendrée par les ouverts de C et les ensembles de la forme
{Iz] > R} U {oo}.

Exercice 1. En étudiant f|z\:R %dz quand R — 400 démontrer que tout polynome
P € C[X] de degré strictement positif a une racine compleze.

Exercice 2. On se propose de calculer ["intégrale I = fj;o xfﬂdx. Notons

U:-=C— {6i7r/4’ 63i7r/4’ 657r/47 677r/4}‘

(1) Montrer que la fonction f : z — Hﬁ est définie et holomorphe sur U.
(2) Donner les termes d’indice négatif du développement en série de Laurent de
f en 2 — 6“-/4, 5 = 63i7r/4'

(3) Pour R > 2 montrer que l’ensemble
Kp:={2€C|Im(z) >0, |z| <R, |z—e™>1/2, |z — ¥4 >1/2}

est un compact & bords C* par morceauz. Décrire 0K g comme une réunion de
4 arcs paramétrés réquliers de classe C*. Indication: un dessin vaut parfois
mieux qu’une preuve.

(4) Posons Kj, :={z € C| Im(z) > 0, |z| < R}. Montrer que

lim f(z)dz = 1.

(5) Calculer fa{|z_€m/4|§1/g} f(2)dz.
(6) Calculer I.

Exercice 3. Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de Casorati- Weierstrass

admis en cours. Soit A C C un disque ouvert de centre zy et A* = A — {z}.

(1) Soit f € O(A*) telle que f est bornée. Montrer que f se prolonge d une

fonction holomorphe sur A.
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(2) Soit g € O(A*) et a € C tel que a n'est pas valeur d’adhérence de g(z) quand
z tend vers zg. Montrer que f = g%a se prolonge a une fonction méromorphe
sur A qui est holomorphe en zg.

(3) Déduire que si f(2) =D, cp an(z—20)" vérifie que {n < 0| a,, # 0} est infini,

Uensemble des valeurs d’adhérence de f(z) quand z — zy est S tout entiére.

Exercice 4. Soit U un ouvert connexe non vide de C.
(1) Soient f,g € O(U), g #£0. Montrer que la fonction

r:zg:U—gl({O}) —C

se prolonge a une fonction méromorphe ¥ sur U tout entier.

(2) Montrer que l'ensemble M(U) des fonctions méromorphes sur U forme un
corps.

(3) Le corps M(U) est il algébriquement clos?

(4) Soit 7 : U — S une fonction méromorphe. On suppose que 7~ ({oo}) est fini.
Montrer que Af, g € O(U), g £ 0 tel que 7 = <£)
(5) Soient a,b,c,d des nombres complezes tels que ad — bc # 0. Montrer que

Uapplication z — Zjis définie sur C—{—d/c}' se prolonge a un homéomorphisme
de S.
(6) Soit P,Q € C[X] deuz polynémes, Q # 0. Montrer que l'application z — P(z)

définie sur C — Q~1(0) se prolonge a une application continue de S dans %(. )

(7) Montrer que les seules fonctions méromorphes sur C se prolongeant a une
application continue de S dans S sont les fonctions de la forme z % avec
P et QQ des polynomes.

(8) Quelles sont les fonctions de la forme z ggjg qui se prolongent a des
homéomorphismes de S?

(9) (hors baréme) Peut on enlever dans la question 4 l’hypothése que 7' ({oo})
est fini?

1On pose d/0 = occ.



