ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE LYON
L3 ANALYSE COMPLEXE
CORRIGE DE L’EXAMEN DU 14 MAI 2013.

Exo 1. La fonction f(z) = log®(2)/(z + 1) est meromorphe sur C — Rsq avec un
seul pole, double, en z = —1.
Integrons la sur le contour prescrit.

/ f(2)dz = 2miRes(f,—1)
(Rye)

Le module de f est d’ordre log®(R)/R? sur le grand cercle qui est de rayon R. par
suite l'integrale sur le grand cercle est < 27 log®(R)/R qui tend vers 0 quand R — oo.
Le module de f est d’ordre |log®(¢)| sur le grand cercle qui est de rayon e. par
suite I'integrale sur le grand cercle est < 2me|log®(¢)| qui tend vers 0 quand € — 0.
La somme des integrales sur les segments est

R 3 N3
[T / log(x) D (log(x) + 2mi) i
e 1+2x)? (1+2)?
f log(z)? log(z)
— _ - O\ 192 2 "o\ 3
/6 dx( 67rz(1+x)2—|- 7r(1+x>2+87rz(1+x)2)
Par suite

/00 310g() dx + 4m° /+Oodx ! = Re(Res(f,—1))
0 0

(1+ )2 (1+2)?

I est elementaire que [ doi—s 1+x)2 = [(ljrlm)]aroo =1.
10 x)? 47T2—R6(R68(f —1))
De la [~ d (1g+ E ;| _

Passons au calcul du residu. log(—1+¢) = log(—1) + =+ O(¢?) = imr — (+ O(¢?).
Par suite log(—1 + () = —im® — 3(im)*¢ + O(¢?). Donc Res(f,—1) = 3x>

log(x)?2 _ 2

Finalement f;~ deBiym =5
Exo 2. Remarque: Ce résultat tres utile est connu comme le principe de Phragmén-

Lindelof.

(2)Si z = x 41y x,y réels Recosh(z) = cos(y) cosh(x)’. De plus |e?| = ef*(). Donc
|e—ecosh(Dz)| — e—ecos(Dy)cosh(Dac) et |f(l' 4 Zy)| < K'ecosh(C:r:) ecos(Dy)) cosh(Dx) sizeS.
Comme cos(Dy)) > cos(D7/2) > 0, on a

|f(z)e—ecosh(Dz)| < KSUp 6cosh(C’:r)—ecos(DTr/Q) cosh(Dz) < 400
zeR
size€eS. B
(3) Lestimation (2) fournit de plus que |f(z)e <°*"(P2)| tend vers 0 quand S >
z — 00. Cette fonction admet un maximum sur S.

1 est regrettable que peu d etudiants aient vu cette relation.
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Par le principe du maximum ou bien la fonction est constante ou bien le max M
est atteint sur 05.

Si elle est constante, la constante est la limite quand S 3 z — oco. Soit 0 et f = 0.

Sinon il existe zy € 95 tel que M = |f(z)e~¢h(P=)| Par hypothese

’f(zo)e_ECOSh(DZO)‘ S e—ecos(Dw/2)cosh(a¢0) S 1

Donc M < 1 et |f(2)| < |eTecosh(P2)| pour z € S.

Prenant la limite quand € — 0 & 2z € S fixé on conclut |f(z)| < 1.

(4) f*(2) = B verérifie |f*(2)| = e eosh(@) qui est < 1 siy = £7/2 vérifie 1
inegalité avec K = C' = 1 mais tend vers +oo quand y = 0 et © — £o0.

(1) la détermination principale du logarithme convient (on normalise avec log(1) =
0).

(5) z = z2a = e2a 1°8(2) convient.

(6) On pose f( ) = g(e=?). f verifie les hypothese avec des constantes C’, K’

adaptées car |e7 2|95 = |eC7/2] = ¢ORe2) < cosh(C'Re(z)) si C < €' < 1 et
Re(z) > R et K’ = max (K, max), < 2arr |g(z)|(C 2 06D
Exo 3:
(1) Les fonctions £, sont holomorphes sur C
On a:
/ ¢ Zk . k—1 - Zk
) = —ep(Y )+ (-2 D esn(Y D)
k=1 k= k=1
p Zk
= exp(z k:>( 1+1—27)
k=1
Pk
= —2Pex =
10(k1 )

P
2"
(2) Le developpement en serie entiere de z — exp Z ? ) est

(3= )y

Puisque 'on développe (> h_, %))” on obtient un polynome a coefficients posi:ifs,
il suit que le coefficient de 2™ qui est la somme des termes en 2™ de (3, %))"

multiplié par 1/m! pour n < m est positif. D’ou le résultat via (1).
(3) On a E,(0) =1donc 1 — E,(z) = :::; Zp—ﬁznﬂ. D ou le resultat. La série est
de rayon de convergence infinie car la fonction est holomorphe.

(4) pour |z| <1 ona |= ffl |<Zapn: — E,(1) = 1. Donc | = fﬁl | < |z|Pt.

(5) Fixons R > 0. Quitte a separer les termes en nombre fini avec |a,| < R on
peut supposer que |a,| > R pour tout n.
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La fonction E,(z/a,) pour |z| < R prend ses valeurs dans le disque ouvert de
centre 1 et de rayon 1 par (4) et donc on peut définir sur ce disque la fonction z —
log E,(2/ay,) comme une fonction holomorphe en prenant la détermination standard
du log.

Pour ¢ € C assez petit |log(1 + ()| < 3/2|(] car d% log(1+ ()|¢=0 = 1.

Par suite pour n > 0 |log E,(z/a,)| < 3/2]z/a,|P*t < 3/2|R/a,|P™ puisque
2| < R.

L’hypothese implique que ), log E,, (#/a;) converge normalement pour |z| < R Il
en r ésulte que cette somme définit une fonction holomorphe sur le disque de centre
0 et de rayon R.

Par continuité de exp la suite (Fly) converge uniformément pour |z| < R et sa
limite définit une fonction holomorphe sur le disque de centre 0 et de rayon R.

Ceci étant vrai pour tout R il suit que (Fy) converge uniformément sur les compacts
et que sa limite F' est une fonction entiere.

Par construction ses zéros sont les a,,, chacun apparaissant avec comme multiplicité
son nombre d’occurences dans la suite (qui est fini puisque a,, — 00). En effet pour
2] < R la construction precedente donne une factorisation F(z) = [], <z(1 —
z/ay,) exp(g) ou g est holomorphe.

(6) Le choix p, = n + 1 marche. Pour tout R apres separation d’'un nobre fini de
termes on peut supposer |a,| > 2R. Alors R/|a,| < 27" pour n assez grand et la
serie converge.

(7) On choisit une suite (a,) qui est une enumeration de S — {0} ou chaque
s apparaisse m(s) fois. Le produit infini définit une fonction holomorphe z —
2O Eu(2/a,) qui vérifie la propriété voulue.

(8) La fonction meromorphe f peut etre supposee non nulle. I’ensemble S de ses
poles est discret et si m(s) est la multiplicite en s du pole de f, la question precedente
permet de construire une fonction holomorphe g avec ses zeros sur S avec multiplicite
m(s) en s € S. Par suite ¢gf est une fonction meromorphe sans pole donc une fonction
holomorphe qu’on note h. f = h/g par construction.

Remarque: Les fonctions E, sont connues sous le nom de facteurs de Weierstrass.



