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Exercice 1 (Faire des dessins!). On considére I'équation différentielle y/(z) = sin(xy(z)).

1. Montrer que pour tout couple (xg,vo) € R?, il existe une unique solution maximale telle
que y(z) = yo, qu'elle est définie sur R et qu’elle est paire.
Dans la suite on s’intéresse aux solutions sur R telles que y(0) > 0.

2. Montrer qu’alors y(z) > 0 pour tout z > 0.

3. Montrer que pour une solution y donnée I’équation y(x) = = a une unique solution. Pour

Uexistence d’un tel x, on pourra majorer y par une fonction f affine par (une infinité de)
morceaux de pente 1 ou 0.

4. Soit t le réel tel que y(t) =t et n tel que 2n7 < 2 < 2nw + 2.
<

(a) On suppose tout d’abord que 0 < 2 — 2nm < 37/2. Montrer que pour > t + % on a

2n+ Dm < zy(z) < (2n+ g)ﬂ

Prouver aussi qu’alors zy(z) tend vers (2n 4+ 1)m quand z tend vers +oo. On pourra
montrer que, pour tout o €](2n + 1)m, (2n + 2)7[, y(z) — & décroit au voisinage de
Uinfini, puis considérer une valeur d’adhérence a de xy(x).
(b) On suppose ensuite que t > (2n + 3).
Montrer qu'il existe to €](2n + 3)m, (2n + 2)7[ tel que
— sit < tp alors xy(x) tend vers (2n + 1),
— si t = tp alors xy(x) tend vers (2n + 2),
— sl t > tg alors zy(x) tend vers (2n + 3)7.

Exercice 2. Soit g une fonction continue strictement positive sur R, et ’équation différentielle

1. Si y n’est pas la solution nulle, montrer que yy’ s’annule au plus une fois sur R .
2. Soit y, la solution telle que y,(0) =1 et ¥/, (0) = .
(a) Montrer qu'’il existe une constante a; telle que y, a un zero si et seulement si o < .

(b) Montrer qu’il existe une constante aq telle que y, a un minimum si et seulement si
a < 9.
(¢) Prouver de plus que
/

ERT Yo . Yo
a1 = —lim = —lim — ;
+o0 Y1 — Yo oo Y1 — Yo

= (9.

On pourra partir de yo = yo + a(y1 — yo)-

3. En déduire qu’il existe une unique solution y, strictement positive et strictement décrois-
sante telle que y(0) = 1. Montrer que si y, a une limite strictement positive en l'infini
alors tq(t) est intégrable.



4. Pour tout a € R exprimer y, en fonction de yy et en déduire que

1
a1 = —————=dz.

f()oo Yo (x)Z
On pourra chercher z tel que yq(x) = z(x)yo(x)
Exercice 3. On note C? 0 < a < 1, l'espace des fonctions f 1-périodiques telles que |f(z +

h) — f(x)| < c|h|* pour tout z et tout h.

1. On pose g(t) = f(t+h)— f(t —h). Montrer que ¢,(g) = 2icy(f)sin(2mnh) et en déduire
que
Z|cn V2| sin(27nh)|? < ¢|h)?e.

neL

2. Pour tout entier p > 0, en prenant h = 27773 montrer que

2¢2 1
Z ’Cn(f)|2 < %20 92pa”

2r|n|<2p+1

3. Lorsque 1 < a < 1, en déduire la convergence de la série Y, |n|%+a|cn(f)|2 puis celle
de la série ) \cn( )|. Quelle est la limite de la série de Fourier de f?

Exercice 4. On rappel qu’on note Cy(R) I'ensemble des fonctions continues sur R qui tendent
vers 0 en l'infini. Et on prend comme convention sur cet exercice que pour f € L'(R) la trans-
formée de Fourier est définie par
= / f(z)e % dy,
R

1. Montrer que Cy(R) muni de la topologie de la convergence uniforme est un espace de
Banach.

2. Montrer que la transformée de Fourier d'une fonction de L!(R) est une fonction de Cp(R).
3. Soit g, l'indicatrice de [—n,n] et h l'indicatrice de [—1,1]. Calculer g, x h.

4. Montrer que g, x h est la transformée de Fourier de

fulx) = % sin(nz) sin(x).

5. Montrer que ||fy||1 tend vers I'infini quand n tend vers Uinfini. Attention ’explosion ne
vient pas de l’infini.

6. En déduire que la transformée de Fourier n’est pas un opérateur surjectif de L'(R) dans
Co(R). On considérera bien la transformée de Fourier comme un opérateur entre deux
espaces de Banach, ayant des propriétés sympathiques...

7. Montrer que son image est dense dans Cy(R).

Exercice 5. Résoudre dans R? I’équation aux dérivées partielles

O*f  0*f
ox?  Ot?
avec comme conditions initiales f(z,0) = expf% et 83{ (x,0) = 0. On justifiera bien, a priori ou

a posteriori, que les hypothéses des propositions et théorémes utilisés sont respectées.



