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Notations

On introduit les notations suivantes, qu’on utilisera dans tout le mémoire :
» P est I’ensemble des nombres premiers.

» On ordonnera les nombres premiers en une suite strictement croissante qui tend vers +oo :
P={2=p <py<..<p,<..}

ex(x)=Card({pe P :2<p<x}).

 Pour x € R, on définit 'ouvert Q, = {s € C : Re(s) > x}.

« Pour toute fonction f € L!(C), on notera la transformée de Fourier de f : .Z(f) ou f .




1 INTRODUCTION

1 Introduction

La tres célebre fonction z€ta de Riemann est une fonction analytique complexe liée de facon es-
sentielle aux nombres premiers, comme on aura I’occasion de le découvrir par la suite.

C’est au 18°™ siecle que Léonhard Euler introduit la fonction zéta (définie sur |1, +oco[), qui sera
plus tard étendue au domaine complexe par Riemann :

+o0

1
Vs eQ,, {(s)= —.
nS
n=1
Dans ce mémoire on s’intéressera principalement a deux grands sujets de recherche concernant
la fonction zéta de Riemann : le théoreme des nombres premiers et les zéros de cette fonction. On
introduira alors un certain nombre de fonctions analytiques annexes qui permettront d’établir les prin-

cipaux résultats.

Dans la premiere partie de ce rapport, nous nous intéresserons au théoréme des nombres premiers.
Ce célebre résultat de la théorie analytique des nombres est conjecturé a la fin du 19°™ siécle par
Legendre et Gauss qui énoncent que
w(x) ~ =
X—+00 11’1 X
Cette conjecture est alors démontrée en 1896 par Hadamard et de La Vallée Poussin a ’aide de mé-
thodes d’analyse complexe et en particulier grace a la fonction zéta de Riemann. On étudiera ici une
preuve due essentiellement a D.J. Newman qui fait intervenir ¢ et d’autres fonctions holomorphes im-

portantes.

Dans la deuxieme partie du mémoire, on s’intéressera a la localisation des zéros de {. En 1859,
Riemann conjecture que les z€éros non triviaux de la fonction z€ta de Riemann ont tous une partie
réelle égale a 1/2. Cette conjecture, appelée hypothese de Riemann, constitue 1’'un des problémes non
résolus les plus importants des mathématiques du début du 21°™ siecle. Nous étudierons en détail
les zéros triviaux de ¢, c’est-a-dire ceux hors de la bande critique B = {z € C;0 < Re(z) < 1},
notamment grice a la fonction analytique Gamma. Puis nous discuterons du cas de la bande critique
en essayant de trouver des asymptotiques plus précises en faisant des hypotheses du type hypothese
de Riemann.

Enfin, dans la derniere partie nous verrons deux méthodes asymptotiques qui permettront entre
autres de prouver la formule de Stirling, laquelle est associée a la fonction Gamma étudiée dans la
deuxieme partie.




2 LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS

2 Le théoreme des nombres premiers

Dans toute cette partie on étudiera la preuve du théoréme des nombres premiers due a D.J. Newman
en s’inspirant fortement du cheminement fait dans [/1].

2.1 Enoncé du théoréme

On énonce le théoreme des nombres premiers ainsi qu’un corollaire important.

Théoréme des nombres premiers. On a [’équivalent suivant :

X
n(x) ~ —.
X—+00 lnx

Corollaire. On a I’équivalent suivant :

p, ~ nlnn

n—+oo

2.2 Lien entre { et les nombres premiers

Soit s € C tel que Re(s) > 1. On pose

(o)=Y~
n=1 h

Proposition. La fonction zéta de Riemann { est une fonction holomorphe sur l'ouvert Q.

Preuve. Soit s € |, alors il existe 6 > 0 tel que Re(s) > 1 + 6. On peut écrire,
+00 1 1
z — = [ —du, oupestlamesure de comptage sur N.
n n
n=1

Par ailleurs, pour n € N fixé, on a :

1

— | ,=slnn) _ | ,—Inn(Re(s)+ilm(s))
= e = e <

nS

. 1 . .
La fonction n — — ost indépendante de s et est intégrable sur N car 1 + 6 > 1.
n

: 1
De plus, pour tout n € N*, la fonction s = — est holomorphe sur ;.

n
Ainsi par le théoréme d’holomorphie sous I’intégrale, on a bien que { est holomorphe sur €.
O]

Le lien entre cette fonction et les nombres premiers a été découvert par Euler et est résumé dans la
proposition suivante.

Proposition 2.2.1. Pour s € Q,, on a les propriétés suivantes :

+0o0
(i) Le produit infini H <1 - L) est convergent. On le note T1(s).
Py’

n=1

(ii) TI(s) # O.

(iii) £(s) = ﬁ
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Pour démontrer cette proposition on utilisera les résultats suivants.

Lemme 2.2.2. Soit u, le terme général d’une série absolument convergente dans C et (A;) - une
+

o0
suite croissante de sous-ensembles de N* telle que N* = U Aj. Alors,
j=1

+oo
Z un = jl—1>5-noo 2 un.
n=1 neA;
+00
Preuve. La série ). u, est absolument convergente donc le reste tend vers 0, ¢’est-a-dire :
n=1
+o0
Ve > 0,IN €N, Z lu,| < €.
n=N
+o0
Soient donc € > O et N, > 1 tels que Z lu,| < €. Posons A = {1,2,..., N,}. Par hypothese, il
n=Ny+1
existe j, tel que A C A; etdonc A C A, pour j > j,, de sorte que A; C {Ny+1,...} pourj > j,.
Alors
+00 oo
‘Z”n_zun :‘Zun < Z lu,| < e.
n=1 neA; neA; n=Ny+1

O

Rappels sur les produits infinis : Enongons quelques résultats sur les produits infinis, expliqués
plus en détail dans [2].

Soit (a, ), une suite de C.

+o0o0
Définition 2.1. On dit que le produit infini ] a,
n=1
- converge s’il existe un nombre P € C tel que les produits partiels

N
Py = Han =a,a,...ay
n=1
tendent vers P quand N — oo.
- converge strictement si de plus P # 0.

De méme que pour la convergence des séries, on a une condition nécessaire de convergence stricte :

+0o0
Proposition 2.2.3. Si le produit infini [] a, converge strictement, alors a, # 0 pour tout n € N*, et
n=1
lim a,=1.
n—+o0o
Preuve. Pour montrer que les a, ne s’annulent pas en cas de convergence stricte, raisonnons par contra-
position. Supposons que I'un des a,, est nul alors cela entraine Py, = 0 pour tout N > n, etdonc P =0
ce qui contredit la convergence stricte. De plus si P # 0, aucun a, et aucun P, ne sont nuls et on a

alors
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Théoreme 2.2.4. Si tous les u, sont dans | — 1, 4+o0[, les propriétés suivantes sont équivalentes :
+oo
(i) Le produit infini [](1 + u,) converge strictement.
n=1
+o0
(ii) La série Y In(1 + u,) converge.
n=1
+o0
(iii) La série Y. u, converge.
n=1
Preuve. (i) < (ii) : On al’équivalence entre ces deux propriétés car la fonction In est un isomorphisme
et un homéomorphisme du groupe multiplicatif ]0, +oo[ sur le groupe additif R.
(ii) < (iii) : Silasérie Y. In(1 +u,) converge, ou si Y. u, converge, alors le terme général tend vers
0 quand n — +oo c’est-a-dire dans les deux cas, lim u, = 0d’ouIn(1+u,) est équivalent a u, lorsque

n—+oo

n — +o0. Ainsi la convergence de )’ In(1 + u,,) équivaut a celle de )" u, car les termes généraux sont
équivalents et de signe constant, d’ou I’équivalence entre ces deux propriétés.
[

Enoncons un dernier théoréme sur les produits infinis :

[o0]

Théoréme 2.2.5. La convergence absolue de la série ). u, entraine la convergence du produit infini
n=1

[o0]

11 + u,) (strictement si de plus u, # —1 pour tout n).

n=1

Preuve. L’hypothese entraine u, — 0, les points 1 + u, sont donc voisins de 1 pour » assez grand.
Cela permet d’utiliser la détermination principale du logarithme complexe. Comme @ tend vers 1
lorsque z tend vers 0, il existe C et r €]0, 1] tels que |z| < r. Cela entraine alors,

| In(1 + z)| < C|z|.

Il existe N tel que |u,| < rpourn > N,dou |In(1 +u,)| < Clu,| et donc la convergence absolue de

lasérie ) In(1+u,). En passant a I’exponentielle, on en déduit la convergence stricte de [] (1 +u,),
n=N n=N

[ee]
et finalement la convergence (stricte si aucun des N premiers facteurs n’est nul) de [J(1 + u,,).

n=1

Démontrons maintenant la Proposition grace aux rappels faits ci-dessus.
Preuve de la Proposition[2.2.1]

+00

1 L
(i) On pose, pour s € Q, u, = ——. Alors la série Y u, converge absolument. En effet, p, > n
pn n=1

et Re(s) > 1 donc est le terme général d’une série convergente. Ainsi par le

donc |u, | <
| "l = yRe(s) nRe(s)

N
n

+o0
Théoréme 2.2.5], comme u, # —1 pour tout n € N, le produit infini I1(s) = H (1 - L> converge
p

n=1

strictement.
(ii) On a montré juste avant que I1(s) converge strictement donc par définition, II(s) est non nul.

(iii) Pour j € N*, k € N,onpose A;, = {n € N* 1 n = plf]psz ...pfj avec ky + ... + k; = k}

’ ’ !

+oo0
2 . . k. i
etA; = kLJOAj’k' Pour j fixé,ona A;, N A;,, =@ si k # k', car si p/f‘plgz ..p;/ =p'py...p/ ona

6
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nécessairement k, = kj pour / = 1,..., j, puisque les p; sont premiers et différents. Ensuite A; C A,

PR ky Kk, k/_klkZ k/O P' : d d’ f4r
car on peut ecrire p, ' p,” ... p; =p, Py ---p;'P;,,- FPuis, comme tout entier admet une décomposition

+o0

en produit de nombres premiers, on peut écrire N* = | ] A ;- Pour s € €, on peut alors appliquer le

j=1

Lemme|2.2.21a u, = lg Ona:
n

+00

1 . 1
2= fim
>t
w1 T e

+o0
) 1
= lim E —
j—>+
I 020 nea,
k
+00
= lim

>+ ks ks
TR0 kv ky=k py L D

dm[(Z25) (25

k=0 pl

< |() - (2

P

)|

|_|"?“

)

:%I—

= lim —
Jj—o+oo J

H(l - —)

1
T I(s)

Justifions le point () :
Soit (a,),cn+ € CV'. On montre par récurrence sur n € N*, la propriété suivante :

n +o00 +oo
e TI(2e)-3 % aa
e i ;e
i=1 k;=0 k=0 k+...+k,=k

Initialisation : 1’égalité est triviale pour n = 1.
Hérédité : Supposons que P, est vraie pour un certain n € N* et montrons P,

i=1 \ k=0 i=1 \ k=0 Ky =0

+oo

— kl n+1

_< Yl ) Y b
k=0 ky+...+k;=k Ky =0

+o0 k
— ky k; k—i
- z( Y o xat
=0\ ky+...+k =i

Kni1 Z ky k;
<an+l X al ...(xj
Kypy+i=k Ky k=i
—_ kl krl+l
Y YRR
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La propriété P, est vérifiée.
Donc P, est vraie pour tout n € N*.

Puisque II(s) est convergent pour tout s € €, alors on a :

Corollaire 2.2.6. La fonction { ne s’annule pas dans [’ensemble €.

Proposition 2.2.7. La fonction de €, dans C, s — {(s) —

morphe dans 'ouvert €,,.

! T se prolonge en une fonction holo-

+0o0
Preuve. Pour s € Q,,ona / dx _ donc on peut €écrire :
1 b s —
C(s)———Z/ <—s——s>dx—21)(s) 2.1)
Considérons, la fonction f telle que f () = — pourt € [1,+oo[.Onaalors f'(t) = — Pourx € [n,n+1],

on applique le théoreme des accr01ssements finisa f :

||
pRe(s)+1°

|f () = fGOI < [n—x]| sup [f'(D] <

n<rsx

1 1
ML\ [ sl
; ns x5 ‘ nRe(s)+1 X = nRe(s)+1"
+o0

Donc )] v,(s) converge absolument dans €. De plus, cette série converge normalement dans 1’en-

s+l =

D’ou on obtient :

lv,($)] =

semble {s € C : |[s]| < M,Re(s) = 6} ou M > 0, 6 > 0 et par le théoréeme de convergence dominée

+0o0
pour les fonctions holomorphes, chaque v, est une fonction entiere. Il en résulte alors que s = Y v,(s)

n=1

est holomorphe dans €, ce qui prouve la proposition, compte tenu de (2.1]) .
O]

Corollaire 2.2.8. La fonction { définie dans €, se prolonge en une fonction méromorphe dans €, qui
a un seul pole simple en s = 1, de résidu égal a 1. On note encore { la fonction prolongée a €2,,.

Preuve. Cela résulte de 1’égalité {(s) = S_L] + v(s) et de la Proposition [2.2.7 ]

Remarque 2.2.9. Dans Q, on a % = {(s), en effet ceci est vérifié pour u(s) = :11 et pour

N

+
v(s) = Z / <— - —>dx car e=sIn” = ¢=*I"" pour ¢ > 1. Par conséquent si la fonction ¢ s’annule

A Tordre k € N en un point s, de €, le point s, est aussi un zéro de { du méme ordre.

2.3 Les fonctions ¢ et ®

On introduit les fonctions ¢ et @, définies pour x > 2 et s € Q,, par :

p(x) = Z Inp,, ®(s)= Z lnpn.

S
PpSX n=1 pn

La fonction @ est holomorphe dans €;.
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Proposition 2.3.1.
¢'(s)
¢(s)

(i) 1l existe une fonction h holomorphe dans €, 2 telle que, pour s € Q,, on ait O(s) = — + h(s).

(ii) Pour tout s eﬂ_l\ {1}, ona {(s) # 0.

(iii) La fonction définie sur Q, par s — ®(s) — I 7 se prolonge en une fonction holomorphe sur

un voisinage de l’ensemble Q_l ={seC:Re(s)=>1}.

-1 N
Preuve. (i) Posons f,(s) = (1 - i) . D’apres la Proposition [2.2.1} on a {(s) = Nlim I1 7.(s),
pz =400,

ou la convergence est uniforme sur tout compact de €, (vient de la convergence uniforme de la série
+oco

Z — qui entraine alors celle du produit). Par conséquent

n=1 En
N ' N N
¢'(s) = lim_ ( H fn<s>> = lim sz fis) H £,().
ek
On en déduit que pour s € Q,,ona:

LONEE (O < < )( p;’ Inp, ) . ( < Inp, ) S Inp,
=1 1-— —— =1 - =— .
£(s) ng-look;fk(s) N—>+c>oz1 Nir-ll-loo Z | lei—l

1\2
(1—5)

Il résulte donc que dans €, on a

() « (lnp, 1In pk > - Inp,
)] = — = h(s).
O+ 7 = & < ’; e

La série définissant 2 converge normalement dans A = {s € C : Re(s) > % + 6,6 > 0}. En effet
pour k assez grand, on a, par croissance comparée, In p, < p; et on a également p, > k. De plus pour

seAtelques=%+5ona

1is
VA N b, N D5+6 .
207 28 T 26 T
Donc finalement, il vient que :
In
vvpk <R—51 SR(;R<2RC—5<1CJ:5'
pk(pk_l) pkes (lpil_l) es— pkes k2 Res k

La majoration obtenue est alors le terme général d’une série convergente car 6 > 0. Donc finalement,
par holomorphie du terme général de la série définissant &, on a bien que A est holomorphe, d’ou (7).

(ii) Supposons que ¢ ait un zéro d’ordre m au point s = 1 + ib avec b € R*. Alors, d’apres la
Remarque[2.2.9] 5 = 1 — ib est aussi un zéro d’ordre m de ¢. Notons n > 0 I'ordre du zéro au point
1 + 2ib (et donc celui au point 1 — 2ib).

D’une part, on a vu dans le Corollaire[2.2.8|que ¢ a un pole simple en 1 de résidu égal a 1. C’est-a-dire

g(s)l ou g est holomorphe au voisinage de 1

qu’on peut écrire pour s dans un voisinage de 1, {(s) =
et g(1)#0. Alorson a:
¢'s) _ ~1

—— +1(s), outestholomorphe au voisinage de 1.

() s—1
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!/

Ainsi, 1 est un pole simple de de résidu —1, donc

&6) _ i LA FE)

hm(s -1 im & -
{s) o ((d+e)
Puis d’aprds (i ()
uis d’apres (i), on a (s) = — 0 1/2> Onen déduit :

lim e®(1 +¢) = 1.
e—=0%
D’autre part, si s, est un zéro d’ordre k de la fonction ¢, on a au voisinage de s :

£(s) = (s = 50)“g(s), g(s0) # 0.

Donc .
O(s) = _¢ () + h(s) = k + w(s), ou w est holomorphe pres de s,.
¢(s) s =S
/
Or d’apres (i), on a D(s) = — i((s)) + h(s) ou h est holomorphe dans €2, /2> onen déduit donc :
s

lirgl+ ed(1 + € +ib)=—m, 1ir(I)l+ ed(1 + € £ 2ib) = —

Pour s €]1, +o0[, on peut écrire

D(s + 2ib) + D(s — ib) + 4D(s + ib) + 4D(s — ib) + 6D(s) <E + i +6+ 4p’b + pz’b>
AR 7

}’l

b

2+pn )420.

En posant maintenant s = 1 + £, > 0, en multipliant 1’égalité ci-dessus par &, puis en faisant tendre
e vers zéro,onobtient : —n—n—4m—-4m+6 > 0i.e. 8m < 6 —2n < 6. Donc on a forcément m = 0,
ce qui montre que § n’a pas de zéro de la forme s = 1 + ib avec b # 0.

l —
(iii) Le point (ii) entraine que la fonction C_ est holomorphe sur un voisinage de 1’ensemble €2,

privé d’une petite boule B(1,e) de rayon € > 0O centrée en s = 1. Il en est donc de méme pour la
'(s) 1

¢s) s—1
dans B(1, €). D’apres la Proposition|2.2.7, {(s) = ﬁ + v(s), ot v est holomorphe dans €2,,. Donc pour
spresde 1,ona

fonction s — —

. Montrons que cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe

O 1 =) = (s=DU(s)
&) s—1 1+(—-Dois)
et le membre de droite se prolonge en une fonction holomorphe dans B(1, €) si € est assez petit. On en

<O - —

= + h(s) est holomorphe sur un voisinage de €2,.
s—1 f(s) s-—1

déduit alors que ®(s) —
[

Proposition 2.3.2. I/ existe C, > O telle que p(x) < Cyx, pour tout x > 2.

Preuve. On a d’une part 2" = (1 + 1)>" = Z ( ) ( > D’autre part, k = <2n> est un
= n

entier, de sorte que ’on peut écrire (2n)! = kn k € N*. Soit p un nombre premier appartenant

10
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a |n,2n]. Alors p divise (2n)! mais ne divise pas n! donc par I’égalité précédente, p divise k. Alors

<2n ) =m [] p> I p-Dot ] p<2°.Enpassant au logarithme, on déduit I’inégalité
n

n<p<2n n<p<2n n<p<2n
PEP PEP PpEP
o(2n) — p(n) < 2n)In2, n=>1. 2.2)

Soitx > 1. Ilexisten > 1 tel que x € [n, n+1[ etalors p(x) = @(n). De plus 2x € [2n,2n+2[. Si2x €
[2n,2n+1[,ona @(2x) = @(2n).Si2x € [2n+1,2n+2[,ona p(2x) < ¢(2n)+In(2n+1) < p(2n)+In x,
donc dans tous les cas on a p(2x) < @(2n) +In x.Il en résulte que p(2x) — p(x) < @(2n) +In x — @(n).
On déduit alors de (2.2)) I’inégalité suivante :

P2x)—@p(x)<£2In2Xn+Inx < 2In2+ 1)x. (2.3)

Soit x > 1. Il existe r € N tel que x € [2",2"![. Alors x, %, e % appartiennent a [1, +oo[. On
applique alors successivement I’inégalité (2.3)) :

X X X
P(2x) — (P(E) = @(2x) — @(x) + @(x) — CO(E) +.. = §0( -) < (2In2+1) Z 5 S <2(2In2 + Dyx.

p=0

Comme % e[L2, ¢ (1

2r) — 0 d’ol on obtient g(x) < (2In2 + 1)x.

Etablissons maintenant le lien entre ® et Q.

* p(x)

xs+1

+
Proposition 2.3.3. Pour s € Q, on a ®(s) = s/
1

Preuve. On remarque tout d’abord que I’intégrale définie dans la proposition a bien un sens, en effet

<0()

@ est mesurable car constante par morceaux et |

e ( > par la Proposition [2.3.2] Puis on écrit

[1,+00[=[1,2[U < U[pj,pjﬂ[). Comme @(x) = 0 pour x € [1,2[ il vient :
e o) ()
S/l xs+1 Z/ xs+l
pj+l
ONDY
= Z o(p; >< )
pj+l

P2 & @) — e,
= 2s +Z : S : ’

j=2 b;
Or @(p;) — @(p;_) =Inp; et (2) =In2 = In p,, il vient donc,

™ p(x) S Inp;
s/1 o dx=z 4 = D(s).

Jj=1 J'

11
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Proposition 2.3.4. L'intégrale [,"

00 _
PIX 4x est convergente.
X

Pour démontrer cette proposition, on utilisera le résultat suivant dit 8 D.Newman.

Lemme 2.3.5. Soit f € L*([0,+o0]). On lui associe la fonction

F(z) = / ooe"zf(t)dt
0

qui est définie et holomorphe dans ['ouvert €.

Supposons que F se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de I’ensemble Q_O.
Alors lintégrale fo+°° f()dt est convergente et vaut F(0).

Preuve de la Proposition[2.3.4) En posant x = ¢, il est équivalent de montrer la convergence de

N _ ot
fo+°° f(Hde, ou f(r) = M. D’apres la Proposition [2.3.2, on a f € L*([0,+oo[). Appliquons
e
t —
maintenant le Lemme [2.3.5]|a la fonction f(¢) = qo(e)—te. Nous allons alors montrer que :
e
d(z+1) 1
F(z)= ——— — -, 2.4
(z) p—— (2.4)

En effet, en posant x = ¢’ puis z = s — 1 avec Re(s) > 1, on obtient :

F(Z) — /+°° e_tzf(t)dt — /+°° x—zmdx — /_H)0 (P(X) _ 1 _ (D(S) _ 1
0 0 0

x2 xstl s —1 s s—1

Nous avons vu a la Proposition [2.3.1| (iii) que la fonction w(s) = ®(s) — ﬁ est holomorphe sur un
voisinage de {s € C : Re(s) > [} = {z € C : Re(z) = 0}. Alors

) 1 11
s s—1 s(s=1) s-—1

+ lw(s) -1 + lw(s),
N N S

et le membre de droite est holomorphe sur un voisinage de I’ensemble {s € C : Re(s) > 1}.
La fonction F vérifie alors la condition du Lemme ce qui implique que I’intégrale /0+°° f(®dt

est convergente, ce qui prouve la proposition.
O

Proposition 2.3.6. ¢(x) ~ x lorsque x - +0

On rappelle le critere de Cauchy pour les intégrales impropres, qu’on utilisera pour démontrer cette
proposition.
Rappel (Critére de Cauchy) Soient a, b € R et f une fonction localement continue par morceaux sur
la, bl, l'intégrale /a b S ()dt est convergente si et seulement si pour tout € > 0, il existe x, € [a, b] tel

que
y
x,yE€lab,x, <x<y<b=> / f(t)dt‘ L e

12



2 LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS 2.4 Preuve du Lemme de Newman[2.3.5

Preuve de la Proposition[2.3.6] Soit € > 0. On définit les ensembles suivants :

A, ={x €[l,+oo[: p(x
A_={x€e[l,4+o0[: p(x

Montrons que ces ensembles sont bornés. En effet si cela est le cas, on en déduira qu’il existe x,, tel
o0 _ 1‘ < getdonc lim o0 — q,
X x—=+o00 X

Si A, n’est pas bornée alors il existe une suite (x,) qui tend vers +oo telle que p(x,) = (1 +€)x,, @
étant croissante, @(t) > (1 + ¢)x,, pourt > x,. Alors :

(1+e)x (1+e)x

" o(t) —t n(1+e)x, —t

/ a0 dr > / (#dt
X X

12 12

1+e¢
l1+e-—
= / — ydy
1 y

1 1+e€ |
_ 1 _ hly +e
-l
=e—In(l+¢)>0,

quepourx}xoonaitl—e<@<1+5i.e.

n

=(1+¢)

ce qui contredit le critére de Cauchy rappelé ci-dessus compte tenu de la Proposition[2.3.4]
De la méme manicre, si A_ n’est pas bornée alors il existe une suite (x,) qui tend vers +oo telle que

p(x,) < (1 —¢&)x,. Alors :
*n 1 —t o (l—e)x,—t
/ A )2 dr < / d-ex, —1 )2 "
(1-e)x, ! (1-e)x, t

"l—e—y
= / — dy
1-¢ y

=e+In(l—¢) <0,

ce qui est également une contradiction.

2.4 Preuve du Lemme de Newman 2.3.5|

Lemme de Newman. Soit f € L*([0, +o0]). On lui associe la fonction

F(z) = / ooe_tzf(t)dt
0

qui est définie et holomorphe dans ['ouvert €.

Supposons que F se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de I’ensemble €,,.
Alors intégrale f0+°° f()dt est convergente et vaut F(0).

Preuve. D’abord I’holomorphie de F dans €, résulte du théoreme d’holomorphie sous I’intégrale.
En effet pour tout r > 0, la fonction définie par z — e™"*f(t) est holomorphe par holomorphie de
I’exponentielle et est dans L'([0, +o0]) car Re(z) > 0 et t > 0. De plus, si K est un compact de Q, tel
que Re(z) = 6 > 0 pour z € K, alors e f(1)| < || fll,e™* € L([0, +o0]).

On veut donc montrer, sous I’hypothese du lemme sur F, que Tl_i)rPoo /OT f(t)dt existe et vaut F(0).

Sans perte de généralité, on peut supposer F(0) = 0. En effet on pourra remplacer sinon f(f) par
g(t) = f(t) — F(0)e™" € L([0,+oo]), pour laquelle G(z) = /" e g(dt = F(z) — 22 qui est

1+z

13



2 LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS 2.4 Preuve du Lemme de Newman[2.3.5

holomorphe sur un voisinage de Q_O avec G(0) = 0. L’intérét est qu’alors z — ? est holomorphe sur

un voisinage de Q_O
On introduit quelques notations. Soit € > 0, fixons R > 0 tel que

s ou |[[flle= sup [f(D)] (2.5)

£
R 3’ 1€[0,+00]

Considérons les chemins suivants de C, orientés dans le sens direct
I') ={ze€C: |z] = R,Re(z) > 0},
I' ={zeC: = R,R < 0},
Jl_=(z€C: |zl = RRe() < 0) 06

S =[iR,—iR] = {(1 -iR—tiR,OLt < 1},
r=T,url..

¥ i e
3 i I
Ni

0

4

-iR

Il est clair que I', U S est entierement contenu dans le voisinage V' de Q, dans lequel la fonction
F se prolonge en une fonction holomorphe. Soit T > 0. On pose

T
Fr(z) = / e f(t)de 2.7)
0

On a pour |z| < C, [Toef(O] < e[| fllo Ty € L'(R,) donc par le théoréme d’holomorphie

sous I’intégrale, F, est une fonction enticre.

On veut montrer que f0+°° f(t)dt converge vers F(0) = 0 c’est-a-dire Tlim F;(0) = F(0) =0 ce qui
—+00

est équivalent a
Ve > 0,37, >0, VI > T,, |F;(0)] <e.

On va alors utiliser les chemins décrits dans (2.6)) en écrivant :

F(0) = / h,(z)dz + / hy(z)dz + / hy(z)dz
r I_ S

+

14



2 LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS 2.4 Preuve du Lemme de Newman[2.3.5

N . ey N -y & .
ou les fonctions A, h, et i, sont telles que les trois intégrales peuvent étre majorées par 3 pour obtenir

le résultat voulu.

Pour faire apparaitre ces trois intégrales, nous allons utiliser la formule de Cauchy :

D’abord, comme F;. est holomorphe, on applique la formule de Cauchy sur I' = I", UT"_ au point
0Oerl:

Fr(0) = / (2 ——h(z)dz + — / Fr(z )71( ydz, avec h holomorphe et telle que A(0) = 1.

Puis on applique, pour obtenir 1’intégrale sur .S, la formule de Cauchy a F qui est holomorphe sur V'
sur le lacet I', US C V et au point 0. Comme F(0) = 0, on obtient :

F F
F0)=0= L / (z)g(z)dz + L / (z)g(z)dz , avec & holomorphe.
iz Jr, z 2ir Jg z

Ainsi on a

FT<0)=ﬁ/F+F;Z)h(>—&~( 2)dz +—/_ —/F(Z)X \dz.
Donc

m@ =3~ M%), o= -T2k, e myo = 3T g0

Premier point : Regardons I’intégrale sur I"_.

On veut montrer que
o [ e
2z Jr  z

On a alors déja, en notant #(I"_) la longueur de I'_ qui est égale a 7 R,

||f||oo
R

L / Dz < sup [ 2ha) |5 < sup| T e )‘5.
2ir Jr z T 2 S 2
- 3 2
On cherche donc A de sorte que sup |[—— T( ?) h(z )‘ ”1{2”‘”. Orona
I_
_ < Mlls ~
FE < tRe(z) TRe(z) )
| T(z)1\/ 110 < e

Donc on cherche £ telle que

o h(z) < 2IRe(2)| STR)
r_ Z R?
. s h(z)| 2[R .
D’ou A(z) = eT*h,(z) avec 1(2) < | I:EZ)l . On peut alors chercher h,(z) = a+ b(z) oua € C et
z
b est un polynéme en z a coefficients complexes.
Orpourzel_, onal = i_ -z donc
z zz R
2|Re(z)] zZ+z z
= =-+=.
R? R? z R?




2 LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS 2.4 Preuve du Lemme de Newman[2.3.5

72
On prend alors a = 1 et b(z) = o pour obtenir le résultat voulu c’est-a-dire :

2 2
h@)|_ leTz 1+ = )| <
z z R2

2|Re(z)| TRe(2)
——e )
R2

B

~ 2 ~
Avec h = eTz(l + %) qui est bien holomorphe et telle que A(0) = 1.

On obtient alors la majoration pour I’intégrale sur I"_ en prenant :

Fr(2) 4, z?
h(e) = 5= -12 T<1+ﬁ>.

Deuxiéme point : Regardons I’intégrale sur I'_ .
72
Prenons §(z) = h(z) = e’ (1 + E) On veut alors montrer que

|1 [ F@-F@) o,
/Fhl(z)dz : 2i7[/r+ - e (1 RZ)dz

N
On a alors comme dans le premier point,

1/ 1l
R

(Fr(2) = F(2)) 22 \| R
< = z —_— —.
| /F hy(2)dz| < sup |h(2)| £@T,) sup - 1+ 25 )15
Puis pour z € I', et Re(z) > 0,0n a
@) - £l <l [ gy = M e vy
me = e Re(z) '
Enfin, pour z € I'_, on utilisant encore que 1 = %, on obtient
z
1 7. 22N Lrzgl 2N Lreztzy ] oTRe(2)
)Ee (1+ﬁ)‘—|€ (Z+E>‘ —‘e (7)‘ R2 ¢ ZRC(Z)
On en déduit donc la majoration voulue.
Troisieme point : Regardons I’intégrale sur .S.
Il nous reste a estimer la quantité suivante
1 F(z) ; z?
hy(z)dz —e “(1+ =)dz. 2.8
/S() 217r52e<R2) (28)

Ona

h(.z)d.z——1 RF(iy)(l 2 oriy = "G 0)e™dy, o, R étant fixé, Gy € CU(R)
3 ) R ay = : rY Y, , » Ugr .

It J_r 1Y R

Puis en faisant une intégration par parties, qui se ramene en fait au lemme de Riemann-Lebesgue, on
obtient, comme G est de classe C 1

R ) 1 iTy R R )
[ ool = |i([ex 5] [ ewonrr)
—R —R -R

R
<|GR<R>|+|GR< R+ / |G;<y>|dy>.
-R

<L
ST

16



2 LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS 2.5 Preuve du théoréme des nombres premiers

Cette derniere expression tend vers O quand 7" tend vers +oo et donc

lim hy(z)dz = 0.
s

T—+c0

Ainsi il existe T;, > 0 tel que pour tout T > T, |fS h3(z)dz‘ < §

. J . e, E .
Finalement en utilisant (2.5)), on peut majorer chacune des trois intégrales par 3’ on obtient

T
IT, > O.VT > T,, |F0)| = ‘ / f(t)dt‘ <e,
0

ce qui prouve le Lemme de Newman.

2.5 Preuve du théoréme des nombres premiers
On rappelle le théoréme :

Théoréme des nombres premiers. On a [’équivalent suivant :

X
n(x) ~ —.
X—+00 lnx

Preuve. Soitx > 2. Par définition on peut écrire 7(x) = Z 1, de plus on rappelle que p(x) =

PSX
PEP

D’ou :
@(x) < In(x)7(x).
Soit alors € > 0.

ex)> ) IpxInx') Y 1>-enx)(zx)— ) 1).

xl-e<pgx xl-e<pgx p<xl-e
Comme le cardinal de ’ensemble {p € P : p < x'7¢} est inférieur 2 x!~¢, on a
D(x) = (1 — &) Inx(z(x) — x'7).
On déduit des inégalités (2.9) et (2.10),

@(x) < 7(x)Inx < 1 ox) + lnx.

<X AN
x x l—¢ x x€
Par la Proposition 2.3.6, on a lim o) =1.Dou:
x—>+00 X
1 1
I < liminf 200X i qup ZOIOX T
X X l—¢

Ces inégalités sont vraies pour tout € > 0 donc en faisant tendre € vers zéro, on a lim

X—+00

ce qui prouve le résultat.

7(x)Inx _

Z In(p).

PSX
PEP

2.9

(2.10)

1,

]
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3 LES ZEROS DE LA FONCTION ¢

Démontrons également le corollaire suivant :

Corollaire. On a I’équivalent suivant :
p, ~nlnn.

Preuve. Onsaitque lim p, = 400, de plus par définition z(p,) = n. D’apres le théoreme des nombres
X—+00

nlnp,

Py

premiers on a

=1+4+¢,0ug,— 0,dou:

(1+¢,)p,=nlnp,.
On en déduit en prenant le logarithme,
Inp,=Inn+Inlnp, —In(1 +¢,). 2.11)
En divisant par In p, 1’égalité (2.11) il vient,

{— Inn N Inlnp, In(1+¢,)
“Inp, Inp, Inp,

ce qui implique que nl_i)grnoo 11:11—;: =1 ie. Inn~Inp,. D’oulerésultat.

3 Les zéros de la fonction ¢

3.1 La fonction Gamma
Dans cette partie nous allons tout d’abord étudier la méromorphie et les pdles de la fonction I'.

Proposition 3.1.1. La fonction " . z — f0+°° t*~le7'dt, de Q, dans C est définie par une intégrale
absolument convergente et peut étre prolongée en une fonction méromorphe sur C\Aou A = {—n;n €

n

N} est I’ensemble des poles de I" qui sont simples et de résidus %

Preuve. Soit z € C tel que Re(z) > 0.T'(z) = [;"" *"le~'dt =1 [[*™ f(z,1)dr. On utilise le théoréme
d’holomorphie sous I’intégrale :

- Pour tout z € ), t = f(z,1) est continue comme produit de fonctions continues.

- Pour tout 7 €]0, +oo[, z — f(z,1) est holomorphe C' sur , comme produits de fonctions holo-
morphes C'.

- Soit K C €, un compact. Il existe A > 0 et € > 0 tels que pour tout z € K, A > Re(z) > €. Donc

—tie—1 ir<1
2=l 1| _ | p=t+=DInt _ —t+Re(z)=1)Int < N _) et sir s 1,
|5 e = |e |=e < fi(®), ou fi.(1) { e Al sir> 1.

Et f, est une fonction continue sur [R{j. Orpour0 <t <1, fi,(1) < t¢~! qui est une fonction intégrable
sur ]0, 1] etpourz > 1, tA~le™ = o(tlz) par croissance comparée donc intégrable sur |1, +oo[. Donc
[ (@) est intégrable sur R . Ainsi par le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale, I" est holomorphe
sur K. Or cela est vrai pour tout compact K inclus dans €, donc finalement I" est holomorphe sur €,,.

+00

Soit z € £, par intégration par parties on a, ['(z + 1) = /' tfe”'dt = f0+°° zt*~te7'dt, d’on

I’équation fonctionnelle suivante,

Vze Q, I'(z+1)=2zI(2). 3.1

18



3 LES ZEROS DE LA FONCTION ¢ 3.1 La fonction Gamma

Pour n > 1, posons Q_, = {z € C;Re(z) > —n} \ {0, -1, ..., —(n—1)}. Si z € Q, on a par itération
de G.I),T(z+n)=(z+n—-1)...(z+ 1)zl'(z) c’est adire, si z ¢ {0,—1,...,—(n — 1)},
I'(z) = I'(z+ n)

z+n=1...(z+ 1Dz

Le terme de droite est une fonction holomorphe sur _,, en effet si z € €
I" est holomorphe sur €2,,. On définit alors I" sur €_, par cette formule.
Sim > n > 1, alors les prolongements obtenus sur £_, coincident par prolongement analytique (ils
valent tous les deux I sur €,)). On fait cela pour tout n > 1. On a ainsi prolongé I" a tout C \ Z_ de
facon holomorphe.

z+n € Q et on sait que

—n°

Regardons maintenant le comportement de I" aux entiers —n ou n > 0. Soit n > 0, on pose
V=Q__,\Q_,, quiestun voisinage de —n et pour z € V' la fonction ¢ définie par

N I'z+n+1)
z+n-1..z+1Dz

4

Alors @ est holomorphe sur V' d’apres ce qu’on a vu avant. Et pour tout z € V' \ {—n},

»(z)
I'(z) = ,
@) z+n
—1)*
d’ou —n est un pole simple de I" de résidu Res_,(I') = lim (z + n)I'(z) = ( ') .
zZ——n n!

]

Démontrons maintenant la propriété suivante (due a Riemann), qui nous permettra par la suite de
localiser une partie des zéros de { sur C grace a la symétrie qu’elle engendre.

Proposition 3.1.2. La fonction { se prolonge en une fonction holomorphe sur C \ {1} et on a, pour

touts € C\ {1} :

1. £(s) = S_Ll + n(s) ou n est holomorphe dans C.

2. I(s)=I(1—s), oit I(s) = 73T (%) £(s).

Pour démontrer cette propriété, on va utiliser la formule sommatoire de Poisson qui est énoncée
dans la proposition suivante.

Proposition 3.1.3 (Formule de Poisson). Si f : R — C est de classe C'. On suppose qu’il existe
C > 0 tel que pour tout x € R, | f(X)| + | f'(X)| < . Alors ¥ f(n)= Y. f(2zn).

5.
I+x nezZ nezZ

Preuve. Justifions que f (&) est bien définie pour tout £ € R. On a

e = | £ < 1FG] + 1/ (0] < % :

et la fonction obtenue est intégrable sur R, donc f est bien définie.

Posons g(x) = Y, f(x + n) et procédons en trois étapes :
neZ

1. Montrons que g est de classe C! et 1-périodique.
2. Calculons g(n) = /01 g(H)e 27y,

3. Déduisons la formule de Poisson.
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3 LES ZEROS DE LA FONCTION ¢ 3.1 La fonction Gamma

1.Appliquons le théoréme de dérivation sous I’intégrale sur le compact ] — R, R[, R > 0 :
- pour tout n € Z, x — f(x + n) est dérivable car f est de classe C'.

-soitx €] — R, R[,ona |f'(x +n)| < #.OrpourneZtelque |n| > R,
1+ (x+n)?

|x +n| > |n] = |x| > |n] = R.

D’ou
C
Vx €]-R,R[,Vne Ztelque |n| > R,|f'(x+n)| < —— =y, (n).
] [ que [n| = R, |f'( )|\1+(|n|—R)2 wi(n)
Et y, est une fonction sommable et indépendante de x. Ainsi Y, f(x+ n) est dérivable sur ] — R, R,
[n|>R
pourtout R>0.0r Y f(x+n)= Y f(x+n)+ D f(x+n),onajoute un nombre fini de termes

nezZ |n|>R |n|<R
dérivables donc g est dérivable sur ] — R, R[ pour tout R > 0. D’ou g est dérivable sur Z.
Puis en appliquant a g’ le théoréme de continuité sous 1’intégrale avec la méme majoration que précé-
demment, on a en fait que g est C'. Puis g est clairement 1-périodique.

2. Soitn € Z,
1
gn) = / g(e ™ di
0

1
= / D [+ ke de
0

keZ
1

2N [ s+ ke

kez 40

k+1
Z / f(u)e—Zifrnudu

kez J k

+o00 )
— / f(u)e—217rnudu

= f (2zn).

Justifions maintenant I’interversion série-intégrale () :

Ona,site€]—1,1[etk 22, |f(t+ k)| < m et cette fonction est sommable sur {|k| > 2}

2 . . C
car est équivalente a = On a alors

! B C C
Z |f(t+k)|dl—2m+2m<+oo,

kez 40 lk|=2 lk|<2

car on ajoute un nombre fini de termes. Donc par Fubini on a le résultat.

3. Comme g est C', on peut appliquer le théoréme de Dirichlet :

Vx eR, gkx)= Z g(n)e 2mnx,

neZ

Alorsenx =0:g0)= Y g(n) = ) f(2zn). Et par définition de g on a également g(0) = > f(n),
neZ nez neZ
d’ou on obtient la formule de Poisson.

]
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3 LES ZEROS DE LA FONCTION ¢ 3.1 La fonction Gamma

Preuve de la Proposition3.1.2} Posons f : x + e avect > 0 et 0(t) = Z e~ Montrons

. . nez
alors I’1dentité de Jacobi,

11
Vi> 0, 6(1) = ——6(1), (3.2)
Vil

On a, pourt > 0,

x=>0+xX)f(x) =1+ xz)e"”"2 est une fonction continue sur R et qui tend vers zéro en +oo, elle
est donc bornée donc il existe une constante C > 0 telle que | f(x)| < 1+Cx2'

- En faisant le méme raisonnement en remplagant f par f’ qui est aussi continue, on a aussi qu’il existe
une constante C’ > 0 telle que | f/(x)]| < 1+;2.

Les hypotheses de la proposition précédente sont alors vérifiées pour f donc on peut lui appliquer la

formule de Poisson.

Ona
. +oo , )
VeeR, f()= / e e dx
—00
puis en posant le changement de variable y = \/t7rx + et en reconnaissant I’intégrale de Gauss,
2\/tr
on obtient,

A +oo 2
f(é) :/ e—mx e—ix’g’dx

(e o]

+o0 iE 0 2
—(Vitrx+—= _&
:/ e ( 2\/;) e wxdx

[oo]

7[}12 A
D’ou f(2zn) = \L/_e_T. Et Y fQ2zn) = %0(%). Donc en appliquant la formule de Poisson on ob-
t nez

tient I’identité de Jacobi (3.2).

+00
Posons maintenant 6(¢) = D e~ On a alors 0(t) = 20(¢) + 1. L’identité de Jacobi entraine alors,
n=1
i) = —— <2é(% 1) - %) . (3.3)

2yt

+o00
0

s +o0 s +o0 .
r <§> = / 7 le!dt = ﬂinS/ ey ldy.
0 0

1 7[% +00 s
primir / e ™y ldy.
n F(E) 0

Soit s tel que o = Re(s) > 1. On rappelle que I'(s) = t5~te~'dr. Alors,

En sommant on obtient alors,

+o0

1
2

n=1

YRS

il §/+m e"”’zyy%_]dy. 3.4
F( n=1J0

)

N«
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3 LES ZEROS DE LA FONCTION ¢

3.1 La fonction Gamma
N
Considérons la suite (f,) définie par f(y) D e Yy3 ' Pour y > 0 fixé, ( fn) converge vers
n=1
+o0
Oy et | fy()] < X e™Vy27! =: g(y). Le théoréme de Fubini-Tonelli et (3.4) entrainent
n=1
+oo GRS
gly)dy = / 31’ Ydy = — <+4oocaro > 1.
[ eom=3 =3
D’ou par échange série-intégrale

1 F(%) +00 B .
Z ST T e O(y)y2~'dy, Re(s)>1
= x Jo
Pour s € C tel que Re(s) > 1, on définit I(s)
suivante :

(3.5)

_‘/'+oo~
—Jo

0(y)y>~'dy, qu’on peut découper de la facon
1 _ \ +oo .
I(s) = / 0(y)y>"'dy / O(y)y2"'dy =1 I,(s) + Iy(s)

0 1

En utilisant (3.3) dans la premiére intégrale, il vient, en utilisant le changement de variable r = -
SRS 1] s
Iy(s) = / [—(29(— +1) - —] y:~ldy
0 2\/§ y 2
1 1 1
~ 1. 5.3 1 5.3 1 s
=/ 0(=)y> zdy+—/ y? zdy——/ y2dy
o Y 2 Jo 2 Jo
+o0 +oo +oo
s s 1 1 _s_1 1 _s_q
Ot 272dt + < 27adr - < 127 de
1 2/ 2 Ji
oo _s_1 t_%+% oo ;
/ ()t 272de + -
1

_5q+o0
2
I-s], _Sll
+o0
/ e(r)f“zdt+—1 1
1

1
Il en découle alors que

S.

+00
~ s 1 s
I(s) = + 0 (y 272 +y27")dy.
(s) =D /1 W (y y27!)dy
Alors par (3.5)) et par le fait que xI'(x)

I'(x + 1), on obtient
+0o0

yl-—r

ﬂ.s/2
n=1

+00
+ / (y_g_% +y5_1
n 2(s—1)r<§+1) r(;) I

: 1) dy.

(3.6)
Montrons alors que le membre de droite de (3.6) admet un prolongement holomorphe a C \ {1}

On a vu dans la propriété précédente que z — % admet un prolongement holomorphe a C
V4
Ainsi, comme 7*/2 = ¢2™™ les fonctions

NS )
\_/




3 LES ZEROS DE LA FONCTION ¢ 3.1 La fonction Gamma

admettent aussi un prolongement holomorphe a C. De plus on a

s/2 7[1/2

4 — _
or(zen) ()

ou ¥ est holomorphe sur C. Et on peut également calculer

T 1/2
r(%) = % don 1.
o <§>
2
Donc finalement on obtient
s/2
il N ) (3.7)

2(s—1)r<§+1) s—1

Il reste a montrer que I’intégrale du membre de droite de est holomorphe sur C. L’intégrande est
trivialement holomorphe dans C. De plus, prenons s dans un compact de C tel que a < Re(s) =0 < b
alorsonapoury > 1:

Donc finalement,

_s_1 S_ 1A _a_l b_g e ™ 1
Y7+ 180N < (575 08 ) T € LI +ooD).
Donc par le théoréme d’holomorphie sous I’intégrale, I’intégrale du membre de droite de (3.6)) est bien
holomorphe sur C.
Ainsi le membre de droite de (3.6) est bien holomorphe sur C et par le théoreme de prolongement
analytique, on peut alors prolonger 1’holomorphie de ¢ sur C \ {1} et on a pour tout s € C \ {1},

S/Z +oo K 1 s ~
£(s) = ﬁ +n(s), o f(s) =P(s) + = / (y‘ﬁ + yrl) d(y)dy.
- 1

r(s)

+00
Alors, comme Z i = {(s) pour s € C tel que Re(s) > 1, on abien I(s) = n‘%g(s)r (%)
nS
n=1
De plus,
I(1-s) 1 +/+wé( T iy
—y) = ——— Wy 2 2+y:>2 y
(I = s)(=s) 1
5(51) 1
=1(s),

ce qui acheve la preuve.
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3 LES ZEROS DE LA FONCTION ¢ 3.2 Localisation des zéros de {

3.2 Localisation des zéros de {

Etudions les zéros de ¢ sur les différentes parties du plan complexe.

3.2.1 DansQ, = {z € C;Re(z) > 1}

On a vu dans la Proposition m que la fonction { n’a pas de zéros dans Q_l et par le Corollaire
que ¢ aun pdle simple en 1.

3.2.2 Dans S ={z € C;Re(z) <0}

Pour z € S, on rappelle la formule de symétrie de la Proposition [3.1.2]
I(s) = 2 3(NG) =11 =),

Regardons le comportement de ¢ aux points —2n pour n € N. Soit k € N, comme —2k est un pole
simple de F(é), sa limite en ce point est infinie. Or si s = =2k, 1 —s = 1 +2k € Q, donc ¢(1 — s) est
bornée, et alors I(1 — s) I’est aussi. Ainsi par la formule de symétrie 1(s) est également bornée, donc
on doit forcément avoir {(s) = 0. D’ou ¢ a des zéros aux points —2n pour n € N.

Montrons que ¢ ne peut pas avoir d’autres zéros dans .S. Supposons par 1’absurde que { s’annule en

uns € S\ {—2n;n € N}. Alors

I(5)=0=I(1-s)=7"7¢( - I0(3) -

et comme I" ne s’annule pas on doit avoir (1 —s) = 0, orcomme s € _, alors 1 —s € Q,. On obtient
une absurdité car { n’a pas de zéros dans ;.

Finalement les zéros de ¢ dans S sont les {—2n;n € N}.

3.2.3 Dans la bande critique B = {z € C;0 < Re(z) < 1}

L’hypothése de Riemann conjecturée en 1859 par Riemann (voir I’article [S]) affirme que tous les
zéros de la fonction ¢ se trouvent sur la droite D = {s € C : Re(s) = %}. Riemann affirme en fait
qu’on peut obtenir un développement asymptotique de z(x) quand x — +oco dont le premier terme est

) Yodr
Li(x) = -
100 A,mo

avec un reste dépendant de la localisation des zéros de ¢.

Nous allons dans cette sous partie montrer comment obtenir formellement une asymptotique de ¢
dans B plus précise que 1’équivalent de la Proposition [2.3.6]
Avec les notations du lemme de Newman en posant pour t > O et z € Q,

ﬂ0=ﬂ%§ﬁ et H@=/w:ﬁ7mﬁ
0

on a vu dans les parties précédentes que pour z € Q,),

=M_1=L<h(z+1)_

F
(2) z+1 z z+1

’

C&+D>_1
f(z+1)

z
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4 ETUDES ASYMPTOTIQUES

et la fonction définie par z — h(z + 1) se prolonge de fagon holomorphe a Q_, 5.

Faisons I’hypothese que ¢ n’a pas de zéro dans €2, ou % < x, < 1, alors cette formule (et I’holomor-
phie) se prolonge a Q, _; \ {0}.

Par définition, F est définie comme une transformée de Laplace, on a alors un théoréme d’inver-
sion, énoncé et illustré dans [3]], qui permet de trouver 1’original f :

Théoréme 3.2.1 (Formule de Bromwich-Wagner). Soit G la transformée de Laplace définie pour
z € Cpar G(z) = /R g(t)e~#dt et x, € R, on suppose qu’elle vérifie :

(i) G est holomorphe dans le demi-plan Q.
(ii) I |lim |G(z)| =0 pour z € on
z|—>+o0

(iii) Vx > x,, la fonction y € R = G(x + iy) est sommable sur R.
Alors, pour B une droite paralléle a I’axe imaginaire d’abscisse x > x,, l'originale g de la fonction
G est donnée par

g(t) = #/G(z)e”dz.
2w [

Ainsiici, onaque F estholomorphe dans €, _,

. Faisons alors I’hypothése ici que I Ilim |F(z)| =0
Z|—>+o0
ety = F(x +iy) est sommable sur R pour x > x, — 1. Les hypothéses du théoreme précédent sont

vérifiées, on peut alors 1I’appliquer pour la droite iR :
1 "
fO =5 F(iy)e™dy.
2ir Jg

pe') —e
et

En posant x = ¢’, on obtient donc, comme f(t) = , la formule suivante, pour x > O :

@(x) = x + x f(In(x))

=x+2— [ Fliy)e”"dy
2ir Jg
1 x ;
—y — F'(i tyln(x)d )
X S [, T ety

On en déduit un développement asymptotique de ¢ a I’infini par intégrations par parties.

4 FEtudes asymptotiques

Dans cette partie nous étudierons deux méthodes pour trouver des limites d’intégrales de type
"transformée de Laplace" ou d’"intégrales oscillantes", ces deux méthodes sont présentées et démon-
trées dans [1]].

4.1 La méthode de Laplace
4.1.1 Formule de Laplace

Le but de cette méthode est d’étudier le comportement lorsque ¢ tend vers I’infini de 1’intégrale
suivante :

b
F(t) = / e'”™ f(x)dx, ou @ esta valeurs réelles.

Nous allons alors montrer le théoréme suivant.
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4 ETUDES ASYMPTOTIQUES 4.1 La méthode de Laplace

Théoréme 4.1.1. Soit I =]a, b[ un intervalle (borné ou non), ¢ € C*(I,R) et f € C°(I,C).On
suppose :

(i) fab e'*™| f(x)|dx < +co pour tout t > 0.

(ii) @' s’annule en un seul point x, tel que @' (x,) < 0, en d’autres termes @ atteint son maximum
au point d’abscisse Xx,,.

(iii) f(xy) # 0.
Alors

V2r

F(t) ~ —————e"™) f(x )t /2,

T Ve (xo)l

Preuve. Soit x € I. Comme ¢ est de classe C!, on a p(x) = ¢(x,) + fx z @' (t)dt. On fait alors 1’inté-
gration par parties suivante :

ut) =¢'t)  u'(1)=@"(1)dt
V(1) = dt v(it)y=—(x—1)

ce qui nous donne,

P(x) = p(xp) + [ — @' ()(x — 1) ’;0 + / (x =" ()dt.

Puis on fait le changement de variable t = x, + (x — x)u :

1
P(x) = @(xo) + (x = x,)* / (1 = w)@" (xo + (x = xp)w)du = @(xg) + (x = x0)*w(x) ,
0

ol y est continue sur I, C! sur I'\ {x,} et w(x,) = %(p’(xo). Comme ¢"(x,) < 0, il existe §, > 0 tel
que y(x) < Osur J, =]x, — 6, xy + 6,[.

Posons maintenant u : x — (x — x,)4y/—w(x) qui est continue sur J; et C! sur J, \ {x,}. Montrons

que u se prolonge en une fonction de classe C! sur tout J, avec u'(x,) = \/—%(p” (x¢) > 0. En effet,
par définition, pour x # X,

) = p(x) — p(xy)
o (x=xp)?
donc on a pour x # X, :
w0 =L oy = LDy,
0 0

Ainsi

'(x)
W (x) = V= (x) — (x — xp)—ml
Y2/
1 @'(x) —@'(xg)
=V-wx) ; __W(x)( p— 2y(x))

— —%co%xo) ()~ )
x=x 2v/—w(x)

[ 1
= —E(o”(xo)>0.
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4 ETUDES ASYMPTOTIQUES 4.1 La méthode de Laplace

Alors il existe 6 < 6, tel que u/(x) # 0 pour x € J :=]x, — 6, x, + 4[.
Soit § € C>(J) telle que 0 < 0 < letf(x) =1 pour [x — x| < % On peut alors écrire pourt > 0 :

b b
F@) = / '™ £(x)0(x)dx + / e'?™ f(x)(1 — 6(x))dx =: F,(t) + F,(2).

a

« Etude de F |
Comme @ est nulle hors de J et en utilisant que @(x) = @(x,) + (x — x,)*yw(x), on peut réécrire F, :

Vi>0, F, ()= / e PHE=X W) g () £(x)dx.
J

On pose alors le changement de variable suivant :

{s = u(x) = (x — x)V/~ ¥ (),

x = g(s) =u"l(s).

On a alors :
Vi 0, F )= / P h(s)ds ol (s) = f(g(5)0(g(s)g’(5).
u(J)

De plus fof est C* a support compact dans J car 8 ’est et on peut supposer, quitte a diminuer 6,
que h = fofog ’est aussi. D’ou h € C§°(J ). Par ailleurs, comme £ est nulle en dehors de J, on peut

réécrire ’intégrale sur R, puis on fait le changement de variable y = s4/¢, ce qui donne,

Vt >0, F(t) =" / eyzh(l)idy =: Letw(x()) p(y, H)dy.
R t

v T

On a alors :
-2y e RAfixé, p(y,1) — e h(0).
t—>+o0

- |p(y, )| < sup |h|e‘y2 qui est indépendante de ¢ et intégrable sur R.
R

Ainsi par le théoreme de convergence dominée, on a

e 2B (1) — h(0)\/7.
t—>+o00

Or A(0) = f(x0)0(xy)g'(0) = f(x()—=—=—=. D’ou,

Narzen
V27
Fi(t) ~ —————¢"™) f(x)t'/2

t—=>+o00 1
_E(P"(Xo)

« Etude de F,:
On veut comparer la décroissance de e™"*0) F,(¢) a celle de e™"?*0) F|(¢) qui elle est & décroissance
en t~/2. Pour cela, il est nécessaire de faire apparaitre du e”™ pour pouvoir majorer 1’intégrale avec
| f(x)| en utilisant I’hypothese (i) du théoréme. On écrit alors pourt > Oetx € I :

tp(x) = p(x) + (t — Dop(x).
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4 ETUDES ASYMPTOTIQUES 4.1 La méthode de Laplace

Majorons maintenant (f — 1)@(x). Onal <1 -6 < 0et (1 — 6)(x) est nul pour |x — x| < g, de plus
comme @ atteint son maximum au point x,,, on a pour x € Supp(l — 9),

@(x) < min (o(x, — g),qo(xo + g)) =:m et m<@(x,).

On a alors @(x) — @(x,) < m — @(x,) < 0. Donc sur le support de 1 — @, il existe u > 0 tel que
@(xy) — @ = p > 0. Ainsi pour tout 7 > 1 et x € Supp(1 — 0),

top(x) = @(x) + (1 = De(x) < @(x) + (t = D(@(x) — p).

D’ou :

Vi1, |F(t) < 2'?(0) o= (t=Du=e(xo) / e(p(x)lf(X)ldx < e"p(xo)Me_’”,
R

ol M = e Xtk / e?™| f(x)|dx < +oo par I’hypothese (i).

R
Ainsi e7"%0) F(¢) est 2 décroissance exponentielle, donc F, est négligeable devant F, ce qui prouve
le théoreme. [l
4.1.2 Application : formule de Stirling

On veut trouver un équivalent pour 7 tendant vers 1’infini de I'(z + 1) et par conséquent de n! quand
n tend vers +oo carI'(n + 1) = n!.
On rappelle que pour ¢ > 0,

+00
') = / xle™dx ;
0

+00 +o0
re+1)= / x'e™dx = / e'MI=xqx.
0 0

On fait alors le changement de variable x = fy pour faire apparaitre la phase ¢ du théoreme précédent,

doncona:

+o0 +oo
F(I + 1) — / etln(z)+tln(y)—tytdy — tetln(t)/ et(ln(y)—y)dy.
0 0

On pose alors pour y > 0, f(y) =1 et @(y) = In(y) — y. On a alors :
- Pourt > 0, f0+°° e"?W| f(y)|dy < +co car a partir d’un certain rang In(y) < f ety e e L'(R,).

—%my>Q¢ﬁ0=i—l&®¢@)=0memy=1&%ﬂw¢%ﬂ=—%&®
@' (1)=-1<0.
- f(H)=1#0.

Alors les hypotheses du théoreme précédent sont toutes vérifiées d’ou,

%“MHH4)~ Qe 1712,

t—+00

c’est a dire,
1
Ft+1) ~ \2mwe ',
t

—+0o0

On obtient alors la formule de Stirling,

nl ~ \/27m<ﬁ>.
e

n—>+oo
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4.2 La méthode de la phase stationnaire
4.2.1 Formule de la phase stationnaire

Le but de cette méthode est d’étudier le comportement lorsque t tend vers +oo (le cas en —oo étant
analogue) d’intégrales de la forme :

F@t) = / e""@g(x)dx, ou g est a valeurs réelles.
R

Pour simplifier, on supposera :

{weCWRL )
a € C*(R).

On va alors distinguer les cas ou ¢’ s’annule ou pas sur le support de a et étudier les différents
comportements de F pour ces cas. La méthode de la phase stationnaire concerne alors le cas ou ¢’
peut s’annuler.

1) Cas ou ¢’ ne s’annule pas (phase "non stationnaire")

Théoréme 4.2.1. Supposons que pour tout x dans le support de a on ait ¢'(x) # O.
Alors la fonction F est a décroissance rapide a l'infini i.e.

VN € N,3ICy >0Vt =1, |F@)|<Cyt™.

Preuve. Comme ¢’ ne s’annule pas sur le support de a, on peut écrire

. 1 . ’
Vx € Supp(a), ") = —— ()’
x € Supp(a), e oo (e"?)

D’ou on obtient, en faisant une intégration par parties :

F(t) = /eit(P(X)a(x)dx — l/ (e[t(p(x))/ a(X) dx
R it Jp

@' (x)

= llﬂeinp(ml e _ l / eit(p(x)< a(x) >Idx
it ¢'(x) cw R @' (x)

= l/e"""(")al(x)dx ,
I Jr
N [ a I
oula, = 1(—/) € CX(R).
%
Montrons alors par récurrence sur N € N la propriété suivante :
" 1 itp(x [+3} "
(Py) 1 "Vt >0, F(t) = I—N/Re"f’( Jay(x)dx ,ay € CO(R)".

Initialisation : On a déja montré (P,) et (P,).
Hérédité : Supposons que (7)) soit vraie pour un certain rang N et montrons (Py_)

Vt>0, F(t)= tiN / e"?™a (x)dx
R

_ 1 /(eit(p(x))’aN(x)dx
ltN+l R (p,(X)
/
iy
TR ARNTES
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4 ETUDES ASYMPTOTIQUES 4.2 La méthode de la phase stationnaire

ay
!/

On pose alors ay ., = 1(—) pour obtenir (Py, ).
@
[

2) Cas ou ¢’ peut s’annuler (Phase "stationnaire")
On étudiera ici la version la plus simple : le cas ou les points critiques sont non dégénérés i.e. si x est
un point critique alors ¢’(x) = 0 et ¢”'(x) # 0. Ces points sont isolés donc il suffit d’étudier d’abord
le cas ou il existe un seul de ces pointsﬂ On supposera donc dans la suite

Sur le support de a, il existe un unique point x, tel que ¢’(x,) = 0, eton a ¢”(x,) # 0. (H2)

Théoréme 4.2.2. Sous les hypotheses (HI)) et (H2), il existe une suite (Ay) € CN telle que pour tout
N € N et pour tout t > 0 on ait :

N
F(t) =" Y A" 2+ Ry (1) .
n=0

avec, pour tout t > 0,

ieZ
2re'cs

V l@" (x)l

En particulier,

A,
F(t) ~ =200 gja(x,)#0.

t—>+0co t

On énonce plusieurs résultats qui seront utiles dans la preuve de ce théoréme.
Rappels sur les fonctions de Schwartz :
On rappelle la définition de I’espace de Schwartz S(R),

S(R)={f € C*(R) : Vp,g €eN,3C,, > 0,Vx e R, ¥’ f9(x)| < C,,}
={f € C®(R) : Vk € N, f® est a décroissance rapide a ’infini}.

On a alors facilement C°(R) C S(R).
Lemme 4.2.3. Si f € S(R), alors pour tout k € N, f® et x* f sont dans S(R).

Preuve. On utilise la formule de Leibniz. L]

Lemme 4.2.4. Si f € S(R) alors f € S(R).

Preuve. Ona f(t) = / e”™ f(x)dx. Montrons que f est C*.
R A
Soit k € N, on a alors en posant g(f, x) = e f(x) pour tous z, x € R :

- g est k fois dérivable par rapport a ¢, de dérivée partielle d’ordre k :

Vi, x € R, l(%)k gl (t,x) = (—ix)ke—irxf(x)'

1. Dans le cas ou a a plusieurs points critiques, supposés non dégénérés, on se ramene au cas d’un seul tel point en
utilisant une partition de 1’unité.
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k
- Pour tout x € R, l<£> gl @ x)| = |x|¥|f )] < < car f € S(R). La fonction de x obtenue

ot 1+]x|?
est alors indépendante de ¢ et intégrable sur R.
Ainsi par les théorémes de dérivation et de continuité sous I'intégrale, f € C*, cela pour tout k € N
donc f € C* et
VgeN,VieR, fOu) = / e " (—ix)? f(x)dx. 4.1)
R

Montrons par récurrence sur p € N qu’il existe g, . € S(R) telle que

VvVt € R, tpf(q)(t) = /e""x(—ix)qu,q(x)dx. 4.2)
R

La formule (4.2) est vraie pour p = 0 par (4.1I) car par le Lemme 6.4 x?f € S(R). Supposons-la vraie
al’ordre p et faisons une intégration par parties dans le second membre de (4.2), on obtient

7~ 1 i +00 1 .
* p £(q) e P 124 . —itx ./
VieR*, f90) = - [e gp,q(x)] ot p” /Re gp’q(x)dx.
Comme g, € S(R), elle est nulle en +o0. En posant g,,,, , = %g}’)q € S(R), alors

VieR, 1 f@) = / e " (—ix)g, . ,(x)dx
R

ce qui prouve (4.2)) a ’ordre p + 1. On en déduit alors

p@ _
[P0 < /R g, ,(0dx = C,, < +c0.

Ceci montre que f € S(R). [
Preuve du Théoréeme On commence par montrer le théoréme dans le cas le plus simple satisfai-
sant (H2) : x, = 0 et (x) = x? (le cas général en découlera).
Soit alors

f: R\{0} — C

e 1 b€ C(R).
L [ bmdx c®)

On veut écrire une formule de Parseval pour cette intégrale du type :
- 1 A —
/ F(x)g(x)dx = o / F(©)&&)d¢é  pour f et g dans L*(R).

Ainsi cette formule est bien définie pour des fonctions dans L?(R), or x —> e g L*(R).
Pour contourner ce probleme, on pose pour € > Oet A € R,

GE(/D — / e—£x2+iix2@dx.
R
On a alors, en posant f(e, 4, x) = e‘”z“”lxz@ :

-Pour 2 € R\ {0} et x € R fixés, f(e, 4,x) —> 4% b(x).

- f(e, A, x)| = e’ |b(x)| < |b(x)| qui est indépendante de & et intégrable sur R car b € L'(R).
On fixe 4 € R. On a alors par convergence dominée :

lin& G, (1) = G(A).
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On peut alors maintenant appliquer la formule de Parseval a G, avec f(x) = e~ HA ot ¢ = b donc
avec f et g qui sont bien dans L*(R).
On peut vérifier facilement que

2
Vé e R, F(e_e'zm'z)(é:) = vr exp ( - 6—)

On a alors par le théoreme de Parseval :

G.(1) = / ( —) b(&)dé.
2 zr\/e— 4)

_ & YA .
En posant h(e, 4, &) = exp < 2 = M))b(f), ona:
2
-Pour A € R\ {0} et & € R fixés, lin(}h(e, A, &) = exp < - 1§—>b(§)
_ & o
-|h(e, A, )| = exp < - m) |b(<§)| |b(§)| qui est indépendante degethe L'(R)carb € C2(R).

Ainsi par le théoreme de convergence dominée, on a

) ‘);:2 /‘ 52 —

1 - b d —i— )b(&)dE.

iy | exp < e =D (©de = [ exp | —iz= |b(E)de
De plus, en écrivant i = €'z et —i = ¢, ona :

limve—iz={ ¢ VA s14<0
=0 e_'i\/z siA>0.

Donc finalement on obtient en passant a la limite dans G, :

1
24/ 7| A|

G(A) = e’ /exp ( - z§—>b(§)dc§ avec p = signe de A.
R

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale, on peut montrer 1’égalité suivante :

N

(iy) 1
VN eN,VyeR, Z m AN, avee AN S It @3)
Donc on a
G(2) = i3 Z GO nhdx + Ry (4), 4.4)
,[| A & vl g
ol
Ry(1) = —1 e""f/A (= X )bodx 4.5)
M ovma e 4

Comme b € C®(R) alors b € S(R) et par le Lemme hes (R) donc la formule d’inversion de
Fourier est valable et on a

Vx€R, b(x)= é / e ER(EYE.
R
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Ainsi, en posant f(x,&) = e”*¢h(£) ona :
0 s
- Pour & € R fixé, x —> f(x, &) est dérivable de dérivée a—f(x, &) = —ife ¥ h(€).
X

0 =
- a—f(x, 5)‘ = |&€b(&)| qui est indépendante de x et intégrable sur R par le Lemme 4.2.3
X

Ainsi par le théoréme de dérivation sous I’intégrale qu’on applique plusieurs fois, on obtient que
beC>et

— (2n)

5" (0) = % / (—iEy"B(E)de. (4.6)
R

On en déduit alors de (3)), (@.4), @3)) et [@.6) (en utilisant que (—1)" = (—i)*") que :

N

G(A) = n'/%es Z 7172 <zn>(0) + Ry(A) ob p = signe de A.
n=0 4"n!
Avec
Rl = | =" [ 4y(- £ )i
274/ |A] R 42
1 1 |§|2N+2 —
< b(&)de
S a1 Jr (N + DIE[AYN+
1 —_—
< A/_N_3/2/ 2N+2b d )
27(N + 1)!4N+1| | . 14 (&)dé

Cela prouve le théoréme dans le cas ot @(x) = +x2.

Cas général : on pose F(t) = | €"*™a(x)dx.

R
De la méme maniere que dans la méthode de Laplace, on peut écrire en utilisant la formule de Taylor
avec reste intégrale :

P(x) = p(x,) + %(x —x)’w(x) oly € C™ ety(xy) = @(x,).

Posons alors le changement de variable y = x — x, dans I’intégrale définissant F'. On obtient

1
VieR, F(1) ="t / eIIC(y)dy,  ob { 60) =¥+ x,). (4.7)
R C(y) = a(y + xg).

Comme 0(0) = éqo(xo) # 0, I’idée est de faire le changement de variable z = y/+6(y) dans (.7),

a condition que ce changement de variable soit un C!-difféomorphisme.
On affirme alors qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout y dans ] — 8, 6[, on ait :

1. (y) # 0.
2. Lafonction & : y — y4/€0(y), ol € =signe de ¢”(x,), a une dérivée non nulle en tout point.

En effet comme 6(0) # 0, il existe 6, > 0 tel que 8(y) # O pour tout |y| < 6,. De plus si |y| < 6,
h(y) = y\/€0(y) est bien définie, C! et

9/
Vyel-6,6 KO = Voo +y—2P done () = o )] £ 0.
21/200)
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Alorsil existe 6 < 6, tel que A'(y) # O pourtout y €]—6, 6| etalors I’application i :] — 6, 6[— h(] — 6, 6[)
est un C'-difféomorphisme. Notons g sa fonction réciproque.
Soit y € CX(R) tel que

x) =1 si|yl<6/2,
x(» =0 silyl >35/4.

Alors

vVt €R, F(r)=e"‘f’<x°)[ / (e OIC(y)dy + / (1 = x () OC(y)dy| =: F, () + Fy(0).
R R

Or, (1 — y(»)) est nulle pour |y| < g. Donc sur le support de (1 — y(¥))C(»), la dérivée de y*6(y) ne
s’annule pas, on est alors ramené au premier cas (Cas ou ¢’ ne s’annule pas). Donc par le Théoreme

B2.1]
VM € N,3C,, >0,V >0, |F@)| < Cyt™. (4.8)

Dans F|, on fait le changement de variable z = h(y) = y1/€60(y), qui est possible car sur le support de
yonaly| <é6.1lvient

VieR, F@)= / "7 C(g(2))g' (2) x(g(2)dz.
R

La fonction b = (yog)(Cog)g’ appartient a C*(R), on peut alors lui appliquer le résultat trouvé pour
le cas ot @(x) = +x? avec A = 1, d’oul

N
vt > 0, Fl (t) = \/7_[ei6:1£ Z Bnt‘”—l/2 + RN(t)a ol RN(I) — O(t_N_3/2).
=0

De plus en prenant M = N + 3/2 dans (#.8)), on a aussi F,(¢) = O(t~"~3/2). Donc on peut écrire

N
F(t)= ) Bt '+ Ry(t) ob Ry() = 0N,
n=0

Calculons B, : By = y/7e“b(0) = \/7e 7 x(2(0))C(g(0))g'(0). Or g(0) = 0, 7(0) = 1, C(0) = a(x,)

etg'(0)= —— = —Y2_ Doy
g( ) h'(g(0)) Ve (xp)l

\/g eie
V l@”" (x|

NN

Ce qui acheve la preuve.
O]

4.2.2 Application : comportement en temps grand des solutions de I’équation de Klein-Gordon

On va étudier dans cette partie I’équation de Klein-Gordon donnée par
03u—0§u+mu=0,

qui décrit (selon la mécanique quantique) 1’évolution en temps d’une particule relativiste de masse
m > 0.
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On considere le probleme de Cauchy suivant, avec u,, u; € S(R),

u—-0u+mu=0,reR,xeR
ul,_o = u, 4.9)

Posons I’ensemble suivant, posé p147 de [4], qui décrit les fonctions u(z, -) qui sont uniformément
dans S(R), ainsi que d,u(z, -) et d7u(t, -) :

E, = {v€ C*R%LR) | VT > 0,Ya, f € N,3C, , > 0,V7 € {0,1,2}, sup |lx = x“0°0 v(t, )| ;= < C, 5}
te[-T.,T]

On va tout d’abord montre la propriété suivante :

Proposition 4.2.5. Soient uy, u; € S(R). Alors il existe une unique solution u € E, de (4.9).

Pour démontrer cette propriété, nous utiliserons le lemme suivant
Lemme 4.2.6. Soit u € C*(R?,R). Alors u € E, si et seulement si ii € E,.

Démonstration. (=) Supposons que u € E,. Par définition de la transformée de Fourier on a pour
toutr > 0etéEER:

a(t, &) = eyt x)dx.

= ).
— [ e
Var Jr
Ainsi en posant a > 0, on a :
-Pour 7, x,& € R, 0,(e™*u)(t, x) = e”*,u(t, x).
- Etpour ¢ > 0 fixé, comme u € E,, alors u(?,-) € S(R) on a

_ Coo six € [—a,a],
V-xaé € R’ |e_IX§atu(t, X)| S C2,0 .
— s |x| > a,
X
ou Cy, et C, , sont des constantes venant de la majoration dans E,.
Ainsi les fonctions de droite sont intégrables et indépendantes de t € [—T,T] donc par le théoreme
de dérivation sous I’intégrale, on a :

Vi,EER, 0,4(1,&) = L / e u(t, x)dx = o,u(t, &).
2w JR

En appliquant encore le théoréeme de dérivation sous I'intégrale, et en utilisant que J,u(t,-) € S(R)
car u € E,, on obtient

Vi, €R, 9%t &) = L e " 0%u(t, x)dx = a?u(t,g).
2 JR

Or a(t,-), 5;!(1‘, -) et 0?u(t, -) sont dans la classe de Schwartz avec des majorations uniformes en t €
[-T,T] caru € E, et donc cela montre que it € E, carpour e, f € NetZ € {0,1,2},0na

£°000 a4 = &*0lo] u.
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(<) Supposons ici que @i € E,. Par transformée de Fourier inverse, on a la formule suivante pour
toutr >0etxeR:

u(t, x) = 1 e ¢a(t, E)dE.

2 /R
En utilisant la méme méthode que pour I’'implication directe, on trouve aussi grace au théoreme de
o~ ~
dérivation sous I’intégrale que 0,4 = du et 0’4 = 0?u. Or comme @ € E,, alors par définition de

la classe de Schwartz, d,i(t, -) et afﬁ(t, -) sont dans S(R) et alors on a @(r, et ()fu(t, -) dans S(R).
Ainsi comme la transformée de Fourier est une bijection sur S(R), on a bien u(z, -), o,u(t, ) et ()tzu(t, 2)

uniformément dans la classe de Schwartz, donc cela veut exactement dire que u est dans E,.
O

Montrons maintenant la Proposition {.2.5]

Démonstration. Procédons par Analyse-Synthese :

Analyse : Supposons que u € E, est solution du probleme (4.9). Alors, on a vu dans la preuve

précédente qu’on a en particulier d,u = 9, car u € E,. Donc en passant a la transformée de Fourier
dans I’équation (4.9) on obtient :

V(1,8 € R, 07a(t, &) + |E[PA(t, &) + ma(t,&) =0 e 07A(t, &)+ (&7 +mat, &) =0.  (E)

On obtient alors, pour tout £ € R fixé, une équation différentielle d’ordre 2 pour & en la variable 7 dont
les racines de 1’équation caractéristique sont

r,==xio&), ouw() = V& +m.
Ainsi la solution de cette équation différentielle est de la forme
u(t, &) = A(€) cos(tw(é)) + B(&) sin(tw(E)) ou A(E) et B(E) sont des constantes.

Or (0, &) = ,(&) d’ou A(E) = #ly(&) et de plus en dérivant # par rapport a ¢ on obtient

0,i(1, &) = =iy (H)w(&) sin(tw(£)) + B(E)w (&) cos(tw(£)).

Donc, comme 0,i(0, &) = ﬁl(cf) on en déduit que B(¢) = LZ;((;)
Ainsi on a finalement , pour tous t € R, € R :
o 0,
u(t, &) = y(&) cos(tw(§)) + @) sin(fw(£)).

Appliquons maintenant la formule d’inversion de Fourier afin de trouver u,

Y(t, x) € R?, u(t,x):L e, )dé
27 JR

d’ou I’unicité de la solution u.

2. Au passage, on a montré que pour u € E,, on a u solution de (4.9) si et seulement si @ satisfait (E) avec a(0, -) = il
et 0,40, ) = i
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Synthese : On pose pour toust € Reté € R :

(%)
($)
Montrons d’abord que & € E, ; donc par le Lemme on aura que u € E,. Alors, comme i est

par construction solution de (E)) avec (0, -) = 4, et 9,4(0, -) = #,, on aura en "remontant les calculs"
de I’étape "Analyse" que u est solution de (4.9).

a(t, &) = y(&) cos(tw($)) + sin(tw($)).

Montrons maintenant que # € E,. En utilisant la formule de Leibniz, on a pour tous #,{ € R et
a,feN:

aAPn « p —ap « —ap sin(fw(£))
cofie.=¢'3, (a> [(ag’ (&) ) 02 (costrea(&)) + (90,2 ) o <W)l (4.10)
Comme @, et &, sont dans S(R), alors & — gaag hg&) et & 5“0? ~"1,(&) sont bornées. Ainsi il reste
sin(fw($))
(&)

Or 6g(cos(tco(§))) est une somme de produits de puissance de ¢, de dérivées k-iemes de w et de
cosinus ou sinus. On peut alors majorer les cosinus et les sinus par 1, et les |f| car dans E,, ¢ est dans
un compact [—-T,T]ou T > 0. Il reste alors a borner les dérivées de w.

Montrons par récurrence sur k € N* que pour tout & € R, o™ (&) s’écrit, a constantes multiplicatives
pres, comme une somme de termes de la forme

;’:j
(m+ &)/~

Tout d’abord, pour k = 1, on a bien

a montrer que & — 6g(cos(ta)(f§))) eté - 65 < ) sont également bornées.

ouj,leN,jl<ketj<l

W)=
m+ &2

oul <1.

Supposons que la propriété de récurrence est vraie pour un certain rang k > 1, et montrons-la pour le
rang k + 1,ona:

jé:j_l 1 §j+1
0**V(E) = 0,0 (&) = ——=— -2 <l - 5) —
(w+&)' (m + 2D
ou, comme par hypothese de récurrence, j,/ < k et j </, on a bien
j—LLj+1,1+1<k+1 et j—1<I,j+1<I+1.

Ainsi la récurrence est terminée.

On a alors d’abord

e |
e

De plus pour k > 1, les termes de w® trouvés par récurrence sont des fonctions continues de & donc
elles sont bornées sur tout compact. Regardons leur comportement en +co. Soit j,/ € N inférieurs ou
égaux a k et tels que j </, alors on a

|0 (&) =

& o gi20+1
(m+£2)73 7=
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Orj—2/+1<-l+1 <0donc la fonction de droite tend vers 0 en +o0.
Donc finalement, pour tout k € N*, @® est bornée.

On peut faire le méme type de raisonnement pour le terme en sinus de (4.10) et montrer que

E 9’ <M> est bornée.
: (&)

Ainsi on a bien que @ € E, et donc par le Lemme uekE,.
0

Déterminons alors le comportement de u(?, x) lorsque x € R est fixé et ¢ tend vers +oo grace a la
méthode de la phase stationnaire.

Appliquons maintenant la formule d’inversion de Fourier afin de trouver u. Soit#, x € R,

u(t,x) = e™fa(r, £)dé

=
1

= / ixg [uo(f) cos(tw(&)) + ()

(&)
-1 l / ixE (5) (" 4 ¢ dg + / e""‘fwl_ (" — gm0 g
R

Sin(tw(f))l dé

(&) 2i

= 1 l/ ﬁo(é)eixéeitw(é)dg + / ﬁo(g)eixée—itw(é)dgl

l/ 1(5) 1x§ ttw(é)dé / 1(5) ,x.ge—ttw(g)dgl_
21 27r a)(f) @(S)

Etudions et trouvons une asymptotique de ces quatre intégrales en appliquant pour chacune d’elle
la méthode de la phase stationnaire.

Op pourra Supposer que i, et &; sont C quitte a multiplier par une fonction 6 € C* égale a 1 sur
un voisinage de 0.

Premiére intégrale :
Posons, en reprenant les notations de la sous-section |4.2] posons

P&) = (@) et a(§) = dy(&)e™.

On a alors

’ — S " — 1 2 _ 52
A N et @ (&) 52_'_m<\/¢f +m W)

Ainsi on remarque que O est un point critique non dégénéré de ¢, en effet

1
'©)=02E=0 et ¢"(0)=——>0.
@ (& ¢ et @ \/n_1

Par le théoreme [4.2.2} il existe une suite (4,) € CN telle que pour tout N € N et pour tout ¢ > 0, on
ait

/ ig(£)e e DdE = etV ZA 2 0N ) (4.11)

n=0
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avec
Ay = V2ze'sm'*0,(0).

Deuxiéme intégrale :
Posons maintenant

P&) =—w(&) et al) = ay&)e™.

Alors 0 est un point critique non dégénéré de ¢ avec ¢’ (0) = —ﬁ < 0. Par le théoreme4.2.2} 1l existe
une suite (B,) € CN telle que pour tout N € N et pour tout ¢ > 0, on ait
N
/ ly(&)e* e OdE = eV Y B2 4 OV (4.12)
R n=0

avec
B, = V2xe s m"*i1,(0).

Troisiéme intégrale :

Posons ici 2
7] A
P& =) et a®)=——e.
()
On a encore que 0 est un point critique non dégénéré de ¢ avec ¢’'(0) = ﬁ > 0. Par le théoreme
il existe une suite (C,) € CN telle que pour tout N € N et pour tout ¢ > 0, on ait
(&) <
/ 1 eixfeitw(f)dé — eil\/;l Z Cnt—n—l/Z + O(t—N—3/2) (413)
n ©(&) ~

avec
C, = V2rme'sm™*1,(0).

Quatriéme intégrale :
On pose enfin

1,(8)
Q&) = ~w(©) et a()=-——"e
(&)
On a toujours que 0 est un point critique non dégénéré de ¢ avec ¢”(0) = ——L < 0. Ainsi par le

NG
théoreme 4.2.2} il existe une suite (D,) € CN telle que pour tout N € N et pour tout ¢ > 0, on ait

A N
/_ul(é)eixfe—itw(f)dé — e—it\/z Z Dnt—n—l/Z + O(I—N—3/2) (414)
n 0@ ya
avec
Dy = —V2re Tm™*7,(0).

Finalement en rassemblant les quatre intégrales on trouve

N
u(t, x) = 2 Kt 12+0¢N3?) ouK, = !

[eitﬁAn + e_i’\/EBn - ie”‘/ECn - ie‘”ﬁDn] )
n=0 2 V 2

Prenons #,(0) et &,(0) non tous deux nuls, montrons alors que K|, est non nul, on a

K, = ((ay + by)iiy(0) + (¢, + d )i, (0)) cos(t\/;) + i((ay — by)iy(0) + (cy — d,y)it;(0)) sin(t\/;)
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ol on pose

1/4 iz 1/4 1/4

- T - T - T
ay = V2xe'im'/*, by = \2me im't, ¢, = V2rme'im™VA, dy = —\2meim™V4,

On peut alors réécrire, en fixant r > 0,

K, =2z [ml/“ﬁo(O)(cos(t\/E) — sin(zy/m)) + im™"/*01, (cos(1y/m) + sin(t\/E))] .

Ainsi on a I’équivalence :
K,=0o <120(O) = 00u,(0) = 0et tan(ry/m) = 0) .

Alors, s14,(0) = 0oui,(0) =0, ’ensemble T' = {f > 0, tan(¢ \/E) = 0} est un ensemble dénombrable
donc on pourra, pour €crire un équivalent en +oo, prendre une suite (7,),ey qui tend vers +oo et telle
que pourtoutn € N, ¢z, € T.

Pour conclure, en considérant #(0) et #,(0) non tous les deux nuls, on a I’équivalent suivant, en
considérant une suite (%), comme ci-dessus

c’est-a-dire

40 cos (1,3/m + £ ) + m™ 40, O) sin (1,4/m + %)
u(tn?x) ~ .
t,—+o00 \/ﬁ
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