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1 Introduction

On appelle série lacunaire une série de fonction

f(l) — Z eneil,,t

n>1
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ol (&,),>1 est une suite de complexes telle que Y,,~ [&,| < +oo, et (1),> est une suite
de réels telle que dist(A,, {A,, p # n} — +oo lorsque n — +-oo. La fonction f définie par
cette série est continue. Ce TER est dédié a I’étude de la dérivabilité de telles fonctions.

En particulier, nous étudierons la fonction de Weierstrass :

W(t)=) B'cos(A")  (0<B<1,A>1),

n>1

et la fonction de Riemann :

sin(zn?

Ry = 5,

qui sont toutes deux des séries lacunaires, et constituent historiquement les pre-
miers exemples de fonctions continues mais nulle part (ou presque nulle part) déri-

vables.

Nous verrons dans un cadre plus général la fonction de Weierstrass % n’est nulle
part dérivable a condition que AB > 1. Nous completerons 1’étude de la fonction de
Weierstrass par le calcul de son exposant de Holder, pour lequel seront introduits des



résultats sur les ondelettes.

L’étude de la fonction R de Riemann est beaucoup plus délicate. En effet, nous
verrons que R est dérivable en les rationnels £ ol p et g sont impairs, mais n’est dé-
rivable nulle part ailleurs. Pour 1’étude de la dérivabilité fonction de Riemann en les
rationnels, nous suivrons une méthode élémentaire, qui exploite notamment 1’équation
fonctionnelle :

ol 0 est la fonction de Jacobi définie par 0(z) =Y ,c7 emin’z qui apparait dans la dérivée
du prolongement de la fonction R au demi-plan complexe supérieur. Cette équation
fonctionnelle et la 2-périodicité nous permettent de traiter le cas de tous les rationnels
g ou p et g sont impairs passant d’un rationnel a 1’ autre.

C’est pour I’étude des points ou la fonction de Riemann n’est pas dérivable que nous
utiliserons des ondelettes. Plus précisément nous utiliserons 1’ondelette de Lusin :

1
y(x) = Tt i)

Les résultats que nous établirons permettront de calculer ou de majorer I’exposant de
Holder de la fonction de Riemann par des estimations de sa transformée en ondelettes :

x—>b
a

WR(a,b)_cll/RR(x)w< )dx, a>0,beR.

Pour cela nous nous estimerons d’abord Wg(a,b) lorsque b = £ est un rationnel
avec p et g de parités différentes et a — 0. Puis lorsque xg est un irrationnel, nous pren-
drons une suite de rationnels b,, = % avec p, et g, de parités différentes qui converge

"rapidement” vers xo et nous estimerons Wg(a,,b,) ol (a,) est une certaine suite de
réels positifs qui tend vers 0.

2 Fonctions définies par des séries lacunaires

Cette partie présente d’abord un critere pour la dérivabilité des séries lacunaires,
puis présente quelques propriétés de ces fonctions.

Définition 2.1 On dit qu’une suite (A,), de réels tous distincts est lacunaire si W, :=
dist(Ap,{Ap,p # n}) = +oo.

Théoréme 2.2 Soit (&,), une série de complexes tels que Y.,~ |&,| < +oo et soit (A,),
une suite lacunaire de réels. On note f(t) =Y~ gt Si f est dérivable en un point
alors &, = o(u, V).

Preuve : On suppose dans un premier temps que f est dérivable en 0 et que f(0) =

£(0)=0.



Soit ¢ € .7 tel que ¢(0) =1 ¢(x) =0 i |x| > 1. On note @,(x) = W, ®(U,x). On
/f(f)‘Pn(f ity = / Y ep@ult)e MM =Y &y Pu(ha—4y)
R R p>1 p>1
car Yp>1 Jr €] [@a(0)]dt = Lpo1 €] Jr [@(1)]dr < +-oo.

De plus : §u(x) = fg ta@(Hat)e™ " dt = [ @(t)e ™/ Hrdt = ¢(x/y)

Ainsi : P
[romoe =L oo (2 -

p>1 n

car : [A, — Ap| > Uy sip #n.

Ainsi : |&| < Jg [f()]-[@a(0)]dr = [g | (2/1a)] - |@(2)]dr.

De plus, il existe C > 0 tel que pour tout 7 : | f(¢)| < C|¢|. En effet, il existe § > O tel
que: [t| <6 = |f(t)| < [t| et comme |f] est bornée par S := Y, > |€,/, on a aussi :

t|>6 = |f(¢ SSM.OnprendalorsC:max 1,5/9).
0

o (t/12)] - |9(0)] = 0(1/11,) = 0 lorsque n — eo car £(0) =

De plus, pour tout n > 0 et pour tout r € R : |, f(¢/1)| - @) < Clt| - |o(2)| €
ZL(R)carp € .

Par théoréme de convergence dominée :

eatal [ 1/ )| [0(0) it =0

lorsque n — oo.

Traitons maintenant le cas général. Supposons que f est dérivable en un réel a. On
pose g(1) = f(t+a) — a1’ — Be?2 On cherche o, B € C de sorte que g(0) = g'(0) =

o+ = fla)
iAo +idaB = f'(a)

0. Cela nous donne le systeme d’équations : {

qui admet une solution puisque A; # A.
Maintenant g s’écrit : g(t) = ¥,,>; & ettt

Et par la premiére partie de la démonstration on a &, = o(y, ). Comme on a
|&,| = |€,] sin>3,0onaaussig, =o(u, ). O



. . 2"t L. . A
Remarque 2.3 Ceci entraine que Y1 G n'est dérivable en aucun point. De méme,

n
Aoy = 2" et Ay = —2", on obtient que },,~, Cosz(f )

1
en prenant €, = 557, 2041 =
n’est dérivable en aucun point.

2n+1 ’

Corollaire 2.4 Supposons que pour tout n > 0, A, > 0 et qu’il existe ¢ > 1 tel que pour
tout n >0, ”“ > c et que la fonction f définie ci-dessus est dérivable en un point alors

& =o(1 //ln_l).

Preuve :0n a p, =dist(An,{Ap,p #n}) = Ay — Ay—1 > (¢ — 1)1 > 0 Ainsi

W, ln - Comme par le théoreme &, = o(1/1,) on a aussi &, = o(4, ') O

Définition 2.5 Soit f: I — R oit I C R est un intervalle. On dit que f € A, si f est
continue et s’il existe M > 0 tel que pour tout x,h € R,

[f(xh)+ f(x—h) =2f(x)| < M|h|.

On dit que f € A, si f est continue et s’il existe o: R — Ry telle que oc(h) — 0
lorsque h — 0 et pour tout x,h € R :

|f(x+h)+ f(x—h) =2f(x)| < oe(h) - |l
Théoréme 2.6 Soith > 1 et f(x) =Y,>1 b "cos(b"x) alors f € A..
Preuve : Soit 1/b > h > 0 et N le plus grand entier tel que »¥h < 1 de sorte que

WNHp>1.0na:

fx+h)+ flx—h)—2f(x) ==Y 4b~"cos(b"x)sin®(b"h/2) = i— i =R+T.

n>1 1 N+1

Maintenant

IR| < hQib" =n*0(b") = h*0(1/h) = O(h)
1

IT| < i b"=0(b"N)=0(h)

N+1
D’olt R+ T = O(h). Comme de plus f est continue, f € A,. O

Théoreme 2.7 Soith > 1, €, — 0 et

Z &b ""cos(b"x)

n>1

alors g € A..



Preuve : Soit 1/b > h > 0 et N le plus grand entier tel que »¥h < 1 de sorte que
PW*'h>1.0na:

gx+h)+g(x—h)—2g(x) =— Y 4g,b " cos(b"x)sin’ (b"h/2) = Z Z R+T.
n>1 N+1

Maintenant

N
R <n*Y eb"
1
Or YV €,b" = o(b") = o(1/h). En effet, soit & > 0, il existe ny > 1 tel que :

n>ny = |&| <o
alors

n()l

Z &,b"

+1 _

A
+aZb” C+a——— <2ab"

VNZnOa h—1

N
Y &b <
T

pour N assez grand.

Ainsi
IR| < W2o(b") = h*o(1/h) = o(h)
D’autre part :
7| < (Sup lea) Y 67" = o(1)O(b™™) = 0(1)O(h) = o(h)
n>N N+1
Comme de plus g est continue, g € A,. O

Théoreme 2.8 Si I # 0 et f : I — R appartient a A, alors I’ensemble des points ou f
est dérivable est de méme cardinal que R.

Preuve : Soit a,b € R tels que a < b. Soit a < y < b. Soit [(x) = px + ¢ de sorte que
l(a)=f(a)etl(y)=f(y)alorsg= f—IvautOenaety.

La fonction g est continue donc g atteint un extremum sur |a,y[ en un point m = m(y).
Quitte a remplacer g par —g on peut supposer que ¢’est un minimum.

Alors on a, pour 7 >0 :

sln 1)l
et
g(m*h})l*g(m) >0
Ainsi :
(m+h)—g(m) _ g(m+h)—g(m) g(m—h)—g(m)
0= h = h + h



_ g(m+h)+g(m—h)—2g(m)

h
de méme : w — 0 ainsi g est dérivable en m et g'(m) =0 et donc f = g+1
est aussi dérivable en m et f'(m) =1'(m) = p = w

—0

Siy— W n’est pas constante sur ]a, b, alors comme c¢’est une fonction conti-
nue, par le théoréme des valeurs intermédiaires, son image contient un intervalle ouvert
non vide et est donc de méme cardinal que R.

De plus, si f(y;:g:(“) # f@:f(“) pour y,z €a,b|, alors a fortiori m(y) # m(z) car la

—a
dérivée de f en ces points prend deux valeurs distinctes.

Ainsi siy — %ﬁw) n’est pas constante alors I’ensemble des points ol f est déri-

vable est de méme cardinal que R.

: f)=f(a)
Si y= ))/T
reste vrai. (]

est constante sur ]a,b| , alors f est une fonction affine et le résultat

Remarque 2.9 Notons g(x) = Y, cpcos(b"x) oit b > 0 et (cy)n>1 est une suite de
réels tels que Y~ |cn| < +oo.

Alors si ¢, = o(b™"), I'ensemble des points oii g est dérivable est de méme cardinal
que R. Sinon, g n’est nulle part dérivable.

3 Fonction de Weierstrass

Pour0 < B<1etA > 1, notons :

W (t) = fB" cos(A"r)
n=0

La convergence normale de la série définissant 7 entraine :
Proposition 3.1 La fonction W est bien définie, continue et bornée sur R.

Le théoreme 2.2 nous donne immédiatement la proposition suivante :
Proposition 3.2 Si AB > 1 alors W n’est nulle part dérivable.

Réciproquement, comme il en a déja été discuté dans la remarque 2.9 :

Proposition 3.3 Si AB < 1 alors I’ensemble des points oi W est dérivable est de méme
cardinal que R.

Preuve : Si AB < 1 alors B" = 0(A™") donc par le théoreme 2.7, # € A,. Par le
théoreme 2.8, ceci implique que 1’ensemble des points out # est dérivable est de méme
cardinal que R. (|



3.1 Fonctions holderiennes et ondelettes

Définition 3.4 Soir oc > 0 et f : R — C continue.

1) On dit que f est holderienne d’ordre o s’il existe une constante C > Q telle que :

Vo, y R, [f(x) = f()| < Clx—y*

On note alors f € C*(R).

2) On dit que f est holderienne d’ordre o en x si :

f(x) = f(xo0) = O(]x —x0|%)

lorsque x — xq. On note alors f € C*(xo).

On note a(f,xo) la borne supérieure des o0 > 0 tels que f € C*(xp). Cette borne
s’appelle ’exposant de Holder de f en xy.

Remarque 3.5 — Si f est dérivable en xy € R, alors o(f,x0) > 1. Déterminer
un exposant de Holder peut donc permettre de conclure sur la non-dérivabilité
d’une fonction.

— 1l peut arriver que 0t = oo,
La théorie qui va suivre permet de déterminer des exposants de Holder.
Définition 3.6 Soit v: R — C une fonction continue qui vérifie pour tout x € R,

lw(x)| < C(1+[x*)~" et [ y(x)dx = 0. On appelle v une ondelette.

Définition 3.7 On définit la transformée en ondelettes d’une fonction f : R — C conti-
nue et bornée par :

Va>0, beR, Wf(a,b)_cll/Rf(x)l//(xab>dx.

Lemme 3.8 Soit 0 < o < 1. Si f est une fonction continue, bornée et Q-hélderienne
en xg € R, alors il existe C > 0 tel que si a < 1 et |b—xp| < 1 alors

W (a,b)| < Cla®+]b—x0|%).



Preuve du lemme 3.8 : Comme on a [ y(x)dx = 0, on peut écrire :

Wiat) = [[1709 - 707 (57 )

a

Ilexiste C >0telque: Vx € R, |f(x)— f(x0)| < Clx—xo|%.

En effet, comme f € C%(xp) il existe § > 0 et B > 0 tels que :
x—x0l <6 = |f(x) = f(x0)| < Blx—xo|.

Alors on a aussi, puisque f est bornée :

ool 28 = 1)~ S )] < 2l Xl
On peut donc prendre C := max(B, 2| f||«0~%).
D’ou:
Wbl < 5 [ 1760 sl (257 |ax
Sg/RPC—xo\a W(x;b> dx.

Par changement de variable u = % :

W(a.b)| <€ [ Jau-+b—xol® |y ()] du
R

<Ca [ Jul |y ()| du-+Clo—xol [ |y (w]du

Maintenant,
D
du < du < +oo,
[ wldu< [ odu<+
et D| |oc
u
[l yldu< [ PO du <+
car0<a<l.
Si on note
¢ =c( [ uewtians [ wiia).
R R
ona:

|W(a,b)| < C'(a*+ |b—x0|%). O



Définition 3.9 Soir f une fonction continue et bornée, on définit pour tout a > 0 et
xeR,

(Aaf)(x) = i/RW(a,b)l//(xab) db.

Lemme 3.10 Supposons que |y(x)| + |y (x)| < Ci(1+x|*)"L Soit 0 < o/ < & < 1.
Siona

bh—xo\*
W (a,b)| < Cra® (1 +"°>
a

)
)

alors
X — X0

|(Aaf)(x)| < Ca® <1+

et (A.f) est dérivable et :

X — X0

a

[(Aaf) (x)] < Ca®! (1 +

Preuve :

db
a

[(Aaf)(x)] < /R|W(a7b)| ‘W(x—b)

a

1 + ‘ hfxo

a

a/
db
SC]Czaa/‘izi
Bl o

du  par changement de variable b —x = au,

o 1
d
/Rl—i-uz "

1
/7du::L<+<>O,
R 1+u?

1+|u—|—m‘a,
< CC a/—a
=T R 1+ u?

1+ [u|®
/ + |ul dut
R

< [0
_C]Cza 1—|—u2

X — X0
a

Or:

etcomme o’ < 1:

1+ [u|®
/ +|u| du =: K < +oo.
R 1+u?

Ainsi :



X —X0

[(Aaf)(x)] < C1Cra® |K+L

|

(K+L)+(K+L)|~—2 a]

< C1Cra®
a

1

11 suffit alors de poser C = CC,(K + L) pour obtenir la premiére inégalité.

X —X0

<CiG(K+L)a* |1+

a

Maintenant, on a :

(Baf) ) = =5 [ Wia bW (x_b) b,

a

En effet, y est de classe C et pour toutx € R:

bxg |
sy (o {2
a, )| 74 db < CiCha 3 du < +oo
R a g

d’apres les calculs qui précedent.
On peut donc dériver sous I’intégrale dans 1’expression :

(Aaf)(x>—i/RW(mb)w(xab)db

Ainsi
1 x—>b
/ /
0y 0= 5| [ wianw (2 ) ay
1 —b\|db
<o [ waow (30)] %
a Jr a a
x—x0|%
<CiC(K+L)a* |1+ 0 1
a
d’apres les calculs qui précedent. Ce qui démontre la seconde inégalité. (]

Dans cette partie, on prend pour y une ondelette vérifiant les conditions suivantes :
(@ P€)=0 sié<Aa™l,

10



(b) ¥(§)=0 sig =>4,
© ¥()=1.

On peut supposer que Jr € C*.

Remarque 3.11 La fonction  est a support compact et en particulier [y appartient a
la classe de Schwartz (R, C), et par conséquent y € (R, C).

Pour cette ondelette, on a la formule de reconstruction donnée par la proposition
suivante :

Proposition 3.12 Pour tout x € R, ona :

9= [ (faveow (5) 9) %

On ne fera pas la preuve de ce résultat qui peut étre trouvée dans [Jaf] (Appendice
B, Th. B.2.1). On en déduit cependant les deux théorémes suivants qui seront également
utilisés dans la partie 4. sur la fonction de Riemann (ol la formule de reconstruction
sera démontrée dans le cas de 1’ondelette utilisée).

Théoréme 3.13 Soir0 < o’ < @ < 1 et xg € R. Si fest une fonction bornée et s’il existe
ap, by > 0 tels que :

b—xo|\*
0<a<ap,|b—xo| < by = |Wy(a,b)| < Ca® (1+|ax"|>

alors f € C*(xp).

Preuve du Théoreme 3.13 :
Par la formule de reconstruction de la proposition 3.12, on peut écrire :

£~ o) = [ [8a)0) — (B (x0)] 5

a>0 a

Pour a > |x — xo|, on a par le lemme 3.10 :

X — X0

(Buf) ()] < Ca®! <1 .

(x/
) <2Ca*!.

|(Aaf)(x) = (Aaf) (x0)] < 2Ca®"|x —x0,

Par le théoreme des accroissements finis :

ainsi :

11



s 1da

[ (0D = Qa2 < 2l |

>\x X()‘ a
1 e
< 2C|x — xo| [aal]
e P
2C

= |x xo|.Jx —xo|*” !
o —

:Dh—m\,

ol on note D = 25,

; oa—1
Sia< |x—xo,

[(8af)(x) = (Aaf) (x0)] < [(Aaf) ()] +[(Aaf) (x0)]

)

X —X0

<2Ca” <1 +

a

<4Ca® % |x— xo|%
D’ou :

/<|x—x0\[(Aaf)( x) — (A af)(xo)]d ’<4C/<X N g% - xo‘arda

§4c/ |x —x0|* 'da
<|x—x|

< 8Clx —xo|*
Ainsi, en posant E = max(D,8C), on a pour tout x € R,

[f(x) = f(xo)| < Elx—xo|* O

Théoréme 3.14 Supposons que f est une fonction bornée et 3-hilderienne sur R (0 <
B < 1). Alors pour tout xo € R, I’exposant de Holder o(f,xo) est donné par

log|W (a,b)]
— I - Al
a(f,%0) = a\l‘{)nb—mo log(a+1b—xo|)

12



Preuve du théoreme 3.14 :
Soit 0 < o < 1 tel que f € C%(xp), par le lemme 3.8, il existe C > 0 tel que :

W(a,b)| < C(a”+|b—x|%)
Par concavité de la fonction x — x%, on a pour x,y >0 :
l o x+y\“
_ < |2
5 (% +y )_( :

Ainsi :
W (a,b)| < 2'“Cla+ |b—xo)

Notons D = 21-%C, alors :

log|W (a,b)| < log(D) + arlog(a -+ |b— xo|)

Poura < L et|b—xo| < %, ona:

log(a+1[b—xp|) <0

donc : Loz IW(a.b los(D
oeWah)] _  logD)
log(a+|b—xo|) ~ log(a+ |b—xo|)
ainsi : | b
limint o8 W @bl
aN\Ob—xg log(a+ |b—xo|)
Ceci est vrai pour tout 0 < @ < a(f,xg) donc :
log|W(a,b
limint —EW@PL o o )

a\0,b—x( log(a + |b —)C()l)

Supposons par I’absurde que cette inégalité n’est pas une égalité, alors il existe un
o tel que :

log|W(a,b
“Uﬂ®<a<lmmf4$ilﬁlL
aN0,b—xy log(a+ b — xo|)

()

Il existe 0 < ag, by < % de sorte que :

13



— o<

0<a<ap log|W(a,b)|
|b—xo| < bo log(a+|b—xo|)

= alog(a+|b—xo|) > log|W(a,b)]
= (a+|b—x0|)* > |W(a,b)|

Comme f € CA(R),ona: B < a(f,x) < a.
D’apres le lemme 3.8, il existe E > 1 tel que : |W (a,b)| < E(a+ |b—xo|)P
Ainsi,si0O<t<1,ona:

W (a,b)| = [W(a,b)|'|W(a,b)|" "
< E(a+|b—xo|)/%a'"P

ta
_ g1 (1 . |b—xo|>
a

ouy(t) :==ta+(1—1)B >ra.
Ainsi par le théoreme 3.13, f est y(¢)-holderienne en xg. Ceci est vrai pour tout
0 <t < 1donc a> a(f,xp), ce qui contredit (). O

3.2 Application : détermination de I’exposant de Holder

On garde toujours la méme ondelette y qui vérifie :
@ P(E)=0 sig<A,

(b) W(E)=0 si&>a,

©) ¥(1)=

log(B)

Proposition 3.15 La fonction # a pour exposant de Holder — Tog(A)

R.

en tout point de
Preuve :
/7/ ( >dx
1 n x—>b
Bn iA"x —iA"x = d
20/(2 +e ))w(a)x
2/ (Z Bn iA"b zA”a}+ —iA" b lA"a))) l//(y)dy
Z B'e iA"b / ) tA”uvd 4 Z B'e —iA" b/ W(y)efiA”uydy

14



L’inversion série-intégrale de la quatrieme ligne est permise car la série converge
normalement puisque ¥ € .7 (R,C) c £ (R,C).
Maintenant on a :

13 AN 1 Anp
Wy (a,b) = 3 Z By (—A"a) + 3 Z B'e A"byi(A"a)
n=0 n=0

1 = 1 & A=
_ E ZBnezA blIA/(Ana)_i_E ZBneftA hl;l\l(—Ana)
n=0 n=0

15
=3 Z B0 (Aa) car { est & support dans R,
n=0

Pour la deuxieme égalité, on a utilisé le fait que :

VxeR, V(x)=0(—x).

Comme le support de  est contenu dans [A~!,A],on a :

P(A"a) 0 — A7 <A"a< A
= —log(A) < nlog(A) +1log(a) < log(A)

. log(a) " _ log(a)
log(A)< <1 log(A)
_ | _log(a)
:ﬁmwz%wJ

Ainsi :
1. _ log(a)
Wy (a,0)] < SB[ W]l - B Fos®
Autrement dit :

1 _log(B)
Wy (@,)| < 3Bl o4

Par le théoréme 3.13, ceci implique que # est holderienne d’ordre o = — ﬁzg g; en
tout point de R.
On note maintenant a, = A~". Alors
1 Anb 1 77’%;‘;; -Anb
Wy (an,b) = EB"e’ = 5an Y ¢t
Par le théoréeme 3.14, on a
log|W, b log|Wy (ay,b log(B
G ) — timing LW @B loglWy (an )| __log(B)
a—0b—xp log(a+|b—xg|) ~ n=+e  log(ay) log(A)
Ainsi : log(B)
og(B
Vxp €R, (¥ ,xp)=— O
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Remarque 3.16 C’est une autre fagon de voir que si AB > 1, W n’est nulle part dé-
rivable. En revanche, cela ne nous rien pour le cas AB = 1. On a vu que dans ce cas
aussi W n’est nulle part dérivable, mais que W appartient a la classe de Zygmund A.
qui contient toutes les classes C*(R) pour oo < 1 (voir [Zyg], Th. 3.4 pour la preuve
de ce dernier point).

4 Fonction de Riemann

4.1 Définition et premieres propriétés

On note

Z sm I’l 7U

n>1

la fonction de Riemann.
Proposition 4.1 La fonction R est bien définie, continue et bornée sur R.

Preuve : La série de fonctions définissant R est une série normalement convergente
de fonctions continue, donc R est continue. O

Proposition 4.2 La fonction R est 1/2-holderienne.

Preuve : On note

sin(7n’x)
Rj(x) = B
2/ <n<2it! n
de sorte que R(x) = X7 R;(x).
On a 1
IRjlle< ), 55=277
2/ <n<2/+1

et _
IRille< ), m=n2.

2i<n<2i+l

Maintenant, soient x,/ € R et soit N un entier naturel tel que |h| <47 < 4/h| :

[R(x+h) = R(x)| < ZIh\ IRl +2 Z 1R |e-
J=N+1

< 27r.|h|2N+2.2 N
<27|h|'/? +4|n|'/? = C|n|'/?,

16



ce qui termine la preuve. (]

4.2 La fonction F

On note maintenant

de sorte que R(¢) = Im(F (1)).

Proposition 4.3 Pour tout t € R,

F(l1+1)= %F(4t)—F(t).

Preuve : Soitt € R,

P m(i+1)

n n

%

in®mt

NI

n>1

Comme 7 et n*> ont méme parité pour tout n € N, on a:

GAin*mt el2n+1)?m

a2 = 2 1)
)~ (F(@) ~ ()

)—F(r). O

I
v

A
I~
~

N — K=
!
—~
I~
~

On note maintenant H C C le demi-plan supérieur H = {z € C : Im(z) > 0} et on

— in? z
prolonge F a H par: F(2) = Y¥,> &

n



Proposition 4.4 La fonction F est bornée sur H.

Preuve :

Proposition 4.5 La fonction F est holomorphe sur H et

VeeH, F'(z)=in) Finas

n>1
De plus, F est continue sur H.

Preuve : La série de fonction définissant F' est normalement convergente sur H.

. L. in2
Remarque 4.6 Siz € H, la série Y > e" ™ converge, en effet :

< Z |einz7172| _ Z eRe(inzi'Ez) _ Z e—nzﬂ:.lm(z)

n>1 n>1 n>1

2
Zem b 74

n>1

et le membre de droite converge car Im(z) > 0.
Définition 4.7 On définit la fonction 0 de Jacobi par :

VzE€H, 6(2) = Z einznz.

nez

Remarque 4.8 Ona: VzeH, F'(z)=%(6(z)—1).

18



Théoreme 4.9 Pour tout z € H,

in
es -1

0(z) = %9(7)

1 L L .
ol on note \/z = e2Los(@) o Log est la détermination principale du logarithme sur
H.

Preuve du théoreme 4.9 :
Va € R, / e al gy — |
R

Or I’application z+— [ e 142 g est holomorphe. En effet, soit C >0, si |z| <C
ona:

ViR, |e T+ | = gmmRA(42)

or:

Re((z+1)%) = Re(z* 42tz +1%)
= Re(z%) +2tRe(z) +1*
> — |22 = 2)t].|z| 412
> —C* - 2CJt| +7*

=-2C%+([t|] - C)%

Donc
—n(t+z)?

e

2 2
< e IO ¢ 21(R).
Par principe des zéros isolés, on a donc :

Va € C, / e+l g — .
R

En prenant a = i€ ot £ € R, on obtient :

2 ; 2
/e—m e—szédt:e—né )
R

Si x > 0, alors par changement de variable u = ﬁ,

/ e—n’uzxe—2i7ru§\/}du _ Le—néz.
R Vx
Soit y € R. En appliquant cette formule en & = -~ on obtient :

%
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2 i 1 2
/ P 217ru)du _ e~ /x.
R VX

Ainsi, pour tout x > 0,

in/4
/ ein’uz(ix)efﬁﬂ:uydu _ € / efin:yz/(ix).
R ix

Or I'application z — [ €™ 2 2imwy dy est holomorphe sur H. En effet, soit K C
H, un compact, alors I’application continue z — Im(z) atteint son minimum m sur K,
doncm >0etona:

P S ¥ !
P 2imuy

VzEK,VueR, = o ImR) < pmmlm ¢ pl(R)

Par principe des zéros isolés, on a :

inu’z ,—2imuy e/ —imy?/
VzeH, /e"”e Ty = ——e V/Z,
R Vz

Par la formule sommatoire de Poisson (voir le lemme 5.1 en appendice) :

in/4

Z P _ 67 Z oIz 0
Z

nez nez

Théoréme 4.10 Pour fout x > 0,

. ; . 1 4 x 1
F() = F(0) +ime™4x — Tt H02F () - %elﬂ/“/ VEF(~ )t
0

Preuve : On fixe y €]0, 1] et x > 0. Alors

X X 2
/ 01 +iy)di — / (1+ = F'(t +iy))dr
0 0 i
2
=x+ — (Flx+iy) = F(iy)).
D’une part, F étant continue sur H,ona:

Xt (Pt ) = F(@) x4 = (F ()~ F(0)
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lorsque y \, 0.

D’autre part, par le théoreme 4.9 :

x 1
6 d _ lﬂ/4/ _ d
/0 (t+iy)de =e m ity
. 2 1
_ z7r/4/ s 1_1_7F/ (_ ))dl‘
¢ Jo Vt+iy ( ] t+iy
. 4
— oim/4 /x ! 2e”f/ / (— 1. )dl
JOo t+1 Vit +iy t+1y

in/4
—2e’”/4 (Vx+iy— f 2e / t+zy)3/2% [F (— ], )} dt .

t+1y

Par intégration par parties :

x d 1 1 1
V324 _ _ N32p [ (32 r 2
/0 (t+iy) ; {F( p iyﬂ d = (x+1iy) F( iy) (iy) F( »

ce qui donne :

/9(t+iy)dt = 2074 (it iy —/By)
0

2ei®/4 3 1 1
/2 BN RNV
i ((x+ly) F( x+iy) &) F( iy))

3ezﬂ/4 F u
/ iy ( t+zy>

On remarque que :

o

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

x 1
/ Vit F( )dl—> VitF (—)dr.
t+iy "No Jo t

2 2
<2y < L) 1/4 1 .
t+ly>‘ < — (@ +y) " < 5 (+1)"" e 2 (0,x])

Ainsi :

X ) 2 in/4 1 3 in/4  px 1
/ Ot +iy)dr —s 2™ i+ 2312 (—> _2e / ViF (—) dr.
Jo »N\O0 79 0 t

X /4
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Finalement :

F(x) =F(0)+ime™*\/x—" x+e’”/4 3/2F( ) ”f/“/ ViF (> . O

Proposition 4.11 F(x) = F(0) + ime™/*/x — Tx+ O(x3/?) lorsque x \, 0.

Preuve : Ceci découle du théoréme précédent puisque F est bornée sur R. (I

4.3 Non-dérivabilité en O

Proposition 4.12 La fonction R n’est pas dérivable en 0.

Preuve : Soit # > 0. On écrit :
sin(n m
Rp=Y ——= Y + Y +Y
n>1 n21‘<1/2 1/2<n?2t<1l  n%t>1

Grace a I'inégalité sin(x) > 2x valable pour x € [0, %] on a:

sin(n?mt _
y ULy as i)
n2t<1/2 n<(20)1/2

La deuxieme somme est minorée par 0.
La troisieme somme est minorée par :

— Z i>_/oe ﬂ:_tl/z
t

2 1 2
n>r=1/2 vz u
Ainsi
R() = (20)[(20)7' 2] =" ~ Vi(V2 - 1)
Des lors ( ) 5 oo lorsque # ™\, 0, donc R n’est pas dérivable en 0. ]
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4.4 Dérivabilité en les rationnels § avec p et ¢ impairs
On commence en traitant le cas de 1 = %

Proposition 4.13 La fonction R est dérivable en I et R'(1) = —1/2.

Preuve : On note a = ie'™/* et b = —ix /2. Alors par la proposition 4.3,
F(l+x)= %F(4x) —F(x)
- %(F(O) +2ay/F+4bx+ 0(2)) — (F(0) + av/x+ bx+ 0(*2))
:-%ﬂ®+m+0@w)
=F(1)+bx+0(x*"?).
Ce qui nous dit que lorsque x \, 0 :
Ru+n=mm—gx+mfﬁy

Ainsi R est dérivable a droite en 1. De plus, x — R(1 +x) est impaire car R est
impaire et 2-périodique et :

R(14x)=Im(F(14x))=1Im <;F(4x) —F(x)) = %R(4x) —R(x).

Ainsi R(1) = 0 et on a lorsque x \, 0 :
R(1—x) = —R(14+x) = —g(—x) +o(?).
ce qui donne lorsque x — 0 :

R(1+x)=—§x+0(x3/2). O

Proposition 4.14 Soit x € Q, on écrit x = g sous forme d’une fraction irréductible. La
fonction F est dérivable en x si et seulement si p et q sont impairs. Si tel est le cas,

F'(x)=F'(1)=-Z.

Preuve : La fonction F est 2-périodique donc F' est dérivable en x ssi elle est déri-
vable en x+2 et le cas échéant F'(x) = F'(x +2).
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On a par le théoreme 4.10 :

VrERL,  F(x)=F(0)+ava+bi— 4 B3ip(— /\[F 1 (%)

Ainsi, si F est dérivable en x > 0, F est dérivable en —1/x et en dérivant (x) :

1 1 3a
F o« 3/2 Fl(—2y_24
(x) = 2[“’ 2b 2%

=b+— 2\[ (1—bF’(—i)> .

VEF(—) + S ()

Ainsi pour tout x > 0,

F’(—%) — b F'(x) = b

Aussi, si F n’est pas dérivable en x > 0, alors par (x) elle ne I’est pas non plus en
—1/x.

On va montrer par récurrence sur N > 1 que pour tout N > 1 et x = % oupetgqg
sont premiers entre eux et |g| <N, si p et ¢ sont impairs F est dérivable en x de dérivée
b = —4, sinon, si p ou g est pair, alors F n’est pas dérivable en x.

Cestvraipour N=1carsig#0et|g|<1l,g=+xldoncx€Z.Six=1 mod?2,
comme F est 2-périodique de dérivée b en 1, F est dérivable en x de dérivée b. Six =0
mod 2, comme F n’est pas dérivable en 0, et 2-périodique, elle ne I’est pas non plus en
X.

Soit N > 1 tel que la propriété est vraie au rang N. Soit x = 5 ol p et g sont pre-
miers entre eux et |g| <N+ 1.

P 2 9 et les entiers

Il existe un entier k tel que y = x — 2k €] — 1,1]. De plus y=
p — 2kq et g sont premiers entre eux de méme parité que p et q.
Par 2-périodicité, F est dérivable en x si et seulement si elle est dérivable en y et le cas
échéant elle a méme dérivée en ces deux points. On peut donc supposer sans perte de
généralité que x €] — 1, 1].

Cas ou p et g sont impairs :
x = p/q et p estimpair donc x # 0. Si x = 1, alors F’(x) = b. Sinon, x €] — 1, 1] ce qui
implique que |p| < |¢| <N+ 1, donc comme —1/x = —q/p et |p| < N. Par hypothese
de récurrence, F est dérivable en —1/x de dérivée b, et donc F est dérivable en x de
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dérivée b.

Cas ol p ou ¢ est pair :
A fortiori x # 1. Si x = 0, alors R n’est pas dérivable en x donc F non plus puisque
R=1Im(F).Six#0, alors comme x €] — 1,1[,ona |p| < |g| < N+1. Ainsi —1/x=
—q/p et |p| < N. Par hypothese de récurrence, F n’est pas dérivable en —1/x donc R
ou C := Re(F) n’est pas dérivable en —1/x. Comme R est impaire et C est paire, on
peut donc supposer que —1/x > 0, donc F n’est pas dérivableenx=—1/(—1/x). O

Remarque 4.15 Ceci implique que R est dérivable de dérivée —% en les rationnels de
la forme Z ou p et q sont impairs, et pour tout rationnel de la forme g ou p et q ne sont
pas de méme parité, R ou C := Re(F) n’est pas dérivable en E.

Ce qui suit va permettre de conclure que I’exposant de Holder de R en ces points est
égal a 1/2 ce qui implique la non dérivabilité de R.

4.5 Résultats sur les ondelettes

1
m(x+i)2"

Dans la suite, on choisit I’ondelette y(x) =

Ona|y(x)| = m

La fonction y est intégrable sur R, en effet :

1 1
= — _ :1 (<]
/R|l//(x)|dx n/sz—i—ldx <+

/]R W(x)dx = L:J —0

—oo

De pluson a:

Proposition 4.16 Soit g une fonction holomorphe sur H, continue et bornée sur H.
Alors on a pour b € Reta> 0alors :

/ N 1= g(x)
g (btia) = ﬂ./,w G—(b+ia)r™

et

L= g(x) _
vl Grbriap=0

La preuve de ce résultat est une application de la formule intégrale de Cauchy (en
prenant I’intégrale sur des demi-cercles) qui est faite en appendice. Dans la proposition
suivante, on utilise cette formule pour calculer la transformée en ondelettes Wy de la
fonction de Riemann.
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Proposition 4.17 Pour tousa >0etb € R, ona

Wi (a,b) = ”;a(e(b+za)—1)

m Tx

Preuve : On rappelle la notation F(x) = C(x) +iR(x), ot F(x) =Y, &
Ona:

R() = 5:(P(0) ~ F(x)

1
We = 5 (Wi = Wp).

Wp(a,b):l/jo (ZS) dx

i)2

7/ b—Ha) G- briar™
= 2iaF’( b—i—m)

La derniere égalité étant due a la proposition 4.16. Par application cette proposition,
on a également :

aJ—e w(*2 —1)?
_a [ F(x) .
2] et
=2 ) Fx) dx
T J—o (x+ (b+ia))?

Ce qui donne :
1
Wg(a,b) = ?WF(a,b) =aF'(b+ia).
i

On a vu que :
VzeH, F'( lﬂ'z inn’z _ 2 0(z)—1),
doncona:
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Wr(a,b) = aF' (b +ia)
_ima

5 —(0(b+ia)—1). O

Proposition 4.18 Notons x+iy € H. F(x+iy) — 0 lorsque y — oo uniformément
pour x € R.

Preuve :
Py iy
el (x+iy)

|F(x+iy)| = 5

< I ein’n2 (x+iy) |

—n2ry
—y e

< Z e " cary >0

= ——— — 0 lorsque y — +oo. ([
e Ty

Proposition 4.19 Soit g une fonction holomorphe sur H, continue et bornée sur H telle
que :

(i) g(x+iy) — 0 lorsque y — +oo uniformément pour x € R,

(ii) pour tout ¢ > 0, g’ est bornée sur {z | Im(z) > c}.

Alors pour toutx € R, on a :
x—b\ db\ da
X) = We(a,b — | —.
= [ ([ waow(S0)0) %

Preuve : Par la proposition 4.16 :

W, (a,b) = 2iag' (b+ ia).

Maintenant :

‘é%w@w<

gb+m db
xb+l2a

 2id? g (b+ia)

T Ju (b— (x+ia))
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Or la fonction H — C ; b+ g’ (b +ia) est holomorphe sur H car g est holomorphe
sur 'ouvert H C C donc g’ aussi, et la restriction de g’ a {b+ia, b € H} est continue
et bornée par ’hypothese (ii). Par application de la proposition 4.16 :

, :
g'(b+ia) .y :
/R(b—(x—i—ia)zdb ing" (x4 2ia)

d’ou :

“b\db  2id
[ wtanw (S20) 2 = 2 iy o 200
= —4a’g" (x+2ia).

On en déduit que, pour tous 0 < p < R,

R _ "R
[ [ wetaory (57) 2 =4 [ et 2iayda
Jp JR Jp

a a a

2R
= —/ ug” (x +iu)du.(x)
2

Par intégration par parties ceci donne :

2R - 2R
—/ ug” (x+ iu)du = [iug'(x+iu)]; —i/ g (x+iu)da
2p P 2p
= 2iRg(x+ 2iR) — 2ipg’ (x +2ip) — g(x+2iR) + g(x +2ip). ()
Vérifions que 2iRg’ (x +2iR) — 0 lorsque R — +o0. Notons z =x+2iR ou R > 0,

et on définit le lacet I'(8) = z + Re'®, 8 € [0,27x], & valeurs dans H.
Alors par la formule intégrale de Cauchy :

’ D\ 1 g(é)
g(x+2lR)—ﬂ/rmd57

donc :
27 g(x+2iR + Re'?)

/ . R . 0

| o |
< E/ |g(x+ 2iR + Rei®)|d6.
JO
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Or la fonction g est bornée donc :

|§(x+2iR+Re”)| < |g]l € £ ([0,27)).

De plus, en raison de la convergence uniforme en la partie réelle dans I’hypothese
(i), pour tout 0 € [0,2m],

|g(x+2iR+Re®)| — 0 lorsque R — +oo.

Par le théoréme de convergence dominée on obtient donc :

1 2= )
E/ |g(x+2iR+Re®)|d6 — 0 lorsque R — +oo.
0
Ainsi :

|2iRg (x +2iR)| = 2R|g'(x + 2iR)| — 0 lorsque R — +oo.

Vérifions maintenant que 2ipg’(x+2ip) — 0 lorsque p — 0.
On a pour x € R et p > 0, par I’application de la proposition 4.16 :

1
g (x+2ip) = Zzn/(t—xg(—t)Zip)zdt'

Encore par application de la proposition 4.16 avec la fonction constante égale a 1,
ona:

C2im Jr (t—x—2ip)?

On peut donc écrire :

8(1) _ [ 8(t)—g(x)
/R(t—x—Zip)zdt (t—x—2ip)? di
glx+2pu) —g(x)
B / (2pu—2ip)? 2pdu
g X+ZPM glx+2pu) —glx) .
2p (u—i)? ’
Or:
g(x+2pu) —g(x) 1 I
S\VET AP SV | -
220 5| < gl € £ ®)

et pour tout u € R,

g(x+2pu) —g(x)
(u—i)?

— 0 lorsque p — 0.
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Par théoréeme de convergence dominée,

gx+zpu 5(v)
M—l

2ipg (x+2ip) = du — 0 lorsque p — 0.

Maintenant, g(x 4 2iR) — 0 lorsque R — oo par I’hypothese (i) et g(x+2ip) —
g(x) lorsque p — 0 par continuité de g sur H.

En somme, par les égalité (x) et (xx) et en prenant la limite pour chacun des termes
dans (xx), on on obtient :

b\ dbd
//W (a,b) <x >a—>g(x) lorsque p — 0, R — oo, O
a a

Par les mémes preuves que pour les théoremes 3.13 et 3.14, on déduit de la formule
de reconstruction de la proposition 4.19 les deux théoreémes suivants :

Théoreme 4.20 Soit 0 < o’ < a < 1. Soit g une fonction qui vérifie les hypotheses de

la proposition 4.19. Supposons qu’il existe ag,by > 0 tels que :

b— o
0<a<ag,|b—xo| <by = |W(a,b)| < Ca® (l—i-axo>

alors g € C%(xo).

Théoreme 4.21 Soit g une fonction qui vérifie les hypotheéses de la proposition 4.19.
Supposons que application R — C ; x — g(x) est B-holderienne sur R (0 < <

).

Alors pour tout xy € R, I’exposant de Holder a(g,xo) est donné par

log|We(a,b)|
a = liminf ——————
(8:%0) = a\l,{)nb—mo log(a+ |b—xo])

Remarque 4.22 Par la proposition 4.18, et par le fait que pour tout ¢ > 0, pour tout
z=x+iytelquey>c:
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n>1

)
S T Z ewrn 4
n>1

T Z e*ﬂnzy

n>1

T Z ¢~ — C < foo

n>1

IN

IN

F, F puis R vérifient les hypothéses de la proposition 4.19 et des théoremes 4.20 et
4.21.

4.6 Groupe 6-modulaire

Définition 4.23 On appelle groupe 0-modulaire ' le groupe des homographies défi-
nies sur H du type :

rz+s
Y(z) =
qz—p
ourp+sq=—1etrs,p,q sont des entiers et la matrice

(r s) est de la forme <.Pair. impqir) ou (impqir pair )
a p impair  pair pair  impair

Proposition 4.24 Si y appartient au groupe 0-modulaire, alors Y(H) C H.

Preuve :
Soit z € H. Alors

rz+s
Y(z) =
qz—p
_ (rz+s)(gz=p)
lgz— p|?
 rqlz|* — ps— prz+sqz
lgz— p|? '

Donc :
 —prim(z) —sqim(z) __ Im(2)
lgz— p|? laz— p|?

Im(y(z)) >0. O
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Proposition 4.25 Le groupe 0-modulaire est un groupe pour la composition engendré
par les homographies T:z7— z+2 et 6:z+> %1

Preuve : Vérifions que I est un groupe
Soit 71,7, € I'. Notons :

_ az+b
" cz+d

ezt f

ni) gz +h

%(2)

Soit z € H, alors :

a ez+f +b
71°7’2(Z):<Z:,-)
C<gz+h>+d
_alez+f)+b
 clez+f)+d(gz+h)
_ (ae+bg)z+ (af +bh)
 (ce+dg)z+ (fc+dh)

(gz+h)

On remarque que les coefficients de 7y; o % correspondent a ceux de la matrice

obtenue par produit martriciel de (Z Z) par <§ s ) qui sont les matrices des coef-

h
ficients de ; et .

On obtient donc que la matrice des coefficients de y; o p» est de déterminant 1 et
que la projection modulo 2 de cette matrice est I ou <0 1) .

1 0
Ainsi 70y € I et I est stable par composition.

A a,b,c,d fixés, si onprend f=—b, h=a,e=d, g=—c,alors, €l'etona:

ae+bg=ad—bc=1
af +bh=—ab+ab=0
cet+dg=cd—dc=0
fc+dh=—bc+ad =1

Donc y; 0y = idy.

On a alors

Donc on a aussi :



ce qui donne p oy = idy.

De plus o est une loi de composition interne associative sur I" donc I' est un groupe
pour la composition.

Vérifions maintenant que I' =< 6,7 >.
Soit y € T, notons :

_az+b
7@ = cz+d’
Sia =0, alors bc = —1 donc b = —c = £1. Quitte a remplacer a,b,c,d par leurs
opposés, on peut supposer que b = —1 etc = 1.
Ona:
1
Y(z) = td

En composant par ¢ a gauche on obtient :

o) =0 (35
=z+d

=192(z)
car d est pair puisque a = O estpairet y € I'. Ainsi y=0co 74/2,

Si |a| = 1, on peut supposer que @ = 1. Alorsd —bc =1 etona:

1) = z+b
cz+d
donc : 4
—cz—
o = .
M) =—
Sik€Z,ona:
k 7CZ*d
o0 = + 2k
(Fooon() = —
(—c+2k)z—d+2kb
N z+b

Or ¢ est pair puisque a = 1 est impair et v € T" donc on peut prendre k = ¢/2 et on
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. —d+cb -1
TL/ZOGO Z) = = —
( ne) z+b z+b

On se ramene donc au cas a = 0 et on en déduitque Y € < 7,0 >.

= 4tb oot yn élément de T, alors
cz+d

Soit N > 1 tel que pour tout |a| < N, si ¥(z)
YE<T,0>.
Si |a| = N+ 1, on peut supposer a = N + 1 > 0. Quitte a considérer ¢ o 7, on peut

supposer que |c| < |a| car a et ¢ sont de parités différentes donc |a| # |¢|. Ona ¢ # 0
sinon ad = 1, ce qui est impossible puisque a > 1. Sik € Z,ona:

3 _az+b

(Fone) =
_ (a+2ke)z+ (b+2kd)
B cz+d

+ 2k

Prenons alors k = —1sic > 0et k=1 si ¢ < 0. De sorte que a + 2kc = a —2|c|.
Or:

—a<a-—2|c|<a

donc |a+2kc| <a=N+1. Ainsi tFoyc < 17,y >,donc y€ < 1,0 >.

Cela démontre par principe de récurrence que ' =< 7,0 >. O

Théoréme 4.26 Soit y appartenant au groupe 0-modulaire définie par y(z) = =+
alors il existe m € 7 tel que :

oqzp’

. ~1/2
Vi H, m@—mﬂmwmﬁ””ez> |

Preuve : Pour tout ¥ dans le groupe 6-modulaire, on note L, de sorte que pour tout
2€H, 0(2) = 0(1(2)) - y(2)-

Si y, 8 sont dans le groupe 6-modulaire on a :

6(z) = 6(7(2)) - y(z) = 6(8(1(2))) - U5 (¥(2)) - 1y(2),
ce qui nous donne la régle de composition : L.y (2) = Us(¥(2)) - Hy(2)-

Par le théoreme 4.9, on a :

1
VieH, 6(2)=S—6(—).

Ainsi, si on note 0 : 7z +— %l, cette identité implique :

ViEH, ps(z) =" =ec(z)"/

Q
SF

Sl
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Un élement Y du groupe 0-modulaire s’écrit: Yy =7y 0% o---0%, oun € N et pour
tout 1 <i<n,y€{r,77!,0} (puisque 6 = 1.

On va raisonner par récurrence sur n afin de montrer que pour tout ¥ dans le groupe
0-modulaire, il existe un entier my tel que :

VZEH, wlz)=eimy () (P)

L application identité z — z vérifie la proposition (P).
Soit n > 0 tel que pour tout y =y 0 0---0%,, ¥ vérifie la proposition (P),

VZEH, py(z)=eimy(x)V4.
Alors :

Hyo(2) = py(T(2)) - He(2)
Or, comme 6 est 2-périodique : 0(7(z)) = 0(z+2) = 0(z2).
Donc: p(z)=1.
Ainsi :
Hyor(2) = Hy(7(2))

= e%mv'}/(z+2)]/4

=eFmrl(yor) ()",
car (yo1) =y(1) -7 = y(7) puisque 7’ = 1.

De méme : l;-1,,(z) = e i mrl(t oy (2)] V4.

Ona: Us(z) = e%z_l/z,
de plus,ona:
Hyoo (2) = Hy(0(2)) - Ho(2)
—1\ = _ip
= — 1
()
_1\ /4
— (‘) o 12
b4
S\ 4
_ ) 172, ()
Z
Or . .
(r00(c) = V(o)) = 57 ()
Ainsi : -
Hyoo(2) = et (yo0) (2),
ce qui démontre le résultat par récurrence. (|
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4.7 Non-dérivabilité en les rationnels § avec p et g de parités diffé-
rentes

On commence par un résultat sur la fonction 0 de Jacobi qui sera utile pour les
estimations de Wkg.

Proposition 4.27 Notons z = x+iy € H. Alors 6(z) — 1 lorsque y — oo uniformé-
ment pour x € R.

Preuve :

—Ty

e
o 0 lorsquey — +oo. [

e, R
6(z)—1]<2) e™Y<2) e ”"yzzl_e

n=1 n=1

Mieux que la non-dérivabilité de la fonction R, on a le résultat suivant :

Proposition 4.28 Si xo = g oui p et q sont des entiers premiers entre eux de parités

s Y
différentes, alors al(R,xo) = 5.
En particulier, R n’est pas dérivable en xg

Preuve : Prenonsa > 0etb = 5. Par la proposition 4.17 :

Y1
[Wla,b)] = S0 (b-+ia) — 1.

Par le théoreme de Bézout, p et g étant premiers entre eux, il existe des entiers r et
stelsque:rp+sqg=—1 ().

Quitte a remplacer r et s par ¥ = r+¢g et s’ = s — p, on peur supposer que r et s
ne sont pas de méme parité. En projetant 1’égalité () modulo 2, on voit que r et s sont
respectivement de méme parités que p et g.

Ainsi ’homographie y définie par :

rz+s
Y(z) =
qi—p

appartient au groupe 6-modulaire.

Par le théoréme 4.26, il existe un entier m tel que :

T
[W(a,b)| = 5-|6(b-+ia) 1]

Ta mm/4_~1/2 (P p\
=—|0(y(b+ia))e™ " q~ —+4ia— = —1].
 loro-rianemsitq 12 (2 ia )
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Or:

r(g —I—ia) +s
Y(b+ia) =
q (% -Ha) —p
1
=— (rp +ria+s>
iga \ q
rorp-+s
q ig=a
T n -1
g igkd
ainsi :
Ta r —1 imi /4. N—1/2
|WR(Cl,b)| = 7 <q lqza) elmn'/ (lqa) / —1
1/2 ;
__Ta r ! ima /4. \—1/2 1/2
Or par la proposition 4.27 :
g 0 (; + qzla> "4 (ig) 12 — g2 — % lorsque a \, 0.
Ainsi :
li lOg|WR(aab)| 1
im———>==-.
a0 log(a) 2

Par conséquent :

log|Wg(a,b 1
limint _(o8We(@.b)| 1.
a\O,b—xo log(a+|b—xo|) ~ 2

Ce qui nous dit par le théoreme 4.21 que :

1
a(R,X()) S E

Comme de plus R € C'/?(R) par la proposition 4.2, on a :

1
OC(R,XO) = 5 O

37



4.8 Etude en les irrationnels

n
(Pn)nen est une suite d’entiers et (qn)nen est une suite d’entiers strictement positifs
tels que g, — +oo et :

Proposition 4.29 Soit xy un irrationnel. Il existe une suite de rationnels (@) N ou
ne

1
72

Pn
Xo— —

qn
et Pn, qny Pn+1, qn+1 Ne sont pas tous impairs.

Vn eN,

Preuve : Pour obtenir la fraction continue de xp, on commence par prendre ag =
|xo] ol | | désigne la partie entiere de sorte que &y := xop — ag €0, 1], puis on définit
par récurrence, pour tout n > 1, a,, > 0 I’entier vérifiant :

én = —dn 6]071[

1
én—l
On a alors :

1 1
xo=ao+&,z =a1+&,....,7— =a,+&,.
&o g

n—1

Pour une suite de réels (a, ),en (pas nécessairement entiers) tels que pour tout n > 1

a, > 0, on définit la fraction continue de quotients partiels oy, ¢, ..., 0, par :
1
pn = [00,01,. .., 0] = 0o+ I
o) + I
o+
1
A
Avec cette notation on a :
X0 = [6107611, s an+ én]

On obtient la n-ieme réduite r, de la fraction continue de x( le rationnel obtenu en
remplagant &, par O :

rn :=[ao,ai, ... a
Soient (0,)nen et (€;)nen deux suites définies par 6_1 =1, 8 = o, €1 =0 et
Ont1 = Oyt 10, + 851
&1 = Oyt 18 + En—1

& = letpourtoutn € N:

On va montrer par récurrence que pour toutn € N :

S,

Pn= z,

En effet, c’est vrai pour n =0 car :

Po=0p =

&|s
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C’est aussi vrai pour n =1 car :

1
plfa()JrOTl

LI

& 0

o6y + &
1€

. 010y + 01

g te

81.

Supposons que c’est vrai pourn > 1. Alorson a :

On
Pn = [a07a17"'7aﬂ] =
&
Ainsi : 5 5
0pOp—1+ Op—2
[0, a1y, O] = —————— (%)
0 €—1+ €12
Comme on a :
pn+1:[aﬂaalv“'aan71;an+ ]a
Opt1

alors en substituant @, par o, + ﬁ dans (x), on obtient
n

(an + ﬁ)(snfl + 6n72

P (ot g1+ 62
d’ou :
(o, + ) —1 1 On_2
Pt = ot Ve e
(o an+1+1)6n 1+ 82041
(O + )&+ €20

o anJrl(anSnfl +5n72) +6n71
B an—‘rl(angn—l +8n—2)+8n—1
_ an+16n+6n71

B Opt1&n 1 En—1

o

Ent1
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Ce qui démontre par principe de récurrence que p, = S—: pour tout 7.

6n+1 = an8n+6n71
Ent1 = Op€y +Ep—1

La relation de récurrence :

peut s’écrire matriciellement M, | = M,, - A,, ot on note pour toutn > 0 :
M. — 5,, 5,1,1 A= o, 1
"\e, go1) TN 0

Pour définir la suite de rationnels (‘Z—’:) N voulue, on prend pour tout n > 0, o, =
nJ ne

ay, € 7 puis pour tout n > 0 on note p, = 8, et g, = &, de sorte que (py)neN et (¢n)nen
sont des suites d’entiers de premiers termes py = ag, qo = 1 et p; = apa;1 +1, g1 = a;.

De plus comme €1 =0, 6_1 =1, 8 = po = g, €& = qo = 1 on a det(My) =
So€_1 — 6_1& = — 1 et comme pour tout n, det(A,) = —1 on a pour tout n > 0, det(M,,) =
(_l)nfl'

Autrement dit, pour toutn > 1,

Pnqn—1 —4nPn—-1 = (71)’1_1 (%),

ce qui nous dit par le théoréme de Bézout que p, A g, = 1. De plus comme g, =
angn + gn—1, on montre par récurrence que pour tout 1, (g, ),en est une suite d’entiers
strictement positifs et que cette suite est strictement croissante, ce qui implique que :
qn — Foo.

Donc r, = f;—" est une fraction sous forme irréductible.

Si pu_1,pPn ,n qn—1, qn sont tous impairs, alors on a une contradiction en réduisant
I’égalité (x+) modulo 2.

En notant pour un entier n > 1, 6 = (apy1 + &ur1)pn + pu_1 €t € = (a1 +
§n+1)‘1n+4n—1 > ¢gu+1 >0,0na:

S8 (ans1+ & 1)Pn+ P

= =lap, Ay, ... , Ay, 4 |—|—<§ 1] = xo,
€ (ant1 +§n+1)9n +qn—1 [ o " }
la deuxieme égalité étant due au résultat (x) appliqué a la suite (Qp, . . ., O, Qpt1) 1=
(a07~~»an7an+l +§n)
Alors :
Pn ‘ _|p 8
4n qn €
|Pn€ — 64y
qn€

40



Or
Pn€ = 8Gn = Pun-1 — quPn1 = (—1)""",

ainsi :
1 1 1
P L PRI
qn gn€  qnqn+1 qn

Remarque 4.30 [/ existe une infinité de n tels que py, et q, sont de parités différentes.

Proposition 4.31 Si xq est un irrationnel alors

B w

a(R,xp) <
En particulier, la fonction R n’est pas dérivable en x.

Preuve : On fixe un irrationnel x( et on note (p,), et (¢,), des suites d’entiers dont
I’existence est garantie par la proposition précédente, qui vérifient ¢, — +oo lorsque
X — oo et pour toutn € N :

(a) Qn >Oa
®)  |ro—2|<b,

(©) Pns qns Pnt1s gnt1 D€ SON pas tous impairs.

Par la remarque 4.30, quitte a extraire des sous suites (Pg(n))n €t (¢¢(n))n, ON peut
supposer que pour tout n € N, p, et g, sont de parités différentes.

Soit n € N. Par le théoreme de Bézout, comme p, et g, sont premiers entre eux, il
existe des entiers r,, et s, tels que : r,p, +spqn = —1  (x).

Quitte a remplacer rn €ts, par ri, =rp+qnet s;l = Sy — Pn, ON peut supposer que r,
et s, sont de parités différentes. En réduisant 1’égalité (*) modulo 2, on voit que r, et
s, sont respectivement de mémes parités que p, et g,.

Ainsi I’homographie 7, définie par :

TnZ+Sp

VZ S H7 yn (Z) = )
4nZ — Pn

appartient au groupe 0-modulaire.

On note maintenant :

Pn
X0 — —

ql‘l

Zn = by +ia, = ?Jri

n

Alors pourtoutn € N, z, € H et : 7, — xo lorsque n — oo,
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On définit pour tout n € N, 7, de sorte que :

Pn 1
ay = |Xo— — | = T,
qn qdn
Comme pour toutn € N :
1
X0 — & < >
4n qn

ona:VneN, 1, >2.

Maintenant, par le calcul fait dans la preuve de la proposition 4.28 :

Ta, 'n i . 4. “12
Wk (a,,by)| = 02+ —)e™™*(iga -1
Welanb)| = 55210 (24 ) 4 igya,)
T —Tn . n—1
_ qn 9<m+ié];€"_2) ezm,,ﬂ/4(l-)—1/2qn2 ~1 caran:q;T”
2 n
—n T Tn oo\ imem/an-1/2 _ T
=dqn 2 0 —+ig, e (i) —4qn
dn
Or:

1-1

’qnz

1-1,

‘9 <;ﬂ +iq;”_2> eimnﬂ/4(i)—1/27qn 2
n

> ‘9 <r” +iq5”_2> eimnﬂ:/4(i)—1/2
dn

>1- ‘0 (r”Jriqf[‘z) —1‘ —lga|7V* cart, >2
4n

et:

1-t

“’ (2" i iqz”) M (i) M — g, 2

<1+ ’e (r” —&-iq,fl’lz) ~1 ’ +lga TV carg, > 2.
qn

Orpourtoutn €N, g% 2>1cart,>2etq,> 1.

Par I’estimation de la preuve de la proposition 4.27 :

>1 = |0(x+iy)—1|<2 e’ _, b 2 1
X I — = —.
y= A e T B R B )

Comme |g,,| — oo lorsque n — oo,

1
-2 oL
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a partir d’un certain rang.

Ainsi, a partir d’un certain rang :

1—1

= ’0 (rﬂ +i‘1§’12> M (i) — g,
qn

7
< —.
=4

=

Notons :

1-t

Uy = ‘9 (2 +iq,3"2> U
n

Par définition, pour tout n € N, |b, — xo| = a,, donc :

log(a, + |by — x0|) = log(2q,, ™).

Maintenant :
log |Wr(ay,by)| 1 { <1 ’L’n> T
= — | =+ = | log(gn) +log(=U,

_ = (5+%)log(gn)  log(3)+logU,
log(2) — tylog(gn)  log(2) — Tulog(gn)”

Or:
log(%) +logU,

log(2) — 7, log(gn)

— 0 lorsque n — +oo

car (logU,),>0 est une suite bornée. D’autre part :

1, T
— (L 4+ =)o 1 /1 7 1 1
(:+%) g(qn)N (+”):+ lorsque 1 — +o0
2 271,

log(2) —t,log(gn) T \2 2

car g, — oo lorsque n — +oo.

Ainsi :

I 1
timinf —CEWR@ By, ip Lo Wilar,u)

_ <
a\0,b—xg log(a+|b —xo|) — n—tee log(a, + by —xo0|) —

3
4

car pour tout n € N,
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5 Appendice

Lemme 5.1 (Formule sommatoire de Poisson)  Soit f dans ’espace de Schwartz
(R, C). On définit sa transformée de Fourier par

ek, )= [ 0d

On a alors :

Y f(n)= sz(n)

nez

Preuve du lemme : Notons g(t) = Y,c7 f(t +n).

La fonction g est bien définie, 1-périodique et € car pour tout k € N il existe
M >0tel que : |(2+7%)f% ()] < M ainsi :
M M
vie[-1,1], ®t4+n) < - < -
SR MG L 22+(t+n)2 - n§21+(n71)2

nez nez

Car:Vt€[-1,1], 2+ (t+n)?=n*+2tn+24+2>n>—2n+1+1=(n—1)>+1.

La fonction g est donc somme de sa série de Fourier et si on note (c),cz ses
coefficients de Fourier, on a :

1 .
cn:/ g(t)e 2™ gt
0

= /01 Z f(t+n)e 2™ gy

nez

I .
=Yy /O f(t+p)e 2™y

PEL

=Yy / o f(t)e 2™ ar

pEZL’P

= / f(t)e 2 gy par théoréme de Fubini comme f € 2! (R)
R
=/(n)

L’inversion série-intégrale de la troisieéme ligne est rendue possible par la vérifica-
tion de la régularité de g vue ci-dessus (cas k = 0).
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Maintenant, g étant somme de sa série de Fourier :

§() = XL fme ™.

nez

Ainsi :

%f(”) =g(0)=Y f(n). O

nez

Proposition 5.2 Soit g une fonction holomorphe sur H, continue sur et bornée H.
Alors on a pour b € R et a > 0 alors :

N T o g(x)
g (btia) = ﬁ/,w G bria )™

et

o= 8(x) _
ﬂ/,w Gt (bt+ia)2 ™~ 0

Preuve : Ceci découle de la formule intégrale de Cauchy. En effet, notons 7, le
demi-cercle du demi-plan supérieur de diametre le segment [—r, r| avec r > |b+ial, et

notons pour tout € > 0, yfg) =¥ +ie.

(1)

Voici une représentation de }/31 dans le plan R? :

5,,

Comme g est holomorphe sur H, par la formule intégrale de Cauchy que pour tout
a>e>0etr>a:
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1 g(z) o .
%/%(8) mﬂ—g (b+ia).

Soit r > a, fixé. On note :

_f sl B A
’g‘/w C—brap® "/7, (b ria)E?®

On va montrer que Iz — I lorsque € \, 0.

L—1I= /7 <(x+zi(f—(kbij—)‘ia))2 T Go fly()—?ia?)2> dx
+/O” (( glietre®)  g(re?) ) ire®do

ie+re® —(b+ia))> (re’® —(b+ia))?

Orpourtout0 < e <a/2etr>a/2+|b+ia|+1:

g(x+ie) 8(x) g(x+ie) 8(x)
e l=nrl, (x+ie—(b+ia))? (x—(b+ia))? = (x+ie— (b+ia))?| | (x—(b+ia))?
< (5!0)02 +”i¢ A
- g(ie +re'®) g(re”) rllglles rllgll
voel i | e i) e — bR | S == lb il T bt )2

<2r|gle €-£L'([0,x))

De plus par continuité de g sur H, on a :

g(x+ig) 8(x)
- - 1
Vx € [-nr], Grie—(bri@) (= (btia)? —0  lorsque € \, 0
et
glie +re'?) g(re'®
VO el0 - - — 0 1 0.
€ [0, (ie+ret® —(b+ia))? (re'® — (b+ia))? - orsque £

Ainsi, par le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue :
I. —1 lorsque € ™\, 0.

On a donc établi la formule :

L A €9 W (hai
iy e
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pour tout r > a/2+ |b+ia| + 1.

Or

2(2) o g(x) r g(re'®) i
[ e mar = Lo trap® b v
Sir>a/2+2|b+ial+1,

g(re’®)
(ret® — (b+ia))?

rlgll-
(r—|b+ial)?

gl
(1= 250 (r = [bt-ial)
<2fgll. 2" (0.7)

ire?| <

De plus :

i0
8(re”) ire'®| < gl 5 —0 lorsque r — +-oo.

YOO G iy | = G b rial?

Par théoréme de convergence dominée, on a donc :

T i0
8(re®) . e

/0 mlre’ do — 0 ]Orsquer_>+oo.
Finalement :

g g(x) o
——dx—2 b I oo,
/_r G (1) X ing (b+ia) orsque r — +

On a de méme, comme — (b + ia) est d’indice O pour tous les lacets j/r<€> :

= g(x) _
/ﬂo (x+ (b+ia))2dx =0 b

Références

[Katz] An introduction to harmonic analysis, Third Corrected Edition, Yitzhak
Katznelson, Cambridge Mathematical Library

[Zyg] Trigonometric Series, Third Edition, A. Zygmund, Cambridge Mathematical
Library

47



[CQ] Analyse mathématique, grands théorémes du vingtiéme siecle, Denis Choimet,
Hervé Queffélec, Calvage et Mounet

[ZQ] Analyse pour I’agrégation, 4e édition, Claude Zuily, Hervé Queffélec, Dunod

[Jaf] Wavelets, Tools for science and technology, Stéfane Jaffard, Yves Meyer,
Robert D. Ryan, Society for Industrial and Applied Mathematics

[Dui]  Selfsimilarity of "Riemann’s Nondifferentiable Function", J.J. Duistermaat

48



