INSTITUT JOSEPH FOURIER
UNIVERSITE GRENOBLE ALPES

Travail d’Etudes et de Recherche :

Les homéomorphismes du cercle préservant
I’orientation.

Julie DEUDON
Encadrée par Christophe LEURIDAN

Année 2022



TER: Les homéomorphismes du cercle préservant ’orientation Julie DEUDON

Table des matiéres

Introduction 2
[1l__Fondements| 3
[L1_Notationsl . . . . . . .. 3
[1.2  Homéomorphismes : passage au quotient et relévement| . . . . . . . . . . . .. 5
2 Nombre de rotation| 12
[2.1 Résultats préliminaires sur les suites sous-additives et sur-additives| . . . . . . 12
22 Deéfinttionl . . . . . . oL 12
[2.3 Premiéres propriétés| . . . . . . ... 14
2.4 Nombre de rotation d'une composée| . . . . . . . .. ... ... 17
[3  Continuité du nombre de rotation p(7') par rapport a 7| 20
[3.1 Résultats préliminaires| . . . . . . . . . ..o 20
B.2 _Théoréme de continuitdl . . . . .. . . . . .. ... ... ... 21
4_Etude des orbites de T et classification de Poincarél 23
4.1  Homéomorphismes transitifs, orbites denses| . . . . . . . . . ... ... .. .. 23
4.2 Classification de Poincarél . . . . . . . . ... .. ... 24
EE ble dérivé de T 28
|6 Ouverture : bréve étude du cas des homéomorphismes renversant ’orien- |
[_tationl 32
[Référencesl 33



TER: Les homéomorphismes du cercle préservant ’orientation Julie DEUDON

Introduction

Notons T = R/7 le tore unidimensionnel, qui est le cercle avec lequel nous allons
travailler. Le tore T est homéomorphe au cercle unité de R?. Tout homéomorphisme
T de T s’obtient comme passage au quotient d’un homéomorphisme f de R, appelé
relévement de 7', pour lequel la fonction x — f(x + 1) — f(x) est constante a +1.

Dans ce TER, nous nous proposons d’étudier plus précisément les homéomor-
phismes du cercle dont la constante vaut +1, appelés homéomorphismes préser-
vant Porientation, dont nous noterons 'ensemble Hom™ (T).

Dans une premiére partie, nous démontrerons tous les résultats préliminaires im-
portants, notamment autour des relévements des homéomorphismes de T. Dans une
deuxiéme partie, nous introduirons le nombre de rotation, qui est une notion fonda-
mentale caractérisant les homéomorphismes de Hom™ (T). Nous en donnerons quelques
premiéres propriétes. La troisiéme partie aura pour but d’étudier la continuité du
nombre de rotation. Ensuite, nous étudierons dans une quatriéme partie les orbites
des homémorphismes de Hom™ (T) et nous établirons la classification de Poincaré.
Puis, nous travaillerons dans une cinquiéme partie sur I’ensemble dérivé, qui est une
notion propre aux homéomorphismes de Hom™ (T) dont le nombre de rotation est la
classe d'un irrationnel. Enfin, nous envisagerons briévement dans une sixiéme partie le
cas des homéomorphismes renversant ’orientation (ceux dont la constante donnée
par le relévement vaut —1).

Les résultats majeurs énoncés dans ce mémoire, dont les preuves ont été retra-
vaillées, sont issus de 'ouvrage de Cornfeld, Fomin et Sinai ([I]), ainsi que des travaux
de Brin et Stuck ([2]).
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1 Fondements

1.1 Notations

Introduisons pour commencer quelques notations qui nous serviront pour toute la suite
de ce mémoire.

Notation 1.1. Notons le tore T = R/y et la projection canonique  : x — T définie de
R dans R/7 la projection reliée a la relation d’équivalence sur R :

TRy x—ycl.
On munit R/y, de la topologie quotient, i.c. la topologie la plus fine qui rend ™ continue.

Dans la propriété suivante, nous montrons que la topologique quotient sur R/7 est mé-
trisable.

Définition et proposition 1.2. Distance sur R/y
On pose sur Ry Uapplication d définie par :

VI,7€R/g, dz,y) =inf{|z’ —y/|; («/,y) ez x 7}

Alors :

1. L’application d ainsi définie est une distance sur R/y.
VZ,5€R/z, d7,7) <1/2

L’application 7 est 1-lipschitzienne de (R, |.|) dans (R/y,d), donc continue.
VzeR, ¥r>0, n(B(z,r)) = By(T,r)

L’application 7 est ouverte de (R, |.|) dans (R/7).

S AR

La distance d définit la topologie quotient sur R/y.

Preuve :

B 1) Montrons dans un premier temps que pour Z,7 € R/7, la borne inférieure définissant
d(z,7y) est atteinte. Soient Z,7 € R/7. On a :

dz,y) = inf{[(z+k)— (y+k)|; (k1 ko) € Z%}
= inf{|xg—y0+k‘\ : kGZ}

De plus, pour tout k € Z, |zo — yo + k| > |k| — |xo — yol-
Comme d(7,7) < |z — y|, on a donc :

d(z,7y) = min{|zo — yo + k| ; k € Z tel que |k| < 2|z — y|}.

C’est ainsi le minimum d’un ensemble fini et donc d(T,7) est atteinte.

De plus, Papplication d vérifie 'axiome de séparation. Soient Z,7 € R/z telles que
d(Z,y) = 0. Comme la borne inférieure définissant d(T,7) est atteinte, il existe xg € T et
yo € 7 telles que d(T,7) = |zo — yo| = 0. Ainsi, zg = yp et donc T = 7.

La symeétrie découle de la parité de la valeur absolue |.| sur R .
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Enfin, soient Z,7,% € R/z. Comme la borne inférieure définissant d est atteinte, il existe
v €T,y ety €7, 2 €7 tels que d(T,7) = |2/ — | et d(y,Z) = |y" — 2/|. Quitte & soustraire
a y” une certaine constante entiére k, et a retrancher cette méme constante a 2/, on peut
supposer que y' = y”. Ainsi, en utilisant I'inégalité triangulaire sur |.| :

d@,z) <|o' = 2| <’ =y |+ 1y = | <d(@,7) + d(7.%)

Ainsi, I'application d définit bien une métrique sur R/y.

2) Soient T,y € R/7. Notons 2’ et 3/ les représentants de T et ¥ dans [0, 1[. Supposons,
sans perte de généralite, que ' < y/. Alors, ¢y — 2’ et 1 — ' + 2 sont positifs de somme 1
donc I'un des deux au moins est inférieur (ou égal) & 1/2. De plus, comme d(%,7) < |y — 2|
et d(7,7) < |v —y + 1| on obtient d(Z,y) < 1/2.

3) Soient x,y € R. Par définition de d, on a d(m(z),7(y)) = E(El@) < |z — y|. Donc
lapplication 7 est 1-lipschitzienne donc continue de (R, |.|) dans (R/z,d).

4) Soient x € Ret r > 0. On a n(B(x,r)) C By(T,r) car 7 est 1-lipschitzienne. Montrons
'autre inclusion. Soit § € Bg(Z, ). Alors :

r>dZ,y) =min{|lz —y — k| ; k€ Z}

On peut alors choisir U'entier ky qui réalise ce minimum. Alors, y + ko € B(z,r) et donc
7(y + ko) =y € Bg(x,r). D’ott By(Z,r) C w(B(x,r)) et I’égalité souhaitée.

5) Cette propriété découle du point 4.

6)Montrons que cette distance définit la topologie quotient sur R /7, ¢’est-a-dire la topo-
logie la plus fine qui rend la projection canonique 7 continue. Par le point 3, 7 est continue
pour la topologie associée a d : cette topologie est donc moins fine que la topologie quotient.

Soit U un ouvert de R /7 pour la topologie quotient. Alors 7 ~1(U) est un ouvert de (R, |.|).
Comme 7 est surjective, U = m(7~}(U)). Comme 7 est ouverte de (R, |.|) dans (R/yz,d) par
le point 5, U est ouvert pour la topologie associée & la distance d, qui est ainsi plus fine que
la topologie quotient, ce qui permet de conclure. O

Notation 1.3. Notons &1 (resp. &) l'ensemble des fonctions de R dans R continues,
strictement croissantes (resp. strictement décroissantes) telles que pour tout x € R,

flx+1)= f(x)+1 (resp. f(x+1) = f(z) —1). Notons & =ETUE™.

On peut facilement démontrer que :

Proposition 1.4. Propriétés autour de &
1. (8,0) et (1 ,0) sont des sous-groupes de Hom(R).
2. Pour tout f € &', f —1dg est continue et 1—périodique sur R, donc bornée et
uniformément continue.

3. Pour tout f € &, f est uniformément continue sur R.

4. Par récurrence, on démontre facilement que pour tous f € &, k € Z, et v € R,
flx+k)=f(x)+ket fFlat+1)=fF)+1 (f* désigne la composée et non le
produit).
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Notation 1.5. Attention ! Précisons que pour tout f : R — R et tout n € N, f™ désignera
la composée fo...of (n fois) et non le produit de [ avec elle-méme n fois.
1.2 Homéomorphismes : passage au quotient et relévement

Nous pouvons relier les homéomorphismes de T aux homéomorphismes de R. Le théoréme
suivant démontre qu’a tout élément de & correspond un unique homéomorphisme de T.

Théoréme 1.6. Passage au quotient

Soit f € &, i.e. f:R — R une fonction continue et strictement monotone telle que
x> fx4+ 1) — f(x) est constante égale & +1.

Alors, il existe une unique application Ty € Hom(T), telle que Tfom =mo f.

Preuve :

On vérifie que 7o f est constante sur les classes d’équivalences de R/7z. Soient x,y € R
tels que 7(x) = 7w(y), il existe k € Z tel que z = y + k. Ainsi, f(z) = f(y+ k) = f(y) £ k
et donc w(f(z)) = n(f(y) £ k) = w(f(z)). Donc, par théoréme d’isomorphisme, il existe une
unique application T’ tel que Trom = mo f.

De plus, T’y est surjective car f et 7 le sont. Montrons que T est injectif. Soient 7,y € R/z,
tels que Ty (Z) = Ty(y). Alors, comme Trom =mo f, f(x) = f(y). Ainsi, il existe k € Z, tel
que f(x) = f(y) +k = f(y £ k). Et comme f est bijective, on obtient que x = y & k, et donc

T =7%. Donc T est une application bijective de T.

Il reste & montrer que T et Tf_1 sont continues, ce qui est immeédiat car Trom = mo f et

Tf_1 or =mof~! et que f et f~! sont continues, tout comme 7 pour la topologie quotient. [J

R R

N s

R/ZT]fR/Z

On peut énoncer une réciproque du théoréme précédent, et montrer qu’a tout homéomor-
phisme de T on peut faire correspondre un homéomorphisme de R, unique & une constante
entiére additive prés. Commencons par un lemme qui servira & établir cette réciproque.

Lemme 1.7. Soit yo € R, et € € 10,1/2[. La restriction de w & [yo — €,y0 + €] est un
homéomorphisme de [yo — €,yo + €] vers son image.

Preuve : m|j,,_. 4 est injective donc définit une bjection de [yo — €, yo + €] vers son
image. Cette bjiection est continue car m l'est. Pour tout fermeé F' de [yo — ¢, yo + €|, 7(F') est
compact, donc fermé dans 7([yo — €,yo + €]). Donc la bijection réciproque est continue. [
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Théoréme et définition 1.8. Relévement des homéomorphismes

Tout homéomorphisme T de T s’obtient par passage au quotient d’une application
continue et strictement monotone f : R — R telle que la fonction x — f(x+1)— f(x)
est constante égale & +1 ou —1. On a alors T ow = wo f. Une telle application f
s’appelle un relévement de T. Elle est unique a une constante additive entiére prés.
Lorsque la constante f(x + 1) — f(z) vaut +1, f € & et T € Hom™ (T). On dit que
T préserve l’orientation.

Lorsque la constante f(x + 1) — f(z) vaut =1, f € & et T € Hom™ (T). On dit que
T renverse l’orientation.

Preuve :

Soit T" un homéomorphisme de T.

Unicité :

Montrons l'unicité du relévement & addition d’un entier prés. Soient fi, fo telles que
Tom=nofietTorm=mofy On aalors fi = fo. La fonction f; — f» est continue et a
valeurs dans Z, donc d’aprés le théoréme de valeurs intermédiaires, fi — fo est constante, il
existe k € Z tel que pour tout = € R, fi(z) = fa(z) + k.

Existence :
Fixons yo € R tel que 75 = m(yo) = T(7(0)) = T'(0). Notons 3 = sup E, ou

E={becR}:3f c€(0,b,R): f(0) =yo et Tom =mo fsur [0,b[}.

En fixant € €]0,1/2[ et en appliquant le lemme a 'intervalle [yo — &, yo + €] on obtient
par composition une application f continue telle que f(0) = yp et Tom = mwo f sur [0,¢].
Ainsi, E # 0 et donc 8 € R% U {+o0}.

De plus, si 51,02 € Eet fi € €(]0,b1],R) et fo € €([0, bo], R) vérifient f1(0) = f2(0) = yo,
Tor=mofiet Tomr=mo fa. Alors mo fi = mo fo sur [0, min(by, ba)], d’aprés le théoréeme
des valeurs intermédiaires f; — fo est constante a valeurs dans Z. Or, comme f1(0) = f2(0),
on a donc f1 = fo sur [0, min(by, ba)].

On peut donc définir de fagon cohérente fy : [0, 5[— R continue telle que f(0) = yo et
Tom = mo fysur [0,0[, en posant pour tout x € [0,3], fo(z) = f(x) pour tout b € E et
fe€(0,b],R) telle que f(0) =yoet Tomr =mo f.

Il reste & montrer que = +o00. Par I’absurde, supposons que 8 < +oo. Fixons € €]0,1/2].
Par continuité de T o 7, il existe 6 > 0, tel que :

Vt € [B— 9,8+ 0], distR/Z(T(B), @) <e.

Soit ys € R tel que 5 = 7(yz) = T(B). En appliquant le lemme alys —e,ys +¢€, on
obtient par composition une application g de [yg — ¢, yg+¢] dans R telle que T'om = 7o g sur
lys—e,yg+e]. Sur [yg—e, ya[, on a wo fo = wog, donc la fonction continue g— fy est constante
a valeurs dans Z. Quitte a retrancher cette constante & g, on peut supposer que fjy et g coin-
cident sur [yg —e, yg[. En recollant fy et g, on voit que 40 € E, ce qui contredit la définition
de 5. Ainsi, 8 = +oo et il existe fo € €([0, +00]) continue telle que f(0) = yg et Tow = 7o fy.

De fagon symétrique on peut construire une fonction gg :] — 0o, 0] — R continue telle que
90(0) = yo et T o = mo gy. En recollant gy et fy, on obtient une fonction f € €(R,R) telle
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que to f=Tom.

Or, pour tout a € R, mo f = T o7 est injective sur lintervalle [a,a + 1[, donc f est
également injective sur cet intervalle. Et comme f est continue sur R, f est strictement mo-
notone sur [a,a + 1[. Or le sens de variation de f sur [a,a + 1] ne dépend pas de a. Donc f
est strictement monotone sur R.

Comme 7(f(1)) = n(f(0)), on a f(1) — f(0) € Z*. Si |f(1) — f(0)| > 2, par théoréme
des valeurs intermédiaires, il existerait un réel a €]0,1] tel que |f(a) — f ( )] = 1, ce qui
contredirait I'injectivité de T'o 7 sur [0, 1[. Ainsi on a bien f(1) = f(0) £ 1

Enfin, la fonction z — f(x + 1) — f(x) est continue et & valeurs dans Z (en raison de la
relation 7o = 7o f) donc constante, égale a f(1) — f(0) donc a +1. O

Notation 1.9. Notons Tyt Uensemble des translations entiéres sur R, c¢’est-a-dire ['ensemble
des applications to : x — x + o pour o € Z.

Proposition 1.10. On définit sur & la relation d’équivalence ~ par :
f ~ g<= f — g est constante et & valeurs dans 7Z.

Alors :
1. (Tent,©) est un sous-groupe distingué de (7, 0).

2. La relation d’équivalence ~ est la relation d’équivalence associée au sous-groupe

(%ntao)-

Preuve :

1) On vérifie facilement que Jony C & et Idg = tg € Jent- De plus, pour tous a, 8 € Z,
ona (ta) ' =t_o € Tont et taotg =tarp € Jent- Enfin, pour tous f € &7, a € Zet x € R,
ona foteof Hz) = f(f'(z)+a) = f(f'(z))+a =z+aet donc fotaof" =tq € Tent.

Ainsi, Zont est un sous-groupe distingué de & .

2) Soient f,g € &T. On a les équivalences suivantes :

f~g < JacZ VzeR, f(zx)=yg(r)+
— JaecZ VzeR, g f(x) =g g(x)+a)=2+a=t(x)
= g 'of€ Tom

Ce qui montre le résultat. Il
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Définition et proposition 1.11. Distance sur &' et é“r/yent

1. On munit & de la métrique d associée a la norme ||.||oo définie par :

vfag € éa+a d(fag) = Hf_gHOO

La distance d est invariante par translation.

2. On munit é"*/gent de la distance d, définie par :

VC1,Ca € 6% (7, da(C1,Ca) i= nf{d(f,9) : (f.9) C1 x Ca}

Preuve :

1) Cette distance a bien un sens car pour tous f,g € &1, la fonction f — g est périodique
et continue, donc bornée. On vérifie facilement que cela définit bien une métrique sur &,
a partir des axiomes verifiés par la norme de la convergence uniforme ||.||~, et que cette
métrique est invariante par translation.

2) Montrons dans un premier temps que pour Cp,Co € é‘”“/yent, la borne inférieure
définissant d,(Cy, Cq) est atteinte. Fixons (f,g) € C1 x C2. On a :

dg(C1,C) = f{||(f +kil) — (g + kol)||oo 5 (K1, k2) € Z*}
= wf{||f — g+ k|l ; k€Z)

De plus, pour tout k € Z, ||f — g+ kl|loo = [k = [|f = g[co-
Comme dy(C1,C2) < ||f — gllso, on a donc :

dg(C1, Ca) = min{|[f — g + k[ 5 k € Z tel que [k < 2[[f = gl|oo}-

C’est ainsi le minimum d’un ensemble fini, donc d(C1, C2) est atteinte.

De plus, l'application d, vérifie ’axiome de séparation. Soient Cy,Ch € é“L/gent telles
que dy(C1,C2) = 0. Comme la borne inférieure définissant d, est atteinte, il existe fo € C;
et go € Cy telles que dy(C1,C2) = d(fo,90) = 0. Comme d est une distance, on a f = g et
donc Cq = Cs.

La symétrie est immédiate et découle de la symétrie de d.

Enfin, soient C1,Co,C5 € &1/ T Comme la borne inférieure définissant dq est atteinte,
il existe f € C1, g et g € Ca, h € C3 telles que dy(Ch, Ca) = d(f, g) et dy(Ca,Cs) = d(g, h).
Quitte & soustraire & g une certaine constante entiére k, et & retrancher cette méme constante
a h, on peut supposer que g = g. Ainsi, en utilisant 'inégalité triangulaire sur d :

dqe(C1,C3) < d(f,h) < d(f,g)+d(g,h) = de(C1,C2) + dg(Co, Cs)

Ainsi, l'application d, définit bien une métrique sur &/ Tt O
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Définition et proposition 1.12. Projection de &+ dans é”r/yent
Notons p : f + f Uapplication définie de (§F,d) dans (&%) g dg)- Alors :
1. L’application p est 1-lipschitzienne, donc continue.
2. ¥fe&t, ¥r>0, p(B(f,7)) = Ba,(f,7).
8. L’application p est ouverte de (§%,d) dans (67 /g . d,).

Preuve :
1) Soient f,g € &. Par définition de dy, on a = dy(p(f),p(9)) = dy(f, ) < d(f,q). Donc
I’application p est 1-lipschitzienne.

2) Soient f € &%, et r > 0. On a p(B(f,7)) C Bq,(f,r) car p est 1-lipschitzienne.
Montrons l'autre inclusion. Soit g € By, (f,7). On a, pour g €7 :

r > dg(f,9) = min{[|f — g — k1|ec; k € Z}.

On peut alors choisir 'entier k£ qui réalise ce minimum. Alors g + k1 € B(f,r), et donc

p(g+ k1) =g € p(B(f,r)) = Ba,(f,7). D’ott Bg,(f,r) C p(B(f,r)) et 'égalité souhaitée.

3) Ce point découle du point précédent. Il
Corollaire 1.13. La métrique d, définit la topologie quotient sur £+/%nt, ]
Preuve :

Notons 0, la topologie quotient sur é““/yent. La topologie quotient est la topologie la plus
fine qui rend l'application de projection p continue. Par la proposition p est continue
pour la topologie associée a d, : la topologie associée a la distance d, est donc moins fine que
la topologie 0.

Soit U un ouvert de (§7/g ,0,). Alors p 1 (U) est un ouvert de (£%,d). Comme p
est surjective, U = p(p~(U)). Et d’aprés la proposition p est ouverte de (&7, d) dans
(é”/gem, dq), donc U est un ouvert pour la topologie associée & la distance dy, qui est ainsi
plus fine que &y, ce qui permet de conclure. O

Définition et proposition 1.14. Distance sur Hom™ (T)
Munissons Hom™ (T) de la distance doo définie de la fagon suivante :

YV Ty, Ty € Hom™ (T), doo(T1,T3) = sup d(T1(Z), T2(T)).
zeR

ot d est la distance sur Ry introduite dans la définition , On a Uinégalité suivante :

V Ty, Ty € Hom™ (T), doo(Th,To) < 1/2.

Preuve :
On vérifie par des arguments similaires & ceux utilisés précédemment que do, est une
distance sur Hom™ (T). De plus, soient 77,75 € Hom™ (T). D’aprés la proposition pour
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tout x € R, d(Ty(z),Ta(z)) < 1/2 . Par passage au sup, doo (T3, T2) < 1/2. O

Corollaire 1.15. Isomorphisme entre é““/yent et Hom™ (T)

L’application f — Ty de &1 dans Hom™ (T) passe au quotient et fournit un isomor-
phisme v de groupes de &%/ = T /g wvers Hom™ (T).
L’application v est définie par :

Vfe £+/<%nt’ u(f) = Ty.

Preuve :

Définissons I'application h : &+ — Hom™(T) qui pour tout f € & associe 'unique
Ty € Hom™(T) telle que Ty om = mo f (cf théoréme .

On vérifie que h est un morphisme de groupes. Soient f,g € &, on a par définition :
h(fog)om=Tpgqom=mo fog=Tromog=TpoT om
Par unicité, on h(f o g) =Tpoqg = T 0 Ty = h(f) o h(g).

L’application h est constante sur les classes d’équivalence données par la relation ~. En
effet, soient g, f € & telles que f ~ g. Il existe un unique 7' € Hom™ (T) tel que h(f) = T.

On aalors h(f)or=Tom=mof=mog=h(g)om car f ~ g. Par unicité, on a également
h(g) =T.

De plus, h est surjective d’aprés le théoréme [1.8] Donc h est bijective. Ainsi, d’aprés le
théoréme d’isomorphisme, on a I’isomorphisme de groupes :

<§"+/yem = &1/, ~Hom™(T)

Proposition 1.16. Notons d;, = min(dy, 1/2). L’application ¢ obtenue dans le corol-

laz're est une isométrie de (67 /g . d;) dans (Hom™(T), dso).
Autrement dit :

\V/ ?7? € g+/%nta EOO(Tf7Tg) = min(dq(77§)7 1/2)

Par conséquent, application v : §+/%nt — Hom™ (T) est un isomorphisme de groupes
topologiques.

Preuve :

Soient f,g €§+/%nt.

1" cas : dg(f,g) < 1/2. B
Comme la borne inférieure définissant dy(f,g) est atteinte, quitte a changer de représentants,
on peut supposer ||f — g||co < 1/2.

10
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Soit « € R. Pour tout kK € Z, on a :

|f(x) —g(z) + k| > [k] = |f(z) - g(2)]
> 1-1/2
> |f(z) — g(z)]

Donc, pour tout = € R, d(f(z),g(z)) = |f(z) — g(x)| et donc

doo(Ty, Tg) = |If = glloc = do(F,9)-

2" cas 1 dy(f,9) > 1/2.
Si l'on avait pour tout x € R, f(z) — g(x) + 1/2 ¢ Z, I'image de f — g serait contenue dans
un intervalle |j — 1/2,j + 1/2[ avec j € Z. Alors d,(f,g) < 1/2.
Par contraposition, on en déduit qu’il existe zg € R tel que f(z9) — g(zo) € 1/2 + Z. Cela
entraine que d(T(zo), Ty(z0)) = 1/2 et donc doo (T, Ty) > 1/2. Et comme doo (T, T,) < 1/2
d’apres la proposition [I.14] on obtient I'égalité.

Dans tous les cas, on a I’égalité souhaitée entre les deux distances. O

Dans toute la suite, sans mention explicite du contraire, T désignera un
élément de Hom™ (T).

11
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2 Nombre de rotation

2.1 Résultats préliminaires sur les suites sous-additives et sur-additives

Il est utile de montrer en premier lieu un résultat important sur des suites bien parti-

culiéres : les suites sous-additives et sur-additives. Ce résultat nous sera utile pour assurer
I'existence d’une limite par la suite.

Définition 2.1. Soit (u,)nen une suite réelle.

On dit que (up)nen est sous-additive si pour tout couple d’entier naturels (p,q), on
a Uprqg < Up + Uqg

On dit que (up)nen est sur-additive si pour tout couple d’entiers naturels (p,q), on
a Upiqg = Up + Uqg

Théoréme 2.2. Soit (up)nen une suite réelle.

1. Si (up)nen est sous-additive, alors

U (%
— — inf 2 eRU{-o0}.
n n—+oo p>1 p

2. St (up)nen est sur-additive, alors

Unp, U
- — sup £

— € RU {+o0}.
n n—4oo p>1 p

Preuve :
1) On fixe p € N*. Soit n > ¢. La division euclidienne de n par p donne
n=pXqp+r,avec g, > 1 et 0 <r, <p. Par sous-additivité, u, < qpup + up, d’ott

u u Uu U;
Un o Pn  Up | Urn Up o ax Y
n n P n p  0<i<p—1n

On prend la limite supérieure quand n — 400 :
U U
limsup — < -2,

n—+oco N p

Puisque cette derniére inégalité est vérifiée pour tout p > 1, on a :

lim sup 2 <inf -2 < liminf —2.

n—s+oo M p>1 D n—+oo N

d’otul le résultat énoncé.

2) Si (un)nen est une suite sur-additive, (—uy)nen est une suite sous-additive. On peut
lui appliquer le point 1 et conclure. O

2.2 Définition

Introduisons désormais une notion centrale de ce mémoire : le nombre de rotation d'un
homéomorphisme préservant 1’orientation.

12
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Théoréme et définition 2.3. Nombre de rotation

1. Pour tout relévement de f de T, la limite

eziste et est finie.

2. La suite de fonctions (v — (f"(x) —z)/n)p>1 converge uniformément sur R
vers o(f).

3. La classe of) dans R/y ne dépend pas du relevement f choisi. On Uappelle
nombre de rotation de T et on la note p(T).

Preuve :
1) Soit f un relévement de 7. Montrons la sur-additivité de la suite ([ f™(0)])n>0-
Soient p,g € N. On a :

frra) = frf0)

fP(1f9(0)]) par croissance de fP
fP(0) + [ f4(0)] par 1-périodicité de x +— fP(z) — x
LFP(0)] + LF(0)].

Comme | fP(0)] 4 | f9(0)] est un entier, | fP9(0)] > | fP(0)] + | f9(0)], d’ou la sur-additivité

de ([ f™(0)])n>0- Par des arguments similaires, on montre que la suite ([ f"(0)])n>0 est sous-

additive.

D’apres le théoréme on sait qu'il existe a € RU {+o0} et b € RU {—o0}, tels que
Lf"(0)] [/ (0)]

-’ — get —— — b
n n—-+oo n n—-+oo

v v v

Or pour tout n € N*,

FROIVROT

1
0< —
n n n

Donc en passant & la limite quand n — 400, on conclut que a = b.

De plus, pour tout n € N,
/M) _ 1"0) _ [0
n oon n

Par théoréme d’encadrement, on en déduit existence de la limite a(f).

2) Montrons que la suite de fonctions (z — (f"(x) — z)/n),>1 converge uniformément
sur R.
Soit = € [0, 1], par croissance de f™, on a :

f1(0) < f™(x) < f*(1) = f*(0) + 1.
Comme -1 <z <0:
f10) =1 < fM(0) = < f(2) —2 < f1(0) + 1 —a < f7(0) + 1.

D’ou

fm0) -1
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Ainsi,
1
a(f)|+=

n‘

\m—a(f)\ <|

n

f"0)

n

Par 1-périodicité de x — f™(x) — x, cette derniére inégalité est vraie pour tout z € R, et elle
ne dépend plus de . On a alors :

Ce qui démontre bien la convergence uniforme.

olde ol <29 g

n o) n

1
‘+— — 0.

n n—+oo

3) On a vu que T posséde un unique relévement & un entier prés. Soient fi et fo deux
relévements de 7. On sait alors qu’il existe k € Z tel que pour tout x € R, fi(x) = fa(z) + k.
Par récurrence, on montre que pour tout n € N, f'(z) = f3'(z) + nk Pour tout x € R, on a

donc
lim :M: lim M+k_
n—>r400 n n—>+00 n
Donc a(f1) = a(f2) + k et a(f1) = af2) dans R/z. O

Etudions le cas le plus simple : le cas des translations de R, qu’on voit comme rotations
de T.

Exemple 2.4. Rotations

Soit Rg ’homéomorphisme de R/y obtenu par passage au quotient & partir de Uapplication
tg:x— x4+ 60 de R dans R. Comme la fonction x — to(x) — x est constante égale a 0, pour
tout n €N, on a :

Et donc a(f) = 0 et p(Ry) = 0.

2.3 Premiéres propriétés

Nous pouvons alors démontrer quelques propriétés qui découlent facilement des définitions
et des propriétés sur les homéomorphismes de R et de T.

Proposition 2.5. Pour tout k € 7, p(T*) = k x p(T). En particulier, on a p(Idt) = 0
et p(T~') = —p(T).

Preuve :
Soient f un relévement de T et k € Z. Alors f* est un relévement de T%.

(f*)"(0) _ kf(0) — kxalf).

n kn n—o+oo

ce qui montre le résultat voulu. O

Le lemme suivant permet de relier des bornes sur le nombre de rotation d’un homéomor-
phisme. Il permettra de faciliter des démonstrations & venir.

14
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Lemme 2.6. Lemme fondamental
Soit f un relévement de T. Notons

a=inf f(z) —x et b=supf(x) — z.
zeR z€R

Alors :
1. Les bornes a et b sont atteintes sur [0,1] et méme sur [0,1].
2. De plus, a <b<a+1.
3. Enfin, a < a(f) <b.

Preuve :

1) La fonction x — f(z) — x est continue sur R et 1-périodique. Elle est donc bornée et
atteint ses bornes a et b sur le compact [0, 1]. Comme f(0) = f(1) — 1, elle atteint ses bornes
sur [0, 1].

2) Notons (z1,12) € [0,1]? tels que f(z1) — 21 = a et f(x2) — x2 = b.
1" cas : 11 < 290 < 171
En additionnant les inégalités f(z2) < f(x1) + 1 et —z2 < z1, on obtient :

b= f(za) —x2 < f(zr1) —z1+1=0a+1.

ond cas i wo <y < g+ 1
En additionnant les inégalités f(z2) < f(z1) et —z2 — 1 < —x1, on obtient :

b—1=f(z2) —x2—1< f(z1) — 21 = a.
Dans tous les cas, b < a + 1.
3) On a pour tout x € R, a < f(z) — 2z <b.

Montrons que pour tout n € N : na < f(0) < b. Pour n = 0, les inégalités sont vraies. Soit
n € N pour lequel na < f™(0) < nb. Par croissance de f, et par définition de a et b :

na+a < f(na) < f"7H0) < f(nb) < nb+b.

Ce qui montre les inégalités au rang n + 1 qui achéve la récurrence. Ainsi, pour tout n € N,

L 1"
n

<b.
Et par passage a la limite : a < a(f) < 0. O

Le théoréme suivant permet de relier l'existence de point fixe d’une puissance d’un
homéomorphisme avec la rationalité de son nombre de rotation.

Théoréme 2.7. On a l’équivalence
p(T) € Q/y < 3k € N*, T*a un point fize.
Plus précisément,

Vk € N*, k x p(T) = 0 <= T*possede un point fize.

15
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Preuve :
(=) Montrons le sens direct. Soit f un relévement de 7.
Dans un premier temps, montrons que si T’ ne posséde pas de point fixe, alors p(T) # 0. Par
hypothése, on a :
Ve eR, f(z)—x ¢ Z.

Or x — f(z) — = est continue est 1-périodique. Son image est donc un segment [a, b] inclus
dans R\ Z D’aprés le lemme 2.6, a < a(f) <b < a+1 et donc a(f) ¢ Z, ie p(T) # 0.

Soit k € N*. Supposons désormais que kp(T) = 0. Alors a(f) = j/k € Q avec j € Z
et k € N*. D’aprés la propriété on a donc a(f¥) = k x a(f) = j € Z. D’aprés le cas
particulier étudié précédent, T* posséde un point fixe, ce qui montre le résultat voulu.

(<) Montrons le sens réciproque. Soit k € N*. Supposons que T* a un point fixe 2. Soit f
un relévement de T'. Alors f*(xq) = xo+j avec j € Z et pour tout g € N, f9%(x) = 29+ xJ .
Soit n € N, la division euclidienne de n par k s’écrit n = kq,+r, avec g, € Navec0 < r, < k.
Ainsi,
f(zo) = fkqn—irrn (z0)

= (M (o))

= fT”(l”o + Qn])

= f™(x0) + qnJj par propriété des relévements

Il en découle : . .
f"(ﬂﬂo)—ﬂﬁo:]‘"ﬂ"(ffo)—fﬂoJr Wxj ]

n n Gn X k+1p notoo kb

D'ou a(f) =j/k € Q. O

Exemple 2.8. Rotation d’angle rationnel
Soit Ry, la rotation d’angle p/q avec (p,q) € Z x N*. Comme Rzﬁ: Idr, on a d’aprés le

théoréme q X p(Rp/q) =0, ce qui est en accord avec l’exemple

Du lemme et du théoréme précédents découle le corollaire suivant :

Corollaire 2.9. Soient f€ &1 et k,r € Z. Alors

Im(f* —1d) € Jr,r + 1[<= a(f*) €]r,r +1].

Preuve :
(=) Le lemme donne le sens direct.
(<=) Supposons que a(f*) €]r,r + 1[. Alors TJ’? n’a pas de point fixe d’aprés le théoréme
Donc Im(f¥— 1d) est incluse dans un intervalle ]s, s + 1[ avec s € Z. D’aprés le sens direct,
a(fF) €]s,s + 1. D'oil 5 = 7. O

Le nombre de rotation est un invariant de conjugaison. C’est 'objet de la propriété
suivante.

16
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Proposition 2.10. Le nombre de rotation est tnvariant par conjugaison topolo-
gique : pour tous Ty, To dans Hom™ (T),

p(Ty o Too T 1Y) = p(T).

Preuve :

Soient 11,15 € Hom*(Sl) et f1, fo des relévements de 17 et T respectivement.
Alors fiofoofy 1 est un relevement de T} o T o T L
Soit z € R, on a pour tout n € N :

(fiofeofi )V a)—z  fiofiofi'(z)—=a
n n

fi(f8 o il (@) = f5 o fi ' (x)

n
N O GO BN I GOty
n n

Or, par propriété du nombre de rotation

f5ofil (@) — fi ' (x)

o " =olh)
Et n . p—1 o -1 -1 o
lim J1(f3 o fi (z)) — f3 o fi (7) — lim /1 () —x —0
n—-4o00 n n——4o00 n

car les numérateurs sont bornés. En effet, les fonctions = + fi(x) —z et x + f; ' (z) — 2 sont
1-périodiques et continues donc bornées.
Donc finalement,
—1 n
(0] (o] Xr)— X
L (fofo i) @)

n—-+4oo n

= a(f2)

ce qui achéve la preuve. Il

2.4 Nombre de rotation d’'une composée

Existe-t-il une formule pour calculer le nombre de rotation d’une composée? D’abord,
nous montrerons que si deux homéomorphismes commutent, le nombre de rotation de
leur composée est la somme de leur nombre de rotation. Nous verrons ensuite que
cette propriété ne se généralise pas en exhibant un contre-exemple.

Théoréme 2.11. Soient Ty, Ts € H0m+(T) tels que Ty o Ty =11 o Ty. Alors,

p(T1 o T2) = p(T1) + p(T2).

Preuve :
Soient f1 et fy des relévements de 17 et T respectivement. Dans un premier temps,
montrons que f; o fo = foo fi:
Comme f1 o fo et fo o f1 sont des relévements de T} o T = T5 o 17, il existe une constante
C € Z telle que
fiofa=fao fi+C.

17
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D’ou
a(fio f2) =a(fz0 fr) +C.

De plus, on a

f2((f1 0 f2)"(0)) — a(f10 fa).

n n—-+4oo
En effet, comme fo — Idg est bornée :

fo((fie f2)"(0))  (fio f2)"(0)

n

— 0.
n—-+o0o

En passant & la limite quand n — 400 :

i 2210 f)M0) . (fio f2)"(0)

n—-+oo n n—-+o0o

= a(f1 0 f2).

Or, pour tout n € N,

fa((f1 o f2)"(0)) _ (fao f1)"(f2(0))

n n

Donc en passant a la limite quand n — oo, a(f1 o fo) = a(f2 0 f1). On en déduit que C' =0
et donc fi o fa = f1 o fo. Par conséquent, pour tout n € N, (f1 o fo)" = fi* o f.
Ainsi, grace a la convergence uniforme de ((f{*—Idgr)/n)n>1 vers a(f1), on a pour tout z € R,

(ficf)"@) —=z  _ fI(f3 @) - fF(x) n fi(x) —=z
WS a(fi) + alf2).

On conclut que a(f1 o f2) = a(f1) + a(f2) et donc p(Th o Ta) = p(T1) + p(12).
U

Remarque 2.12. On retrouve le résultat de la propriété 2.5 En effet, comme T commute
avec lui-méme, on peut facilement montrer par récurrence que :

Vk € Z, p(T) = kp(T)

Contre-exemple 2.13. Attention ! Le théoréme est fauz en général si 11 et T ne
commutent pas, comme le montre le contre-exemple suivant :

Soit f; : R — R définie par fi(z) := [x] + (z — [z])?. On peut montrer les résultats
suivants :

o f1 — Idg est 1-périodique.

e f1 est continue et strictement croissante sur [0, 1] grace au point précédent et au fait

que pour tout = € [0, 1] (y compris si z = 1), on a f(z) = 22.

e f1 —Idg est a valeurs dans [—1/4, 0] et ne s’annule que sur Z.
Soit fy : R — R deéfinie par fo(x) := fi(x + 1/2) — 1/2. Alors f2 a les mémes propriétés que
f1 hormis le fait que les zéros de fo — Idg sont les points de 1/2 + Z.
Soit alors Ty € Hom™(S') dont un relévement est fi, et Th € Hom™(S!) dont un relévement
est fo. Par construction, Ty et Ty possédent un point fixe donc p(T1) = p(T2) = 0 par le
théoreme 2.7

Or, pour tout z € R,
1 1
T-5 < fi(z) — 1S fo(fi(z)) < =

18
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L’inégalité f1(x) < x est une égalité si et seulement si x € Z, ce qui équivaut a f1(z) € Z.
De plus, l'inégalité fo(fi(x)) < fi(x) est une égalité si et seulement si fi(z) € 1/2 4+ Z. Ces
deux conditions étant incompatibles, on a pour tout z € R,

x—1<x—%§f2(f1(x))<x.

Donc T o T} ne posséde pas de point fixe. Et par le théoréme on a p(TyoTy) # 0, i.e.
p(T2 0 Th) # p(T2) + p(T1). O
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3 Continuité du nombre de rotation p(7") par rapport a T

Dans cette partie, nous allons montrer que le nombre de rotation p(7') dépend continument
de I'homéomorphisme T' de Hom™ (T).
3.1 Reésultats préliminaires

Nous avons besoin de quelques résultats préalables qui allegeront la preuve du théoréme
de continuité.

Définition 3.1. 5i f : R — R est une fonction uniformément continue. On définit
Uapplication module de continuité wy : R — R par wy(d) := sup E¢(d), ou

Ep(8) :={|f(x1) — f(x2)| : (x1;22) € R?, |21 — 3| < 6}

Proposition 3.2. Pour toute fonction f uniformément continue, le module de conti-
nuité wy posséde les 3 propriétés suivantes :

1. wy est croissant.
2. wy est sous-additif : Vo1,00 € R+, wf(<51 + (52) < wf(él) + wf(52),

—0

Preuve :
1) Soient 61,82 € R tels que 01 < d2. Comme Ef(81) C Ef(d2), sup E¢(01) < sup Ef(d2),
e, wr(01) <wyr(do).

2) Soient 61,02 € R, et 21,72 € R tels que |z1 — z2| < &1 + do. 1l existe x3 € R tel que
|1 — 23| < 01 et |x3 — x2| < d9. Et donc :

[f (1) — f(22)] [f(z1) = f@3)[ + | f(23) — f(22)]
sup Ef(01) + sup E¢(62)
wy(01) + wr(d2).

VAN VAR VAN

Par passage au sup, on obtient : w¢(d1 + d2) < wr(01) + wy(d2).
3) Soit € > 0. Comme f est uniformément continue, il existe n > 0, tel que :
(@1, 22) € R?, (lz1 — 22| <) = (|f(21) — fl@2)] <€)

On a alors wy(n) < e. Comme wy est croissant sur R, pour tout 6 € R tel que § <7, on a
wr(d) <wyr(n) < e, ce qui acheve la démonstration. O

Lemme 3.3. Soit r € Z.
Posons U, :={f € & : Tm(f — Idg) C |r,r+ 1[}. U, est un ouvert de & muni de la
topologie issue de la norme de la convergence uniforme.

20



TER: Les homéomorphismes du cercle préservant ’orientation Julie DEUDON

Preuve :
Soit f € U,. On a :

Im(f —Idg) Cl]r,r+1] < VzeR, |f(z)—z—(r+1/2)] <1/2
= |[|f—Idr — (r +1/2)[|oc < 1/2.

Avec ces équivalences on en déduit que U, = & N Boo(Idg + 7+ 1/2,1/2), ce qui permet de

conclure que U, est un ouvert pour la topologie demandée.

g

Lemme 3.4. Notons ¢y (R, R) l’ensemble des fonctions uniformément continues dé-
finies de R dans R. L’application ¢ : 6y(R,R) x ¢y (R,R) — 4y (R,R) définie par
U(f,g9) = fog est continue pour la topologie associée a la norme de la convergence
uniforme.

Preuve :

L’application v est bien définie car une composée de fonctions uniformément continues

est uniformément continue. Soient f1, f2, 91,92 € ¢y (R,R). On a :

qu(fhgl) - w(f%gQ)Hoo

[f1091 = f1092llec

Ifiog1 = fiogalls +11f1092 — f20 g2l
wi, (Ilg2 — g1llec) + [If2 = filloo

— 0 quand go — g1 et fo — f1

IN A

d’aprés la proposition O

Corollaire 3.5. Soit n € N, Uapplication ¢, : €u(R,R) — Cy(R,R) définie par
on(f) = f™ est continue pour la topologie associée 4 la norme de la convergence uni-
forme.

Preuve :

Par récurrence, montrons que pour tout n € N, ¢, est continue. Pour n = 0, le résul-
tat est clair. Soit n € N pour lequel ¢,, est continue. Alors pour tout f € ¢y (R,R), on a
Ont1(f) = 0 (f, ™) (on 9 est 'application du lemme [3.4]). Donc ¢,,41 est continue d’apres

I’hypotheése de récurrence et par le lemme 3.4}

3.2 Théoréme de continuité

Nous arrivons désormais au théoréme qui nous intéresse dans cette partie.

g

Théoréme 3.6. Le nombre de rotation p(T') dépend contindment de T.

Preuve :

Montrons d’abord que application a : &7 — R qui associe a(f) a tout f € & est

continue pour la topologie associée a la norme de la convergence uniforme dans &7.

Vérifions que pour tout ouvert O de R, a=1(0) = {f € &T : a(f) € O} est un ouvert de &.
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On peut se restreindre aux ouverts de la forme |r/k, (r + 1)/k[ avec r € Z et k € N*. Soit O
un ouvert de cette forme, on a :

o (0) = {feé&:alf)elr/k,(r+1)/k[}
{feé: alffy e rr+ 1[}(pr0priété
= {feé: Im(f* — Idg) Clr,r + 1[} (corollaire
= {feé&: fFeU) onU, est louvert du lemme
= Lplzl(Ur) ol g est application du corollaire

Or U, est un ouvert (lemme [3.3) et ¢y est continue (corollaire [3.5), a=1(O) est donc un
ouvert de &T.

Ainsi, I'application @ : f — a(f) = 7o a(f) est continue de & (muni de la topologie
issue norme de la convergence uniforme) dans R/7 (muni de la topologie quotient). Cette
application est constante sur chaque classe d’équivalence pour la relation d’équivalence sur
& définie par :

f ~ g<= f — g est constante et & valeurs dans Z.

Par passage au quotient, I'application @ fournit une application continue & de &%/, dans
R/7 telle que @ = & o p ou p est la projection canonique de & sur &7 /.

En utilisant I'isomorphisme ¢ vu au corollaire on en déduit que p est continue de &/,
dans Hom™ (T). O

Voici un diagramme commutatif récapitulant tous les liens entre les différentes applica-
tions introduites dans ce mémoire :

(&7 [ lso) -+ (R, [.])

e

(Hom™(T), dxc) s— (6" /s, dg) = (R/7,d)
-

p
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4 Etude des orbites de T et classification de Poincaré

L’objectif de cette partie est d’étudier les orbites d’un homéomorphisme T, et d’établir
un début de classification des homéomorphismes de Hom™ (T).
4.1 Homéomorphismes transitifs, orbites denses

Introduisons pour commencer quelques notions de vocabulaire autour des orbites.

Notation 4.1. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité avec I’homéomorphisme f: X — X (avec
X un espace topologique) considéré, on pourra noter O, := {f™(x),n € Z} Uorbite de élément
x sous l'action d’un homéomorphisme f.

Définition 4.2. Soit f : X — X un homéomorphisme.

1. On dit que f est transitif si et seulement si il existe un point x € X tel que
Uorbite O, est dense dans X.

2. On dit que f est minimal si et seulement si pour tout x € X, l'orbite O, est
dense dans X. Autrement dit, f est minimal si toutes les orbites sont denses

dans X.

Remarque 4.3. Tout homéomorphisme est minimal est transitif. Nous allons voir par la
suite que I'implication réciproque est vraie pour un homéomorphisme de Hom™ (T).

Exemple 4.4. Pour une rotation Ry, il y a équivalence entre :
1. Ry est minimale.
2. Ry est transitive.

3. 0 est irrationnel.

Preuve :
(1)=(2) Cette implication est immediate.

(2)=-(3) Montrons cette implication par contraposition. Supposons 6 = p/q (avec p € Z,
q € N* tels que p A g = 1). Pour tout = € T, Ri(z) = z et donc O, = {x, Rg(), ..., RI ()}
Comme toute orbite est finie, Ry n’est pas transitive.

(3)=(1) Supposons § € R\ Q. Soient = € T, et a € R tel que x = @. Montrons que O,
est dense dans T. On a O, = {Rj(x);n € Z} = w(a + 0Z) = 7(a + Z + 0Z). L’ensemble
G := Z + 07 est un sous-groupe de R contenant 1 et . Comme 6 est irrationnel, ce sous-
groupe ne peut pas étre de la forme aZ (avec a € R). Donc il est dense dans R, et donc
a + G est également dense dans R. Par continuité et surjectivité de m, O, = 7(a + G) est
dense dans R/Z, ce qui prouve le résultat. O

La propriété suivante présente une condition nécessaire pour qu’un homéomorphisme
soit transitif.

Proposition 4.5. Si p(T) € Q/z, alors aucune orbite de T n’est dense dans T. De
fagon équivalente : si T est transitive, alors nécessairement p(T) ¢ Q/7.
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Preuve :

Dans un premier temps, montrons que si p(T') = 0, alors aucune orbite de T' n’est dense.
Soit f le relévement de T tel que a(f) = 0. Soit F' I'ensemble des points fixes de f. Alors F
est non vide par le théoréme et F' est invariant par translation de 1.

Soit € R. Considérons :

a(x) =sup(F N | — oo, z]) et b(x) = inf(F N [z, +ool)

Comme F' est non minoré, non majoré et fermé, a(z) et b(x) sont des réels vérifiant l'inégalité
a(x) < x < b(x) et sont des points fixes de f. Sur ]a(x), b(x)[, la fonction continue f — Idg
ne s’annule pas donc garde un signhe constant.

Supposons que f — Idg > 0 sur Ja(x),b(z)[. Pour tout y € [a(x),b(z)], on a alors
fla(z)) = a(z) <y < f(y) < bx) = f(b(x)).

La "suite" (f™(z))nez est croissante et a valeurs dans [a(z),b(x)]. Donc il existe des réels
01,05 € [a(z),b(z)] tels que :

Ces limites ¢; et lo valent nécessairement a(x) et b(x) sinon on aurait un point fixe dans
l'intervalle ouvert |a(z),b(x)] et cela contredirait la construction de a(x) et de b(z).

Supposons maintenant que f—Idg < 0 sur Ja(z), b(x)[. Avec des arguments similaires, on
montre que (f"(x))n>0 et (f~"(x))n>0 convergent vers b(z) et a(z) quand n — oco.

Par construction, ’ensemble K = {f"(z);n € Z} U {a(x);b(x)} = O, U {a(x);b(x)} est
un compact de R. De plus, K = O,. En effet, comme O, C K et K fermé, on a O, C K.
Et comme K = O, U {a(x);b(x)}, et a(x),b(x) € O, d’aprés 'étude réalisée précédemment,
on a K C O,. Ainsi, 'adhérence de 'orbite de z sous l’action de T est dénombrable, en

particulier, Porbite de = n’est pas dense dans S'.

Soit maintenant T' tel que p(T') € Q/7 quelconque. Considérons alors p € N* tel que
p x p(T) = p(T?) = 0. Soit = € R/7z. L’orbite O, de x sous 'action de T" est 'union finie des
orbites de z, T(z), ..., TP~ !(z) sous 'action de TP. Les adhérences de ces orbites sont dénom-
brables d’aprés le cas particulier précédent. On en déduit que O, est dénombrable (comme
union finie d’ensemble dénombrables). En particulier, O, n’est pas dense dans T. [

4.2 Classification de Poincaré

Nous avons vu que si T était transitif, alors nécessairement son nombre de rotation était
la classe d’un irrationnel de R/7. L'objectif de la classification de Poincaré est de relier
plus précisément ces homéomorphismes aux rotations d’angle irrationnel, qui sont des ho-
méomorphismes plus simples & étudier.

Définition 4.6. Soient X et Y deux espaces topologiques et f: X — X, g:Y — Y
deuz homéomorphismes. On dit que [ et g sont semi-conjuguées (resp. conjuguées)
sl existe une application continue surjective (resp. bijective) h 'Y — X telle que

foh=hog.
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Le lemme qui suit sert a préparer le théoréme sur la classification de Poincaré.

Lemme 4.7. Soit f un relévement de T. Supposons a(f) ¢ Q.
Soient ni,na, mi1,mo € Z, il y a équivalence entre :

1. VzeR, f"(x)+m < f"(x)+ me.
2. nia(f) +mi < nea(f) + mo.
3.z eR, f"(xz)+m < f"(z) + ma.

Preuve :
(1)=(2) On a pour tout x € R :

() +my < x4 mo <= fMT"(x) —x < mg—my.
Le lemme appliqué a f™ "2 et la propriété nous donnent :

a(f™7") = nia(f) — naa(f) < mg —ma.

Ce qui est équivalent & nja(f) +mi < naa(f) + ma, ce qui est U'implication voulue.

(2)=-(3) Montrons cette implication par contraposition. L'implication (1)=-(2) reste vraie
si 'on remplace les inégalités strictes par des inégalités larges et si 'on échange (mq,nq1) et
(mg, ny), ce qui nous donne exactement l'implication recherchée.

(3)=(1) Comme a(f) ¢ Q, T™>~™ n’a pas de point fixe (théoréme [2.7). Donc l'image de
f27™ —1d est contenue dans un intervalle |r, r+1[ avec r € Z. En particulier, pour tout « € R,
on a f2(z) — f1(z) = fo(F7(2)) — f71(2) €]y r 4 1] O my—ma < f72(z) — £ (x).
Comme mq —mo € Z,on amy; —mg < r.

Et donc, pour tout z € R, fm2(z) — f™(x) = fr2=™(f"(x)) — f™(z) > r > my — ma, ce
qui achéve la démonstration. O

Théoréme 4.8. Supposons que p(T') ¢ Q/7, ie supposons que pour tout relévement f
de T, a(f) € R\ Q. Notons ar 'unique représentant de p(T) dans [0,1[. La classifi-
cation de Poincaré distingue deux cas :

1. SiT est transitive, alors T est conjuguée a la rotation R, .

2. 5iT n’est pas transitive, T' est seulement semzi-conjuguée a la rotation R, .
Plus particulierement, il existe une application continue surjective h telle que

hoT = Rq, oh.

Preuve :
Soient x un réel fixé et f un relévement de 7. On définit A et B les ensembles suivants :

A= {f"(z) +m;(n,m) € Z*} et B = {nar +m;(n,m) € Z*}.

Comme B est un sous-groupe de R qui contient 1 et lirrationnel a7, il ne peut donc étre de
la forme AZ (avec A € R), donc il est dense dans R.

On pose l'application H : A — B définie par

H(f"(x) +m) = nar + m.
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D’apres le lemme [1.2] H est bien définie (comme o est irrationnel), bijective et strictement
croissante. De plus, pour tout z € A, il existe n,m € Z tels que z = f"(x) + m et on a alors

H(z+1) = H(f*(z) + m+1) =nar + m+1=H(z) +1
et
H(f(2)) = H(f(f"(z) +m)) = H(f""(z) +m) = (n+ ar +m = H(z) + ar.
On définit la fonction H : R — R en posant pour tout y € R :
H(y) = sup{H(2) : z € AN] — 00, y]}.

On_vérifie facilement que pour tout y € A H(y) = ﬁ(y), ainsi H prolonge H. De
plus, H est croissante sur R. En effet, soient y1,y2 € R tels que y1 < y2. On a l'inclusion
{H(z):z € AN|—00, 1]} C {H(2) : z € AN]|—00, y2]} et par passage au sup, H(y1) < H(y2)-

Montrons que H est continue sur R. Soient Yo € Ret € > 0. Comme B est dense dans
R, on peut choisir by,by € B tels que H(yo) —e < b < H(yo) < by < H(yo) + €. No-
tons aj et ay les antécédents de by et by par H (qui est bijective). Par croissance de H on
aa; < ag et pour tout y € [ay, az], |H(y)—H (yo)| < . On en déduit que H est continue en yq.

De plus, comme H est continue, Im(H ) est un intervalle de R contenant B qui est dense
dans R. Ainsi, Im(H) = R, et donc H est surjective.

Remarquons que, pour tout y € R :

H(y+1) = sup{nar+m:(n,m)ecZ? f"z)+m<y+1}
sup{nar +m: (n,m) € Z*, f*(z)+m—1<y}
sup{nar +m+1: (n,m) € Z%, f"(z)+m <y}
= H(y)+1

et

A(f(y) = suplnar+m: (nm) €22, f(2)+m < f(5)}

sup{ar + (n — Dagp +m: (n,m) € Z*, " Yz)+m <y}
ar +sup{nar +m: (n,m) € Z*, f"(z)+m <y}

= ar+ H(y).

Ainsi, par passage au quotient H fournit une surjection continue h : R/7 — R/7 telle que
hoT = Ry, oh.

Dans le cas ot T est transitive, on peut fixer un réel x tel que I'orbite de T sous 'action
de T soit dense dans R/7. Pour ce choix du réel z, 'ensemble A précédemment défini est
dense dans R. Pour tous réels y; < yo, il existe z; < z2 dans A tels que y1 < z1 < 29 < Ya.
Par croissance stricte de H et par croissance de H , on alors

H(y1) < H(z1) = H(z1) < H(z2) = H(z2) < H(y2).
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Ainsi, dans ce cas H est strictement croissante donc bijective sur R. Cela entraine que h est
bijective et donc que T' est conjuguée a Rq,. (]

Corollaire 4.9. Il y a équivalence entre les 3 propriétés suivantes :
1. Il existe x € T tel que O, soit dense dans T (autrement dit, T est transitif).
2. T est conjugué a une rotation d’angle irrationnel.

3. Pour tout x € T, l'orbite O, de x est dense dans T (autrement dit T est minimal).

Preuve :
(1)=(2) Cette implication est donnée par la classification de Poincaré (théoréme [4.8]).

(2)=-(3) Si T est conjugué a Ry, avec § € R\ Q. Alors, il existe h continue bijective telle
que T'=ho Rygoh~!. Soit € T. L’orbite de x sous I’action de T est :

O

{T"(x),n € N}
= {hoRjoh ™ (z),ncZ}
= h({R§(y),n € Z}) ou y = h™' ().

Comme {R}(y),n € Z} est dense dans T d’aprés I'exemple et comme h est continue et
surjective, O, dense dans T.

(3)=(1) Cette implication est immeédiate. O
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5 Ensemble dérivé de T

Dans toute cette partie, on considére T € Hom™ (T) tel que p(T) ¢ Q/z.

Notation 5.1. Soient x,y € R/y. Notons a,b les représentants dans [0,1] de x,y. On pose :

_ [ 7([a,]) sia<b
b, y] = { m([a, 1) Um([0,8]) sia>b.

Remarque 5.2. Pour tous x,y € R/y, avec la notation précédente on a :

[z, 9] Uly,z] =T et [z,y] N [y, z] = {z;9}.

Lemme 5.3. Soient x,y € R/7, on a légalité T([z,y]) = [T'(z), T (y)].

Preuve :

Soit f un relévement de T'. Soient a, b, ¢, d les représentants dans [0, 1] de z,y, T'(x), T (y).
Supposons sans perte de généralité que 0 < a < b < 1. Alors f(a) et f(b) sont des représen-
tants de T'(x) et T'(y) et f(a) < f(b) < fla+1)= f(a)+1.On a:

T([z,y]) = (T om)la,b] = (o f)la,b] = x([f(a), f(b)]).

1°" cas : f(a) et f(b) appartiennent & un méme intervalle [k, k + 1[ avec k € Z.
Dans ce cas, c = f(a) —k et d = f(b) — k. On a alors :

[T(x), T(y)] = 7([e, d]) = w(le, d] + k) = 7 ([f(a), F(b)])-

2" cas : il existe k € Z tel que f(a) < k ().
) —

<f
Dans ce cas, ¢ = f(a) —k+ 1 et d = f(b) — k. Ainsi, ¢ > d et on a alors :

[T(z),T(y)] = (e, 1])) Un([0,d])
= (e, 1[+k — 1) Un([0,d] + k)
= w([f(a),k)) Un([k, f(D)])
= 7([f(a), f(D)])

Dans tous les cas, on a T([z,y]) = 7([f(a), f(b)]) = [T(x),T(y)], ce qui démontre le
lemme. O

Lemme 5.4. Soient n,m € Z avec n # m. Soit xg € T. Notons A := [T"(x0), T (x0)]
et A= [T™(x), T™(x0)] les deux arcs de cercle joignant T"(xq) et T™(xq).
Alors, pour tout ko € N, il existe des entiers k1 > ko et k} > ko tels que

k1 kY
T = U Ti(m=—mn) A _ U Ti(m=—n) A’
Jj=ko Jj=ko

De plus, pour tout v € T, lorbite O, de x rencontre A et A" une infinité de fois dans
le passé comme dans le futur.
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Preuve :

Soient f un relévement de T, zg € T, ko € N et n # m dans Z. Comme p(T') ¢ Q/7, on
a d’aprés le théoréme que T™(xzg) # T™(xp). Notons a,b les représentants dans [0, 1] de
T™(xp) et T™(x0). Supposons, sans perte de généralité, que 0 < a < b < 1. Pour tout k € N,
on a par croissance de f :

fk(mfn)a < fk(mfn)(b) < fk(mfn)(a_’_ 1) _ fk(mfn)(a) +1

De plus, on remarque que T " (T"(xg)) = T™(x0), donc f™(a) = b+ r avec r € Z. Pour
tout k € N, notons :

Iy = [fF = (a) — kr, R () — kr] et Ay = m(I).
Pour tout k € N, la borne inférieure de I est la borne supérieure de Ij. En effet :
FED=R) (@) — (K + 1)r = fA= (b 4 7) — (kb + L)r = fHm7(b) — k.
Ainsi, les (I;)r>0 sont adjacents les uns aux autres. De plus,

Ay = w(ly)
= 7 ([ @ — k), AT (b — ker)])
= 7(fFm=a — kr,b— kr))
= T ") (x([a — kr,b— kr]))
= T (x[a, b))
=TT (20), T ()]
= [TF (T (), TR (T™ (20))] d’apres le lemme [5.3

k1
Montrons qu’il existe k1 € N tel que T = |J Aj. Pour tout k > ko,

J=ko
k k k
Uai= U ==(U L) = a7 (a) - kor, £ () ~ kr))
j=ko J=ko J=ko

k(m—n) b k(m—n) _
f (b]j b—kr _ f k(b) b —p k_>_+>oo a(fm—n) —
Comme " "(a) —a=b—a+r €|r,r+ 1] et que a(f™ ") ¢ Z, 'image de f™" — Idg ne
contient pas d’entier donc reste incluse dans |r,r + 1[ (théoreme [2.7). D’aprés le corollaire
on a a(f™ ") €|r,r+ 1] et donc a(f™ ™) —r €0, 1].
On en déduit que la suite (f¥=™)(b) — kr)p>o tend vers +oo. Ainsi, il existe un rang ky > ko
tel que pour tout k > k1,

k
FH=m () — kr > R (a) — kor + 1 dou T = | A
Jj=ko
On montre le résultat sur A’ de fagon similaire.
Ainsi, pour tout x € T et pour tout ko € N, il existe j1 > ko et j; > ko tels que
e TNm=mA et 2 € THM A’ On a donc T (z) € A et T (z) € A/,
c’est-a-dire O NA # (0, O, N A" # () ce qui prouve le lemme. O
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Théoréme 5.5. Soit x € T. Notons L, l’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (T"(x))n>0. L'ensemble Ly posséde les trois propriétés suivantes :

1. Il est invariant par T et T~
2. 1l ne dépend pas de x.

3. Il vaut soit T tout entier, soit un fermé de T d’intérieur non wvide sans point
150lé€.

Preuve :
1) Cette propriété est immédiate.

2) Soient z1,z9 € T. Montrons que Ly, = L,,. Soit € L,,. Il existe ¢ : N — N stricte-
ment croissante telle que T9*) () v
— 00

D’apres le lemme pour tout £ € N, il existe des entiers naturels n arbitrairement
grands tels que T"(z9) appartienne a Parc de cercle le plus court joignant T%%)(z;) et
T7#%+1)(2,). On peut donc construire une suite strictement croissante (ng)k>0 d’entiers na-
turels telle que pour tout k € N, T (x9) appartienne a l'arc de cercle le plus court joignant
T9F) (21) et T9E+TD (1), On a alors T™ (z) v Donc z € L,,, ce qui montre Ly, C Ly,.

Par symétrie L,, C L,,, d’ou I’égalité ensembliste.

3) Soit x € T et y € L,. Par définition de L,, on a une suite strictement croissante
(nk)k>0 d’entiers naturels telle que y = klim T™ (x). Par le point 1, L, est invariant par T
- —00
et donc pour tout k > 0, 7" (x) € L,. De plus, pour tout k # 0, ng > 1 et donc T"* () # x.
Donc y est un point adhérent & L,\{y}, i.e. y n’est pas un point isolé. Ainsi, L, ne posséde
pas de point isolé.

Supposons que L, ne soit pas d’intérieur vide. Alors L, contient une boule BR/Z(y,T),
avec y € Ly et r €]0,1/4[. Comme y est une valeur d’adhérence de la suite (T%(x))x>0, on
peut trouver deux entiers naturels n # m tels que T"(z) et 7™ (z) soient dans B,z (y, 7).
Soit I" l’arc de cercle le plus court contenant 7" (z) et 7™ (z) (cela peut étre A ou A’ définis
dans le lemme . Ainsi,

I'C BR/Z(y,T) C L.
D’apreés le lemme (appliqué pour ko = 0), il existe k1 € N tel que :
k1 k1
T =1/ c | it L, = L,
Jj=0 Jj=0
la derniére égalité provenant du fait que L, est invariant par 7. Ainsi, L, = T tout entier si
L, n’est pas d’intérieur vide, ce qui achéve la preuve. O

Le théoréme [5.5] motive et justifie la définition suivante :

Définition 5.6. L’ensemble fermé Lt des valeurs d’adhérence de la suite (T™(x))n>0,
qui ne dépend pas de x € T, est appelé ’ensemble dérivé de T.

Le point 3 du théoréme montre que l'ensemble dérivé est soit T tout entier, soit
un fermé d’intérieur non vide sans point isolé. Ce deuxiéme cas se produit effectivement :
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Arnaud Denjoy a construit I’exemple d’un homéomorphisme dont I’ensemble dérivé ne vaut
pas T tout entier. C’est ’objet du théoréme suivant, dont on admettra le résultat.

Théoréme 5.7. Exzemple de Denjoy
Soit a un wrrationnel fivé. Tout ensemble L fermé d’intérieur non vide sans point isolé
peut étre vu comme ensemble dérivé d’un homéomorphisme de nombre de rotation .

Enfin, le cas ol 'ensemble dérivé vaut T tout entier est plus simple et donne lieu a la
proposition suivante.

Proposition 5.8. On a les équivalences suwivantes :
1. Ly =T.
2. T est minimal.

3. T est transitif.

Preuve :
D’apreés le théoréme [5.5 pour tout « € T, 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(T™(z))n>0 est égal & l'ensemble dérivé Ly. Ainsi, on a :

Ly = ﬂ {T"(z); n> N} C O,.
NeN

(1)=(2) Si Ly = T, alors pour tout € T, l'orbite O, est dense dans T, donc T est
minimal.

(2)=-(3) Si T est minimal, alors T" est transitif par définition.

(3)=(1) Si T est transitif, alors il existe x € T tel que l'orbite O, est dense dans T.
Par définition, ’ensemble Ly contient tout point de {T"(x); n > 0} qui n’est pas dans
{T"(x); n > 0}, c’est-a-dire :

O \{T"(z); n >0} C L.

Comme {T™(x); n > 0} est dénombrable, 'ensemble O, \{T"(z); n > 0} est dense dans T.
Et comme Lt est fermé, avec 'inclusion précédente, on conclut que Ly = T. O

Remarque 5.9. On a redémontré I’équivalence vue au corollaire[{.9 entre transitif et minimal
dans le cas des homéomorphismes préservant lorientation.
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6 Owuverture : bréve étude du cas des homéomorphismes ren-
versant 1’orientation

Nous nous sommes intéressés jusqu’ici uniquement aux homéomorphismes préservant
I’orientation. Il est alors naturel de se demander si les homéomorphismes renversant 1’orien-
tation possédent des propriétés remarquables.

Proposition 6.1. Soit T € Hom™ (T) un homéomorphisme renversant [’orientation.
Alors T posséde exactement deux points fires.

Preuve : Soit f € & un relévement de T. Notons g : R — R la fonction définie par
g(z) = f(x) —z. La fonction g est continue et strictement décroissante car f et —Idg le sont.
Donc g est un homéomorphisme décroissant de R dans R. Comme g(1) = f(1)—1 = f(0) —2,
les seuls éléments de g~1(Z) dans [0, 1] sont 21 := g~ (|g(0)]) et z2 := g~1(|g(0)]). Ainsi,
les seuls points fixes de 1" sont ZT7 et T3. O

Corollaire 6.2. Soit T € Hom™ (T). Alors :
1. T? € Hom™ (T) et p(T?) = 0.

2. Pour tout x € T, les suites (T°"(2))n>0, (T?""1(2))n>0, (T2 (2)),>0 et
(T=21(x)),>0 convergent vers des points fizes de T?. Par conséquent, ’adhé-
rence de lorbite de x est dénombrable.
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