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Introduction

Nous aborderons la théorie du résultant et nous 'appliquerons a I’étude de l'intersec-
tion de deux courbes planes définies par des équations polynomiales.
Nous définirons le résultant de deux polynoémes de A[T] ou A est un anneau commutatif
unitaire et intégre et nous énoncerons quelques-unes de ses propriétés fondamentales.
Nous montrerons le théoréme de Bézout faible qui donne une majoration du nombre de
points d’intersection de deux courbes planes par le produit des degrés totaux des deux
polynomes qui les définissent.
Ensuite, nous étudierons différents types d’intersection et leur relation avec le résultant de
ces deux polynomes. Nous verrons aussi I'intérét de travailler sur un corps algébriquement
clos, ce que nous ferons par la suite, et de prendre en compte les points a l'infini.
A chaque courbe plane, nous associerons donc une courbe du plan projectif, ce qui permet
de compléter la courbe affine initiale par ses points a 'infini.
Nous utiliserons une carte adaptée et des coordonnées adaptées pour compter le nombre
de points d’intersection de deux courbes projectives planes, en pondérant par la multipli-
cité qui apparait dans le résultant des deux polynémes S et T' qui définissent ces courbes
dans les coordonnées adaptées.
Nous montrerons que ce nombre est égal au produit des degrés totaux de S et T



I - Généralités sur le résultant

Soit A un anneau commutatif unitaire intégre, et soit K = Fr(A) son corps des
fractions.

I.A Définition

On considére P, Q) € A[X] et on note P = qoX? +---+a, et Q =0y X9+ ---+b,.
On définit, Yn € N, A, [X] le A sous-module libre de A[X] composé des polynomes de
degrés strictement inférieurs a n, qui a pour base B, = (X" 1, ... 1).

De méme, Vn, m € N, on note B, ,, la base du A-module libre A,,[X] x A,,[X] et alors on
a: By, =((X""10),--,(X,0),(1,0), (0, X™1),---,(0,X),(0,1)).
On considére alors le morphisme de A-modules libres :

D Ag[X] x Ap[X] — Apig[X]
(U,V)— UP+VQ

Définition : Le résultant de P et ) en degré (p,q), noté res(P, Q) est le déter-
minant de la matrice de ® dans les bases By, et B,y :

res(P,Q) = det M(®, B,iq, B,,) € A

a 0 - 0 b 0O -~ 0
aq bl :
0 0
M(®,ByiqByy) = | ao bo
avec M(®, B4, By p)
Qp aq bq bl
0 0
o - 0 a 0 -+ 0 b

Notation : Dans ce qui suit, on va considérer des polynéomes P et () a plusieurs
indéterminées Xi,---, X, et on notera resy, (P, Q) le résultant des polynomes P et @
vus comme polynomes en X;.



I.B Premiéres propriétés du résultant
Proposition 1 : Soient P, () € A[X] : res(P,Q) = (—1)Pres(Q, P).

Preuve : Si on note C; la iéme colonne de la matrice dont le déterminant est res(P, @), alors
on cherche a transformer (Cy, - -+ ,Cy, Cyt1, -+, Cpig) en (Cyia, -+, Cyip, C1, - -+, Cy) par
produits de transpositions.

Dans un premier temps, on envoie Cyy; a la position 1 par le biais de ¢ transpositions.
On réitére 'opération sur la colonne C, ;o envoyée a la position 2 par le produit de ¢
transpositions. Finalement, on peut passer de I'une a l'autre des matrices par le produit
de pq transpositions que ’on note 7; pour j entre 1 et pq, et alors :

res(P,Q) = det(Cy, -+ ,Cy, Cot1, -+, Cpiyg)
=det (1 - Tpg(Coq1, -+, Cgup, C1, -+, Cy))
= (‘qudet(CqHa o Cgp, Oy oo 7061)
= (—=1)"res(Q, P).

Lemme 2 : Soit ¢ : A~ — A" un morphisme de A-modules, B, B’ deux bases de A".

On a I'équivalence :
v injective < det M (¢, B, B') # 0.

Preuve : On note 2 la matrice M(¢, B, B).

Montrons que v est injective si et seulement si det(£2) # 0.

On note C; la colonne 7 de €.

< Soit x € A" tel que ¥ (x) = 0. Par définition de M (¢, B, B’), on a ¢(x) = Qx et donc
on a Qx = 0 et alors en appliquant : ‘fcom(2)Q2 = det(Q2).I, & x, on a :

det(Q2).x =fcom(Q)Q.z = 0.

Comme det(€2) est supposé non nul, on a alors x = 0 par intégrité de A, d’on 'injectivité
de 1.

= On raisonne par contraposée.

Supposons que det(2) = 0, on a alors les colonnes de 2 qui forment une famille liée et
donc il existe un vecteur colonne V' non nul de K" tel que QV = 0.

On multiplie V' par le produit des dénominateurs de ses coefficients et alors on a un nou-
veau vecteur colonne U non nul a coefficients dans A" cette fois-ci tel que QU = 0 et alors
»(U) = 0, donc 9 n’est pas injective puisque ¥ (U) = ¢(0) = U = 0, d’ou la conclusion.



Proposition 3 : Soient P,@Q € A[X] ou P est de degré p et @ est de degré inférieur
ou égal & q. Les assertions sont équivalentes :

(1) @ est injective

(2) res(P,Q) # 0
(3) P et @ sont premiers entre eux dans K[X].

Preuve : Par le Lemme 2, (1) < (2) est vérifiée.
Il reste donc a montrer que (1) < (3).

(3) = (1) : On suppose que P et () sont premiers entre eux dans K[X].

Soit (U, V) dans A@[X] x AP)[X] tel que ®(U,V) = 0.

Ainsi, UP+ V@ =0 et donc on a UP = =V Q (x).

Comme K[X] est principal et que P et ) sont premiers entre eux, on a Q|U et P| =V
par le lemme de Gauss, donc IF, F' € K[X] tels que :

—V = FP et U= F'Q et alors en remplagant dans 'expression (x), on a F'QP = FPQ
donc F = F’ car P et Q sont non nuls (ils sont premiers entre eux).

D’autre part, on a deg(V') = deg(F) + deg(P).

Si F' # 0, alors deg(F') > 0 et alors on aurait deg(V') > deg(P) = p et comme deg(V') < p
par hypothése, on aboutit a une contradiction, donc F' = 0.

Ainsi, V =0 et U = 0 donc (U, V) = 00 x]xam[x]> ¢ qui donne I'injectivité de ®.

(1) = (3) : On raisonne par contraposée.

On suppose donc que P et () ne sont pas premiers entre eux.

Il existe donc un polynéme H non nul de K[X] tel que P = HP; et Q = HQ; et P, Q4
sont de degrés respectifs strictement inférieur a p et de degré strictement inférieur a q.
Ainsi, en multipliant P; et @)1 par b le produit des dénominateurs des coefficients de P;
et Q1, on a bP, € AP[X] et bQ, € AD[X].

D’autre part, on a PQQ = HP,() = HQP donc P,QQ = Q1P et donc bP,QQ — b1 P = 0,
i.e.®(bQ, —bP;) = 0, ce qui montre que ® n’est pas injective car bP; # 0.

Lemme général : On considére le morphisme d’évaluation suivant :

e Z[X1, -, Xy — Al
X, —> x;

Soient P,Q € Z[X1, -+, X,|[T], et P,Q € A[T] tels que :
P=> AT Q=) BT P=> e(A)T" Q=) eB)T’.
i=0 §=0 i=0
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Alors on a : |res(P, Q) = e(res(P,Q))| .

Preuve : On note (7 ;)1<i j<ptq 1a matrice dont le déterminant est res(P, Q) et (Ri;)1<ij<ptq
la matrice dont le déterminant est res(P, Q) et alors Vi, j € [1,p + q],7;; = e(Ri;)-
D’autre part, la formule du déterminant nous donne que :

pt+q

res(P,Q) = Y e0) [[ o0
UGSp+q =1
p+q

= Z G(O—)He(RU(i)’i)

0€Sp+q
p+q
= e( E (o) H Ra(i),i) car e est un morphisme d’anneaux
i=1

0€Sp+q

=e(res(P,Q)).

Théoréme 4:Onnote P(T) =U(T—-X;)--- (T—X,) et Q(T) =V (T'-Yy)--- (T-Y,)
des polynomes de Z[U,V, Xy, -+, X,,, Y1, -+, Y,][T]. Alors :

P q

resp(P,Q) = UPV? H H(X’ -Y))

i=1 j=1

=ur]Je(x) = (=1 [ Pos).

Preuve : Ona P(T) = A)T?+---+ A, =U(T - Xy)--- (T — X,)
et QT) =BT+ ---+B,=V(T'-Y1)--- (T =Y,).
En appliquant les relations coefficients-racines, on a :

Vi€ [0,p], 4 = (=1)" Aoy (X1, -+, X))
= (_1)iUEi(X1>"' ’Xp)
Vj€lp+1p+d],Bj = (=1)BoZ;(Y1, -+, Yy)
VYY)
= VWJ

Comme resp(P, Q) = despﬂ e(o) Hfif Ro(i),i



et que Vi < q, Ro(),i = Ao@y—iet Vi > ¢, Ro(i),i = Bgyo(i)—i> on a :

TBST(P, Q) = Z 6(0‘) H Aa(i)fi H BquU(i),

0ESptq 1<q 1>q

= Z e(o) H UZg(iy—i H VWit~

0E€ESpiq 1<q i>q

AL DRI | 2T | L

UESp+q i<q i>q

Ainsi, UV? divise resp (P, Q).(1)

D’autre part, on considére le morphisme d’anneaux
v Z[U>V>Xl>“' 75(\2'7"' aXpayvla"' >Y:1HXZ] —>Z[U>V>Xl>"' 75(\1'7"' 7Xp7}/17"' 7}/:1]

qui & X; associe Y;. Ainsi, U(P) et U(()) ont une racine commune, a savoir Y; donc par
la Proposition 3, resp(V(P), U(Q)) = 0 et alors le Lemme général nous donne que
U(resr(P,Q)) =0.

Donc Vi € [1,p] et Vj € [1,q], X; —Y; divise resp(P, Q).

Comme ils sont de degré 1 et tous distincts, on a :

H (X; —Y;) qui divise res(P, Q).(2)

i€[1,p],5€(1,4]

Donc les conditions (1) et (2) donnent que

S=vv" J] (Xi—Y)) divise resp(P,Q).

i€[1,p].j€[1,q]

Et donc 3W € Z[U,V, Xy, -+ , X}, Y1, -, Y] tel que resp(P, Q) = SW et donc tel que
degy(resp(P,Q)) = degy(S) + degy (W),

Or, on a degy(resp(P,Q)) = degy(S) = q et donc on a degy (W) = 0.

De méme, degy (resp(P,Q)) = degy(S) = p donc W est aussi une constante par rapport
aV.

De plus, pour tout i € [1,p], on a degx,(resr(P,Q)) = degx,(S) = q (car les polyndomes
symeétriques élémentaires ont un degré par rapport a X; égal a 1) donc W est une constante
par rapport aux variables Xj.

Il en est de méme pour les variables Y; pour j allant de 1 a g.

Ainsi, W est une constante par rapport a chacune des variables donc W = \ € Z.

On a donc res(P, Q) = AS.

Pour trouver A, on évalue I’expression en 0,---,0,Yy,---
5(07... ,0,Yq, - 7yq) — (_1)quqvp = lyjp

resp(P,Q)(0,---,0,Yy,---,Y,) = resT(P, Q)(Y1,~~ ,Y,) ou

Yo)-
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P(T) = UT? et Q(T) = V(T = Y1)--- (T = Y,).
On a donc, en écrivant la matrice, que :
resp(P,Q)(0,---,0,Yy,--- YY) = resp(P,Q)(Y, - - - Y,)
= U1By = UN((~1VE (Y, - V)
— (CLPUVIE (Y

q
= (~nruvr ([ v)r
j=1
q
— (_1)quqvaYjp
j=1
=500, ,0,Y;,---,Y,).
On a donc que A = 1, et alors R = .S, ce qui confirme la premiére formule du théoréme.

En reprenant la définition de P(T), on a directement les deux égalités suivantes (le (—1)P
vient de X; —Y; = —(V; — X))).

Corollaire 5 : Soit A un anneau. Soient P et Q € A[T], P =u][[_ (T — o),
Q = H;I':1(T - BJ)
Alors resr(P, Q) = wPv? [[[_, [Tj_i (s — B;) = w? [[i_, Q(cu) = (=1)P [T}, P(5;).

Preuve : On utilise Py et @)y du Théoréme 4 (qui s’appelaient P et @)) et le morphisme
d’évaluation :
€ :Z[Ua‘/?Xla"' 7Xm7)/17"' 7Yn] — A.
X, — o }/J — ﬁj
Ur—u Vi—w

On applique le Lemme général en notant que P = e(Fy) et que Q = e(Qy), et alors
e(resr(Fo, Qo)) = resr(P, Q).
Ainsi, resp(P, Q) = uPv? [T}, [T, (w — B;) = v’ [[i-, Qi) = (=1)P? TTj_, P(B)).

IT - Théoréme de Bézout faible

Dans cette partie, on va montrer que pour P et () deux polynomes de A[X,Y] de
degrés totaux respectifs p et ¢, Uintersection de Cp = V(P) = {(z,y) € A?/P(x,y) = 0}
avec Cg = V(Q) = {(z,y) € A?/Q(x,y) = 0} contient au plus pg points, et nous verrons
plus tard que dans le cas particulier ot P et () sont des polynémes homogenes, C'p N Cq
contient exactement pq points.



II.A  Préliminaires

On commence par montrer des résultats intermédiaires sur le résultant de P et Q).

Proposition 1 : Soient P,Q € A[X], alors, 3U; € AW[X] et 3V} € AP[X] tels
que :

res(P,Q) = U, P+ V1Q.

Preuve : Soit € la matrice de ® dans les bases By, et By, = (XPT7, .- X 1).

Comme res(P, Q) € A, on assimile res(P, Q) le polynome constant au vecteur dans AP*9
dont les coefficients sont (0,--- ,0,res(P,Q)) dans la base B,,.

Montrer ce résultat revient & montrer que res(P, Q) est dans 'image de ®.

Soient u =%0,---,0,1) € AP et v € A[X]? x A[X]P de coordonnées ‘cof(Q)u dans la
base B, .

On a ®(v) = Qlof (Q)u.

Comme I, ,det(Q) = Qeof (), @(v) est le polynome constant égal a res(P, Q).

Donc res(P, Q) est bien dans I'image de ®, d’ou l'existence de U; et Vj.

Dans la suite, on considérera un corps k.

Proposition 2 : Soient P,Q € k[X,Y](= k[X][Y]) de degrés totaux respectifs p et q.
Alors deg(resy (P, Q)) < pq.

Preuve : On note P(Y) = ao(X)Y™" + - -+ apn(X) et Q(Y) =bo(X)Y™ + -+ + b, (X).
Comme P et @ sont de degrés totaux p et ¢, on a : Vi € [0, m], deg(Xy)ai(X)Ym_i <p,
donc degxa;(X)+m —i <p, i.e degxa;(X) <p—m-+i.

De méme, Vj € [0,n], deg(x,y)b;(X)Y" 7 < g donc degxb;(X) < q—n—+j.

Par définition du déterminant, on a :

m+n
resy (P, Q) = Z e(o) H To(i)i
0E€Sm4n =1
= Z (o) Hrg(z'),i Hrcr(i)ﬂ‘
TESm4n 1<n i>n
= > o) [T av@-i(X) I ] buto-s(X)
0ESm+n 1<n i>n



et alors par passage au degré, on a :

degx (resy (P, Q)) < degx <H o (iy—i(X) H bn+g(i)_i(X)>

i<n i>n

= Z degxaq@)—i(X) + Z degxbpio(i)—i(X)

< Z(p —m+oli)—i)+ Z(q — A+ w+ (i) — i)
= nlp—m) + ma+ 3 (0(0) )

<q(p—m)+mq, carn < qet Z(a(z) —1)=0
=rq.

On a donc bien degx (resy (P, Q)) < pq.

Lemme 3 : Soient P,Q € k[X,Y], si P et @) sont premiers entre eux, alors resx (P, Q)
n’est pas le polyndéme nul.

Preuve : On va montrer que P et () sont premiers entre eux dans k(Y)[X].

Onnote: P(X,Y) = [, A(V) T, B,(X.Y) et QX.Y) = [}, A,(V) [T, Bi(X.Y)
les décompositions de P et () en produits d’irréductibles de k[Y][X], et on a degxB; > 1
et degx B; > 1.

Dans k(Y)[X], on a P(X,Y) = u[]\_, Bi(X,Y) et Q(X,Y) = v[[}_, B{(X,Y), u et v
dans k(Y).

Comme les B; et les Bj sont irréductibles dans k[Y][X], par le lemme de Gauss, ils sont
aussi irréductibles dans k(Y')[X].

Comme P et () sont premiers entre eux dans k[Y|[X], Vj, [, B; n’est pas associé & B}, donc
P et @ sont premiers entre eux dans k(Y)[X].

Donc par la Proposition 3 I.B, resx (P, Q) n’est pas le polynome nul.

Corollaire 4 : Soient P, () € k[X,Y]. Si P et ) sont premiers entre eux, alors CpNCy
est fini.

Preuve : Soit (z,y) € V(P)NV(Q). On a alors P(x,y) = Q(z,y) = 0.
On considére P et () dans k[X][Y] et alors par la Proposition 1, 3U;, V) € k[X]|[Y] tels
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que resy (P, Q)(X) =U (X, Y)P(X,Y) + Vi(X,Y)Q(X,Y).

Ainsi, resy (P, Q)(z) = 0 et comme par la Proposition 2, degx(resy(P,Q)) < pg, on a
au plus pq possibilités pour z, car par le Lemme 3, resy (P, Q) n’est pas le polynome
nul.

On fait le méme raisonnement en considérant P et ) dans k[Y][X] et cela nous donne au
plus pq possibilités pour y. On a donc un nombre fini de couples (z,y) € V(P) NV (Q),
i.e.V(P)NV(Q) est fini.

II.B Théoréme de Bézout faible

Théoréme de Bézout faible : Soient P, () € k[X,Y] premiers entre eux, de degrés
respectifs totaux p et g. Alors |Cp N Cq| < pg.

Preuve : Soit (a,b) dans Cp N Cq, alors on sait que P(a,b) = Q(a,b) = 0. On note
N, et N, le nombre de a resp. b possible et on note r := |Cp N Cgl.

Par la Proposition 1, 3U; € k9[X][Y] et IV} € kP[X][Y] tels que :

TeSY(P7 Q)(X) = Ul(X7 Y)P<X7 Y) + VI(X’ Y)Q(X7 Y)

En évaluant I'expression précédente en (a,b), on obtient :

resy(P,Q)(a) = Ui(a,b)P(a,b) + Vi(a,b)Q(a,b) =0

Ainsi, a est une racine de resy (P, Q) donc N, < deg(resy(P,Q)) et par la Proposition
2, deg(resy(P,Q)) < pq donc N, < pq.

En considérant resy (P, Q) comme polynome en Y (P et () comme polynomes de k[Y][X]),
on a de méme N, < pqg. On a donc r < N, x N;, < p?¢®. Ce n’est pas encore la majoration
voulue. On va montrer qu’on peut toujours se ramener au cas ot toutes les abscisses sont
distinctes.

Comme Cp N Cq est fini, on note Cp N Cq = {(a1,b1), -+, (ar,b.)}.

Une droite reliant (a;, b;) & (a;,b;) est d’équation : (a; — a;)y + (b; —b;)z +¢ =0, ol ¢ est
une constante.

Remarque : On rappelle que les droites d’équations ay +br +c=0 et dy+br+ =0
sont paralléles si et seulement si ab’ — ba’ = 0.

Comme K est infini, il existe p et A € K différents tels que Vi # j :

(a; —a;) + (bi — b))\ # 0 et (a; — a;) + (b; — bj)u # 0 (il suffit de prendre X et
pit {5 /i # 5. # b ).

Ainsi, par la remarque précédente, on a que :

(Dy): —Ay+x=0et (Dy) : —py+x = 0 sont des droites passant par l'origine, paralléles
a aucune des droites reliant un (a;, b;) a un (a;, b;).

On note (x1,y1) les coordonnées dans la nouvelle base (vy, v).

Soient S et T les polynomes de k[X, Y] tels que :

Cp = {(Il,yl) € k’Q/S({L‘l,yl) = 0} et CQ = {(xl,yl) € ]{32/T($1,y1) = 0}

En notant (e, e2) la base de départ, on a vy = Aej+eg et vo = pej+es et done z = A\xy+puy;
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et y=m + Y1,
d’otu S(z1,y1) = P(x,y) = P(Ax1 + py1, 1 + y1)

et T(z1,y1) = Q(z,y) = Q(Az1 + pyr, x1 + y1).
Par construction de S et T, [V(P)NV(Q)| = |V(S)NV(T)]|.
Il reste donc a vérifier que deg(resy, (S,T)) < pq.

Ona: P(X,Y) Zan i , avec deg(a,—;) < m et m+mn=p.

et alors S(X,Y) = Zanz/\X—i—uY )X +Y) Zd (X,Y).

1=0

Ainsi, on a

degix.yy(S(X,Y)) < max. {deng (di(X,Y))}

1€{0,--
= g}lax {degixy)(an—i(AX +pY, X +Y) +1)}
i€
< max {7717L i)}
1€{0,-
:m—l—n:p.

On raisonne de méme pour dire que deg(x,y)(T(X,Y)) < ¢

Donc par la Proposition 2, deg(resy,(S,T)) < pq et donc il y a au plus pg abscisses
possibles.

Comme dans ce nouveau repére, toutes les abscisses sont différentes, on a :

[V (S)NV(T)| < deg(resy, (S, T)).

Donc finalement, on a bien |Cp N Cq| < pg.

II1 - Intersections transverses ou non et résultant

Dans cette partie, nous allons calculer des résultants de polynomes P et @ de k[X, Y],
ol k est un corps algébriquement clos et en déduire les points d’intersection de

Cp=V(P) ={(z,y) € k¥*/P(z,y) = 0} avec Cq = V(Q) = {(z,y) € k*/Q(z,y) = 0}.
Pour cela, on va utiliser le lemme suivant qui lie les racines de res(P, Q) aux intersections
des deux courbes Cp et Cy.

ITI.A Intersections et résultant

Lemme : Il existe b € k tel que (a,b) € V(P)NV(Q) si et seulement si a est racine
de resy (P, Q).
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Preuve : Soit (a,b) € V(P)NV(Q) alors on a P(a,b) = Q(a,b) = 0.

Comme il existe U et V tels que res(P,Q)(X) =U(X,Y)P(X,Y)+ V(X,V)Q(X,Y), a
est tel que res(P,Q)(a) = 0 par évaluation de I'expression précédente en (a,b). Donc a
est racine de res(P, Q).

Réciproquement, supposons que a est racine de res(P, Q).

On considére le morphisme d’évaluation suivant

ev, : k[X] — k tel que X — a.

Ce morphisme fournit un nouveau morphisme e, : k[X,Y] — Ek[Y] qui envoie X sur a,
Y surYetteksurt.

res(P,Q) € k[X] donc on a ev,(res(P,Q)) = res(P,Q)(a) = 0.

D’autre part, on a :

res(P,Q)(X) = > (o) [] rowi(X)
0E€ESm+n =1
res(eta(P), eta(@)(X) = > e(0) [] etalroqmi(X)).
0ESm+n i=1

Comme e, est un morphisme, on a : ev,(res(P,Q)) = res(ev,(P), ev,(Q)).

Ainsi, res(ev,(P), e, (Q)) = 0 et donc ety (P) (= P(a,Y)) et e0,(Q) (= Q(a,Y)) ne sont
pas premiers entre eux dans k[Y]. Comme k est algébriquement clos, ils ont donc une
racine commune donc il existe b € k tel que P(a,b) = Q(a,b), i.e. (a,b) € V(P)NV(Q).

Preuve alternative du sens direct : On note : P(X,Y) =Y a,;(X)(Y —b)’
et Q(X,Y) => b, ;(X)(Y —b)’. On a alors :

P(a,b) =0 < ay(a) =0 (car Vi > 1,(Y — b)*(a,b) = 0).

De méme, on a Q(a,b) =0 < b,(a) = 0.

Ainsi, (a,b) € V(P)NV(Q) < ap(a) = by(a) = 0.

On écrit maintenant le résultant de P et ) dans la base des ((Y — b)"); :

ap(X) 0 - 0 bo(X) 0 .- 0
a(X) - : b1(X) :
: 0 : 0
res(P,Q)(X) =de : ao(X) : bo(X)
(PO =det ) x) a(X) by(X) by (X)
0 0
0 0 a(X) 0 0 by(X)



et alors on a que :
ap(a) = be(a) =0

ag(a) 0 -+ 0 bg(a) O --- 0
ai(a) . : o bi(a) :
: ' 0 : 0
res @) —=de E ag(a)  : bo(a)
> res(PQ)a) =det | ala) 0 bi(a)
0 : 0
0 0 0 0 0 0

=0
(en développant par rapport a la derniére ligne qui est une ligne nulle).
Ceci donne que (a,b) € V(P)NV(Q)(& ay(a) = by(a) =0) = res(P,Q)(a) = 0.

III.B Exemples

Dans tous les exemples de cette partie, on a pris P et ) des polynomes de R[X, Y] de
degrés totaux 2. D’aprés le théoréme de Bézout faible, on s’attend donc a trouver au plus
quatre points d’intersection entre les courbes Cp et Cg.

Exemple 1 : Soient P =4X? +4Y2 —17et Q = XY — 1.
On sait par le Lemme III.A, que pour trouver les points d’intersection des courbes Cp
et Cg, il faut trouver les racines de res(P, ()). On commence donc par le calculer :

4 X 0
resy (P, Q) = det 0 —1 X | =4+ X?(4X?—17) =4X* —17X* + 4.
4X%2-17 0 -1

Donc resy (P, Q) =0 < 4X* — 17X? + 4 = 0 et alors en posant Z = X?,

on résout 47> — 177 +4=0,0on a A =177 — 16 x 4 = 225 = 15?, et alors Z% = § ou 4
Ainsi, si (a, b) est dans Cp N Cy, alors a = % ou —% ou 2 ou —2.

On trouve b en calculant P(a,b) et Q(a,b) qui doivent valoir 0.
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N
N[ —=

-Sia=1ioua=—
P(a,b) =0 1+4b* —17=0
&4’ —16=0
b =4
Sb=2oub= -2
Il reste a vérifier lesquels des points (%, 2), (%, —2), (—%, —2) et (—%, 2) sont aussi des
zéros de Q).

OnaQ(3,2)=0,Q(-3,-2)=0,Q(—1,2) #0et Q(,—2) #0.

Ainsi, (3,2) et (—3,—2) sont des zéros communs a P et Q.
-Sia=2o0ua=-2:
P(a,b) =040 —1=0
1
s h ==
4
1 1
&Sb=— - —.
2% T2
Il reste a vérifier lesquels des points (2, 3), (2, —1), (=2, —3) et (=2, 3) sont aussi des
zéros de Q).

On a Q(za %) = O; Q<_27 %) = O; Q<_2> _%) 7& 0 et Q(Z? _%) 7& 0.

Ainsi, (2, 3) et (=2, —3) sont des zéros communs a P et Q.

Donc Cp N Cyq est constitué des quatre points : (2, 5), (=2, —3),(5,2) et (=3, —2).
On le constate sur le graphe suivant :

FIGURE 1 — Cp est le cercle, I'autre courbe est Cg
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Exemple 2 : Soient P = X2 +Y? -2et Q= XY — 1.

1 X 0
resy (P, Q) = det 0 -1 X | =X*2X?+1=(X*-1)?*=(X-1)}X+1>2
X?2-2 0 -1

Donc les valeurs possibles de a sont +1.

P(£1,b) =0 b2 =1&b=+1.

Il reste a vérifier lesquels des points (1, 1), (1, —1), (=1, —1), (=1, 1) sont des zéros de @ :
Q(1,1) =0, Q(1,—1) = -2, Q(~1,—1) =0, Q(—1,1) = —2.

Ainsi, (1,1) et (—1,—1) sont des zéros communs a P et Q.

On le constate en effet sur le graphe suivant :

IS

FIGURE 2 — Cp est le cercle, I’autre courbe est Cg

Remarque : En ces deux points, les courbes ont une tangente commune.

Exemple 3 : Soient P = X2 +Y2 - 1let Q=XY — 1.

1 X 0
resy (P, Q) = det 0 -1 X | =X*"-X*+1
X2-1 0 -1

En posant Z = X2, on est amené a résoudre Z2 —Z +1 = 0, qui nous donnerait des points
de C? mais qui n’a pas de racine dans R, donc P et () n’ont pas de zéros en commun dans
R2, ce que 'on constate sur le graphe suivant :
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FIGURE 3 — Cp est le cercle, I'autre courbe est Cg

Exemple 4 : Soient P=X?+Y2-letQ=Y?-X — 1.

1 0 1 0
0 1 0 1
res(P, Q) = det Y21 0 _x 1 0
0 X2 -1 0 -X -1
1 0 1 0 1 1
= det 0 -X -1 0 +det [ X?—1 0 0
X2 -1 0 -X -1 0 X?2—-1 -X-1
=X +1)+ (X2 DX +D)+ (X2 -1+ (X +1)(X%2-1)
=(X+1)*4+ (X -DX+1)2+ (X DX X +1)2+ (X —1)(X +1)?
=(X+1)*1+X—-14+X*—2X+1+X 1)
( >2X2

Les valeurs possibles de a sont donc 0 et —1.
PO,b)) =0 =1&b==+l1.
P(-1,0)=0&0*=0&b=0.

Il reste & vérifier lesquels des points (0, 1), (0, —1), (—1,0) annulent le polynoéme @ :
Q(0,1) = 0, Q(0, —1) = —2, Q(—1,0) = 0.

Ainsi, les zéros communs & P et @ sont (0,1), (0,—1) et (—1,0).
On le constate sur le graphe suivant :
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FIGURE 4 — Cp est le cercle, I'autre courbe est Cg

Remarque : En (—1,0), les deux courbes ont une tangente commune.

Exemple 5 : Soient P = X2 +Y?2 —4et Q=Y? —4X — 4.

1 0 1 0
res(P,Q) = det X20—4 (1) _4)?_4 (1)
0 X% -4 0 —4X —4
1 0 1 0 1 1
= det 0 —4X —4 0 +det [ X?2—4 0 0
X% -4 0 —4X —4 0 X2 -4 —4X —4

=16(X +1)24+4X+1)(X2—4) + (X2 —4)? +4(X +1)(X? —4)
=16X2+32X +16+4X% — 16X +4X%2 - 16+ X* —8X2 +16+4X% - 16X +4X?% - 16
= X1 4 8X% 4+ (16 +4—8+4)X2+ (32— 16 — 16)X +0
= X2(X? 48X + 16)
= X?(X +4)%
Donc les abscisses possibles des points d’intersection sont 0 et —4.
P0,b) =0 =4 b=+2.
P(—4,b) = 0 & b* = —15, ce qui est impossible dans R.
Il reste & vérifier lesquels des points (0,2) et (0, —2) sont aussi des zéros de Q.
Q(0,2) = Q(0,-2) = 0.
Ainsi, les zéros communs réels & P et @ sont (0,2) et (0, —2) et on trouverait deux autres
points dans C2.
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On le constate sur le graphe suivant :

FIGURE 5 — Cp est le cercle, I'autre courbe est Cg
Exemple 6 : Soient P=Y? - X?—-1let Q=Y — X?

1 1 0
res(P,Q) = det 0 -X2 1 =X*-X?-1
X2-1 0 -X?

Enposant Z = X2, onaZ2 -7 —-1=0& 7 = %‘?’ Donc les racines de res(P, Q) sont
o= %g et —a.

Donc les abscisses possibles des points d’intersection sont « et —a.

Q(a,b) =04 Q(—a,b) =0 b=a’

Il reste a vérifier lesquels des points (a, a?), (—a, a?) sont aussi des zéros de P.
Pla,a?)=a*—a? —1=0.

P(—a,a?)=a*—a?—-1=0.

Ainsi, les zéros communs a P et Q sont (o, a?) et (—a,a?) et on trouverait deux autres
points dans C2.

On le constate sur le graphe suivant :
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FIGURE 6 — Cp est la courbe symétrique par rapport a I’axe des abscisses, 'autre courbe
est Cg

Exemple 7 : Soient P=Y? - X?—-let Q=-Y?+(2X +1)Y — X? + X.

1 0 -1 0
0 1 2X +1 -1
res(PQ)=det | _vo 1 o _x2ix 9x 41
0 —X2-1 0 -X24+ X
1 2X +1 -1 0 1 -1
= det 0 - X2+ X 2X+1 —det | —=X2—-1 0 2X +1
—X?2-1 0 X2+ X 0 —X2-1 —=X?2+X

= (X2 - X2 - 2X +1)*(X?+1) + (X? - X)(X?+1)
— (—(X? 4+ 1)? = (X? = X)(X* + 1))
= (X2 - X2 - 2X4+1)2(X2+ 1)+ (X2 = X)(X?2+1) + (X2 +1)?
+ (X2 - X)(X2+1)
=X -2X3 + X2 — (AX?+4X + 1)(X?+1) + X*
+ X2 X3 X+ X 2XP 1 Xt X2 X3 X
= X* - 2X3 4 X2 —4X* - 4X? 4X3 —4X - X2 -1+ X*
+ X7 - X - X+ X 22X+ 1+ X+ X2 - X3 - X
=(1—4+1+14+D)X*+(-2—-4-1-1DX3+(1—-4—-1+1+2+1)X?
+(=4—-1-1)X+0
= —8X% - 6X
= —2X(4X2 +3).

20



Contrairement aux exemples précédents, le résultant est de degré 3.
La seule abscisse possible dans R des points d’intersection de P et () est 0.
P0,b) =0 =1&b=+1.

Il reste a vérifier lesquels des points (0,1) et (0, —1) sont aussi des zéros de Q.
Q0,1)=—1+1=0et QO,—1) =—1—1#0.
Ainsi, le zéro commun a P et @ dans R? est (0,1).
On le constate sur le graphe suivant :

FIGURE 7 — Cp est la méme courbe que dans la figure 6, I'autre courbe est Cg

On trouverait deux autres points dans C? et nous allons voir aussi que les deux courbes
ont un point commun a l'infini.

III.C Intersections transverses et résultant

Définition : L’intersection de deux courbes en un point (a,b) est dite transverse si
les deux courbes ont des tangentes sécantes en (a,b).
On rappelle que pour un polynome P de k[X, Y], la tangente & Cp = V(P) en (a,b) € k?
a pour équation :

oP oP
6_X(a’b)(X —a)+ 6_Y(a’ b)(Y —b) = 0.

Lemme : Soit k un corps algébriquement clos. Si V(P) et V(Q) ont une intersection
non tranverse en (a, b), alors a est racine multiple du résultant de P et Q).

Preuve : Soit (a,b) € V(P) N V(Q) tel que les tangentes de V(P) et V(Q) en (a,b)
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sont les mémes.
On peut donc se ramener au cas oil on a :

oP oP B8 90

8X(a b)(X —a) + 0Y(a b)(Y —b) = 8X(a b)(X — )+6—Y(a, b)(Y — ).
Donc on a : $8(a,b) = gg(a b) et 5E(a,b) = aQ(a b). (1)

Avec les notations précédentes, on a: P(X,Y) = >  a,(X)(Y —b)
et Q(X,Y) =321 by (X)(Y —b).

On a alors :
g—g(X,Y) Zia;i(X)(Y—b)i g)}:,(a b) = d!(a)
X Zb Y ) = 22 (a,b) = tfa)
g—i(x Y) = 2: iap—i(X)(Y =)' = gi(a b) = a,_1(a)
§§<X Y)= giquX)(Y—b)“ gg(a b) = by_1(a).

Et donc par (1) : aj(a) = b (a) et ay_1(a) = by—1(a).

Donc X — a divise (a,—1 — by—1)(X).

Comme (a,b) est dans V(P) N V(Q), on a aussi que a,(a) = by(a) =

Ainsi, a est racine de N := (a, — by)(X) et de N' = (a;, — b )(X) donc (X —a)? divise N.
D’autre part, comme le déterminant est invariant par la transformation C,1, < Cp1—Cy,
on a que :

W(X) 0 - 0 b(X) 0 - 0
a(X) . : bi(X) :
| oo O
res(P,Q)(X) =de : ao(X)
(@) =t ) ar(X) by(X)
0 : 0
0 0 (X)) 0 0 B(X)—ax)

Et alors, en développant par rapport a la derniére ligne, on obtient qu’il existe F' et G
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dans k[X] tels que :

res(P,Q)(X) = a,(X) F(X)

ap(X) 0 0 bo(X) O 0 0
CL1<X) bl(X)
0 0 0
F(X) = (~1)%det | ap(X) bo(X)
ap(X) a1(X) by(X) by(X)
0 0
(:) O ap(:X> O 0 bq(:)() bqfl(X> —:apfl(X)

et alors, en évaluant en a, on a que F'(a) = 0 (car a,(a) = by(a) = 0et by_1(a)—ay—1(a) =0
donc la derniére ligne de la matrice est nulle). Donc X — a divise F/(X).

De méme, comme a,(a) = 0, on a X —a divise a,(X) donc (X —a)? divise a,(X)F(X). De
plus, comme (X —a)? divise aussi N(X), on a finalement que (X —a)? divise res(P, Q)(X).
Donc a est une racine multiple de res(P, Q)(X).

Remarques :
- Dans lexemple 2 précédent, on a constaté qu’en (1,1) et en (—1, —1), Cp et Cg avaient
une tangente commune et donc par le lemme précédent, 1 et —1 sont racines multiples de
resy (P, Q), c’est en effet le cas car on avait calculé resy (P, Q) = (X — 1)%(X + 1)%
- Dans 'exemple 4 précédent, on a constaté qu’en (—1,0), Cp et Cg avaient une tangente
commune, ce qui implique par ce lemme, que —1 est racine multiple du résultant, ce qui
est vérifié par resy (P, Q) = (X = 1)2X2
- Dans 'exemple 4, 0 est aussi racine multiple du résultant, et on remarque que 0 est
I’abscisse de deux points d’intersection distincts.

IV - Géomeétrie projective

On considére k un corps algébriquement clos.
Le but de cette partie est d’introduire quelques définitions de géométrie projective que
nous utiliserons pour trouver les expressions des polynémes P; et Q; de k[X,Y, Z] qui
généralisent les polynémes P et Q).
IIs sont tels que Cp et C soient les courbes obtenues par intersection entre les surfaces
portées par P; et ) et le plan {z = 1}.
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Ensuite, on montrera que I'on peut trouver un plan dans k* dans lequel sont visibles tous
les points d’intersection.

IV.A Définitions

Définition : Soit £ un k-espace vectoriel. ’espace projectif déduit de E est I'en-
semble des droites vectorielles de E. On le note P(E).

Remarque : Si £ = k", on note : P(k™) = P,,_1 (k).
On considére la projection 7 : E\ {0} — P(FE).

Définition : Soit © = (zg, -, z,-1) € K™\ {0}.
On note (zg : -+ : x,_1) les coordonnées homogénes de 7w(x) € P, (k).
On a donc que YA € k* (g -+t xp1) = (Axg : -+ 2 Ap_q).

Dans la suite, on va s’intéresser uniquement au cas ot £ = k3.
On dira qu’un point (a: b: ¢) de Py(k) est un point a Pinfini si ¢ = 0.

Un point a l'infini correspond donc & une droite vectorielle de E qui est contenue dans le
plan d’équation z = 0, et qui par conséquent ne rencontre pas le plan d’équation z = 1.

Dans la suite nos figures seront a priori dans le plan d’équation z=1, et les points a
I'infini sont ceux que nous ne verrons pas dans ce plan.

IV.B Homogénéisation d’'un polynéme

Soit P =37, ., aizX'Y7 un polynome de degré m de k[X,Y].
Nous allons maintenant regarder C'p dans le plan d’équation z = 1.
Donc Cp = {(x,y,1) € k¥/P(x,y) = 0} et on note Cp la réunion des droites vectorielles
de k3 épointées en 0 s’appuyant sur Cp.

On cherche a expliciter 1’équation de Cp

z I
M| y | eCpesINeEk* AN € Cp/OM = NON, avec N |
z 1

eI ek, Fr,y € k/P(x,y) =0et 2= Az, y = Ay, 2 = A
&I,y €k/ Y omaytiyi =0et x = zx,y = 2y1,2 #0
- ElfL'l,yl S k’/ Zlﬂgmawxﬁy{ = O,xl = g et Yy = %,Z 7é 0

S D injem i (2)'(4) =0,2#0
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G Y iy iem QY 2T =06t 2 £0

< (z,y,2) est un zéro de P, =) ay; XY 210 et 2 # 0.

i+j<m
Remarquons que le polynéme P; est un polynéme homogéne de degré m et est tel que

P (X,Y,1) = P(X,Y), on 'appellera 'homogénéisé de P.

On a montré que |Cp = {(x,y,2) € k*/Py(z,y,2) =0 et 2 # 0} |.

On note Sp, = {(z,y,2) € k*/Pi(x,y,z) = 0}, 'adhérence de Cp, et alors on a
Cp = Sp, N {z =1}. On notera par ailleurs vp = {(z:y: 2) € Py(k)/Pi(z,y, z) = 0}.
C’est la courbe projective associée a Cp.

Remarque : Le polynome P; homogénéisé de P ne se factorise pas par Z puisqu’il
contient au moins un monome X'Y”7 avec i + j = m.

IV.C Exemples de recherche des points a I’infini

En gardant les mémes notations que précédemment, les points a l'infini de C'p sont les
points de 7(Sp, N {z = 0}).
Ainsi, pour trouver les points & I'infini pour un polynéome P, il faut commencer par cal-
culer son homogénéisé P;, puis déterminer Sp, N {z = 0} et pour finir, son image par la
projection 7.
On va rechercher en particulier les points & I'infini dans les exemples 6 et 7 de la partie
II1.B.

Exemple 6 :

Prenons le polynome ’P =Y? - X*— 1‘ .

Par le calcul général précédent, on obtient que P, = Y? — X? — Z2.

Alors, on a Sp, = {(z,y,2) € kK*/y? — 2* — 2* = 0},

et donc Sp, N {z =0} = {2 = y*}.

Donc finalement, les points & U'infini de Cp sont, pour tout = € k, w(x,z,0), 7(—x,z,0)
et m(z, —x,0), ¢’est-a-dire (1:1:0),(=1:1:0)et (1:—=1:0).

Prenons le polynome [Q =Y — X?|.

Par le calcul général, on obtient que Q; =Y Z — X2

Alors on a Sg, = {(z,y, 2) € k¥ /yz = 2?},

et donc Sg, N {z =0} = {z* = 0}.

Donc finalement, le seul point & I'infini de Cg est Yy € k,7(0,y,0) = (0:1:0).

Ainsi, on peut dire que les courbes Cp et Cg n’ont pas de point d’intersection a
Pinfini.
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Exemple 7 :
On prend le méme polyndéme P que dans 'exemple 1.
On prend cette fois [Q = —Y? + (2X +1)Y — X + X | et le calcul général nous donne
que Q1 = -Y?+ (2X +2)Y — X? + X Z,
et alors Sg, = {(z,v,2) € K/ — v* + (22 + 2)y — 2? + x2 = 0},
done Sg, N{z =0} ={(y—2)* =0} ={y = z}.
Donc finalement, le seul point a 'infini de Cq est Vo € k,7(z,2,0) = (1:1:0).

Ainsi, on peut dire que les courbes Cp et Cg ont un point d’intersection a l'infini,
qui est le point (1:1:0).

IV.D Exemples de recherche de l’intersection

On reprend encore les exemples 6 et 7 et dans cette partie, on va trouver les points
d’intersection entre vp = 7(Sp,) et v = 7(So,).
Pour calculer les points d’intersection, on va calculer le résultant de P; et ()1, les homo-
généisés respectifs de P et Q).

Exemple 6 : Les homogénéisés de P et () sont :
P=Y*-X?-Z7%et|Q,=2Y — X?

1 Z 0
resy (P, Q1)(X, Z) =det 0 -X? Z =X Z22(X*+ 7%
—(X2+2z%» 0 -X?

=X* - 72X?2 - 74,

On cherche X7, X5, X3, X4 en fonction de Z tels que

X4 Z22X% — 74 = (X — X1)(X — X2)(X — X3)(X — X)).
On pose T' = X2 tel que T? — Z?T — Z* = 0.

A =5Z%donc T = a?Z? ou T = 2Z% on B2 =
b? = —5% > 0.

Donc on a Xy =aZ, Xo = —aZ, X3 =1b7 et Xy = —ibZ.

Dot : resy (P, Q1)(X, Z) = (X —aZ)(X + aZ)(X —ibZ)(X + ibZ).

1_2\/5 < 0, et alors T = —b>Z2, ou

Ainsi, il existe d tel que (¢,d,e) € V(P) NV (Q1) < ¢ = ae ou ¢ = —ae ou ¢ = ibe
ou ¢ = —ibe.
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*Sic=qe:

Pi(ae,d,e) = Qi(ae,d,e) =0 & d* — a’e* — e = 0 et ed = a’e?
sd=e=0o0u(d=a’cet d = (1+a?)e*e#0)
sd=ec=0o0u(d=a’et a’e’ = (1+a%)e? e +#0)
sd=e=00u(d=a’,e#0) (car a* =1+ a?)
& (c,d,e) = (0,0,0) ou (ae,a’e,e),e # 0

& (c,d,e) = (ae,a’e,e).

*Sic=—ae:

Pi(—ae,d,e) = Qi(—ae,d,e) =0 < d* — a’e* —e? =0 et ed = a’e?

& (c,d,e) = (—ae, a’e, e), par le méme calcul.
* 51 ¢ = ibe :

Py (ibe,d,e) = Q1 (ibe,d,e) = 0 & d* + b*e* — e = 0 et ed = —b%e?
Sd=e=0o0u(d=—becetd = (1-b")e*e#0)
s d=ec=0o0u (d=0b%etb'e’ = (1-0b*e’ e#0)
s d=e=0o0ud="b% (car b* =1 —b?)
& (c,d,e) = (0,0,0) ou (c,d,e) = (ibe, —b%e, e).

* Sic= —ibe :

Py(—ibe,d,e) = Q,(—ibe,d,e) = 0 & d* + b%e* —e* =0 et ed = —b*e?
& (c,d,e) = (0,0,0) ou (c,d,e) = (—ibe, —b%e, e),

par le méme calcul.

On obtient deux intersections réelles entre yp et 7o : (a:a?: 1) et (—a: a?: 1) et deux
intersections complexes : (ib: —b%: 1) et (—ib: —b? : 1).
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FIGURE 8 — Sp, est en bleu, Sg, est en orange

Exemple 7 : Les homogénéisés de P et () sont :
P=Y?-X*-Z%let|Qi=-Y*+(2X +2)Y + XZ — X*?

1 0 —1 0
o 1 2X +7 -1
’I“€Sy(P1,Q1)(X, Z) =det _(X2 —|—Z2) 0 X7 - X2 92X +Z
0 X2+ 2% 0 XZ-X?
1 2X +Z —1 0 1 —1
= det 0 XZ-X? 2X+Z |—det| —(X?+ 2% 0 2X + 7
~(X2+2%) 0  XZ-X? 0 ~(X2+ 2% XZ-X?
= (XZ - X?*)? - 2X +2*(X*+ 2% — (X?+ Z*)(XZ - X?) + (X2 + 7% — (X? +
Z2)(XZ — X?)

(XZ - X2)?2 —2(X2+Z2%)(XZ — X)) — 2X + 22 (X% + Z2) + (X% + 72)?
=(XZ-X?)2+ (X?+ 2%)(-2XZ +2X? —4X? —4XZ - Z* + X? + Z?)

= (XZ - X?)?+(X?+ 7?)(-6XZ — X?)

X277 X374+ XT - 6X3Z — XT— 6X 73 — X277

= 8X37 —6X73

= —27X,(4X} + 3), avec X; = .
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Ainsi, il existe d € R tel que (¢,d,e) € V(FP) NV(Q) si et seulement si e = 0 ou
(e#0et £=0).
*Sie=0:

Pi(c,d,0) = Q1(c,d,0) =0 d*=c?et —d*+2cd—c* =0

Sc=d
< (¢,d,e) = (c,c,0).

xSie#0etc=0:

Py(0,d,e) = Q,(0,d,e) =0 d* =c*et —d* +ed=0
Sd=2eet (d=00oud=ce)
Sd=e
& (¢,d,e) = (0,d,d).

On obtient deux intersections réelles entre yp et 7o : (1:1:0) et (0:1:1).
Il y a deux autres points imaginaires.

FIGURE 9 — Sp, est en bleu, S, est en orange
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IV.E Résultant de polyn6mes homogénes

On va montrer ici un résultat qui nous donne le degré du résultant de deux polynémes
homogeénes.

Théoréme : Si P et Q sont des polynémes homogénes de A[Yy,---,Y,] de degrés
respectifs p et ¢, en considérant P et () comme des éléments de A[Yy,- .-, Y,][Yo], alors
resy,(P, Q) € A[Yy,---,Y,] est un polynéme homogéne de degré pg en Y7, --- | Y,,.

Preuve : On note P = AgY) +---+ A, o les A; sont des polynomes de A[Y;,---,Y,] ho-
mogenes de degré i; et QQ = ByYy'+- - -+ By, ot les B; sont des polynomes de A[Y7, - -, Y]
homogeénes de degré totaux j. On les note :

AZ(}/la 7Yn) — Z ail,---,inylil Ynlln

11+ Fin=1
et B](}/la 7Yn) e Z a’jh-n,jnyljl ...Y’r.zn.
On a alors :

Ay O 0 By O 0

Ay B,
0 : 0
: A : B
resy, (P, Yi,---,Y,) =det 0 0
Yo( Q)( 1 ) Ap Al Bq Bl

0 : 0
0 0 A4, 0 0 B,

On remarque que pour tout i € [0,p] et j € [0,q], on a :

A(TYy, - TY,) = > agy, TY Y
- TlAZ(Ylu e 7Yn)
et BJ(TYL U 7TYn> = Z aj17"'7jnTj)/1jl e Yrgn

=T'Bi(Yy, - ,Y,)
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et donc on a par le Lemme général avec le morphisme d’évaluation de A[Y,--- Y]
dans lui-méme qui & Y; associe TY; :

Ay 0 -+ 0 By 0 - 0
' 0 : 0
E A : B
resy, (P, TY:,---,TY,) = det 0 0
w(F QTN ) TP A, TA, TB, TB,
0 ) . 0 )
o - 0 74, 0 -~ 0 T9B,
En multipliant la premiére colonne par 7', puis la deuxiéme par 72 , ... , la g-éme par 79,

et la (¢g+1)-éme par 7T, ... , puis la derniére par T? et en posant r = 1+---+p+1+---+gq,
on obtient que :
Trresy, (P,Q)(TYy,--- ,TY,)

TA, o - 0 1By o - 0
T2A, . : T? B, :
: 0 : 0
— det : T A, : T? B,
TpHAp Tq+1A1 Tq+1Bq Tp—i-lBl
0 : 0 :
0 . 0 s, 0 ... o B

et alors, on peut factoriser la ligne i par T¢. Cela donne :

Trresy,(P,Q)(TYy, -, TY,) = T +0+tdresy (P, Q) (Y1, -+ ,Y,),

d’ott resy, (P, Q)(TYy, -+, TY,) = Tt +t0+t0=rpresy (P Q) (Y1, -, V)

et donc dyresy, (P, Q)(TY1, -+, TY,) =1+---+(p+q) —1 = (p+Q)(p+q+1) — p(p;d) — Q(qjl)
P‘@pﬁ%pqwﬁq i e R

Ainsi, resy, (P, Q)(TY1,--- ,TY,) = TPresy, (P, Q)(Yl, -, Y).

On note resy, (P, Q) (Y-, n) D ki Thy oo o Yo Yl

et donc resy, (P, Q)(TYy -+, TY,) = Y0 . . rkh.A.’knT’“l*”'*k”Yfl Yk

Et alors on a que : 0, rklf..vknT’“*“*’“”Yfl s YR = TPiresy, (P,Q)(Y, -+, Yy),

et donc k1 +--- + Kk, :’p(]’, donc le polynome resy, (P, Q) est homogéne de degré pq.

Alors finalement, dgresy, (P, Q)(TY1,--- ,TY,) = dy, .y, resy,(P,Q)(Y1, -+ ,Yn) = pg.
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IV.F Changement de carte

Jusqu’ici, on a travaillé dans la carte d’équation {z = 1}, dans cette partie, on va
montrer que 'on peut trouver un plan dans lequel toutes les droites vectorielles contenues
dans Sp, N Sg, laissent une trace.

IV.F.1) Résultats

Lemme 1 : Soient uy,....,us s vecteurs de k™\ {0}, il existe un hyperplan vectoriel
de k™ qui ne contient aucun d’entre eux.

Preuve : Soit (e, - ,e,) une base de k™.
Pour tout z € k™, il existe (x1,--- ,x,) € k" tels que x = Y"1 | x;e;.
(ef,--- ,e’) base de (k™)*, ou :
el k" — k.
T — I;

On cherche & montrer qu’il existe ¢ € (k™)* telle que Vj € [1,s], ¢(u;) # 0, car alors
ker(¢) est un hyperplan vectoriel de k™ (car noyau d’une forme linéaire) qui ne contient
aucun des u;.

On remarque que pour ¢ € (k™)*, on a ¢ = ¢1ef + -+ - ppel, ou ¢; = ¢(e;), et que :

uj € ker(¢) < ¢(u;) =0
< Z e; (uj)gi =0
=1

& Pi(¢r,- - 0n) =0, ot Pj = ej(u) Xy + -+ el (u) X, € k[ X1, , X,.].
& (¢1,- -+, ¢p) est un zéro de P;.

On suppose par I'absurde que pour tout ¢ € (k™)*, il existe j € [1, s] tel que ¢(u;) = 0.
i.e. Vo € (k") 35 € [1,8]/Pj(¢r, -+, ¢n) = 0.

i.e. ¥(p1, -, on) € K", 35 € [1,8]/Pj(d1,- -+, dn) = 0.

On pose :

s

p=1I»
j=1
et alors Y(¢1,--- ,¢,) € k", on a P(¢y,--+ ,¢,) =0.
Donc P est le polynéme nul car le corps k est infini.
Donc il existe j € [1, s] tel que P; est le polynéme nul et donc tous ses coefficients sont
nuls, ¢’est-a-dire que Vi € [1,n], e} (u;) = 0 donc u; est le vecteur nul, ce qui est exclu par
hypothése.
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Donc il existe un hyperplan vectoriel de k™ qui ne contient aucun des vecteurs u,;.

Lemme 2 : Une courbe projective qui ne contient pas la droite de Py(k) d’équa-
tion z = 0 a un nombre fini de points a l'infini.

Preuve : On va prendre la courbe projective vp = {(x:y: z) € Py(k)/Pi(z,y, 2)}, ol
Pr=3 0 icm @i X'YIZ™ 77 est un polynome de k[X,Y, Z] homogene de degré m.

Si on pouvait factoriser Py par Z, alors tous les points (a, b, 0) seraient des zéros de P; et
la courbe vp contiendrait la droite a l'infini, ce qui est exclu.

L’écriture de P; contient donc des termes ainin non nuls avec 7 + j = m.

Soit (a:b:0) € Py(k).

Sibek*, alors (a:b:0) € vp < Pi(a,b,0)=0
=4 Z aijaibjzo

i+j=m
ai

m _

S b Z CLUE =0
i+j=m

a . i

i est racine de Z a;(T)".
1+j=m

Ce polynome non nul de k[T'] posséde un nombre fini de racines.

Sia€k® alors (a:b:0) € vp < Pi(a,b,0) =0
4 Z aijaibjzo

i+j=m

- v
<~ a Z aija =0
i+j=m
b .
& — est racine de (T
a Z a;;(T)
1+j=m
Ce polynome non nul de k[T'] posséde un nombre fini de racines.
Ainsi, 7p n’a qu'un nombre fini de points a l'infini.

Lemme 3 : Soient P et (Q deux polynomes de k[ X, Y| premiers entre eux et P; et Q)
les polynomes obtenus en homogénéisant P et ().
Il existe un plan affine H; de k* dans lequel toutes les droites vectorielles contenues dans
Sp, NS, laissent une trace, i.e.Yv € Sp, N Sg,, vect(v) N Hy est un point.
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Preuve : On remarque que Sp, N Sp, est une réunion de droites vectorielles, du fait
que les polynémes P; et ()1 sont homogénes.

Prenons Hy un plan vectoriel de k3 qui ne contient aucune des droites vectorielles conte-
nues dans Sp, N Sg,.

Dans un premier temps, on va montrer que ce plan existe.

Par le Lemme 2, vp N~ a un nombre fini de points a 'infini donc Sp, NSg, posséde un
nombre fini de droites vectorielles contenues dans le plan d’équation z = 0.

Les autres droites vectorielles de Sp, N Sg, rencontrent le plan d’équation z = 1 en des
points de V(P)NV(Q) ot P = P (X,Y,1) et Q = Q1(X, Y, 1).

Comme P et @) sont premiers entre eux dans k[X, Y], le Corollaire 4 affirme que ces
points sont en nombre fini.

Ainsi, Sp, N Sg, est une réunion finie de droites vectorielles, ce qui revient a dire que
vp N yq est un ensemble fini de points.

De plus, si H est un hyperplan vectoriel, v € H\ {0} < la droite vectorielle dirigée par v
est contenue dans H.

Ainsi, par le Lemme 1, hyperplan Hj existe.

On considére maintenant H; un plan affine de &3 de direction H,, distinct de H.

Alors Vv € Sp, N Sg,,vect(v) N Hy est un point.

En effet, vect(v) ¢ Hy car Hy ne contient aucun vecteur de Sp, N Sp,.

Soit f une forme linéaire sur k3 telle que Hy = ker(f) et H; = f~1({1}).

On a donc f(v) € k* donc il existe un unique A € k* tel que Af(v) =1 (= f(\v))

et donc vect(v) N Hy = {\v}.

Ainsi, H; est un plan affine de k* ou toutes les droites vectorielles de Sp, N Sp, laissent
une trace.

IV.F.2) Exemple

Nous allons considérer 'exemple des polynomes | P = X3 — Y? ‘ et , pour

a € R*.
é —la (1) 8 0 Lo
res(P,Q)(Y) =det = —a®—det 0 —a 1 =Y?*-a®

-Y? 0 0 —a

Donc d = d; := az oud= dy = —as.
On regarde maintenant quelles sont les valeurs possibles pour ¢ pour que (¢, d;) soit dans
V(P)NV(Q).
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(c,d1) e V(P)NV(Q) < P(c,di) =0 et Q(c,di) =0
sd-di=0etc=a
sd=detc=a

<~ C= Q.

Ainsi, (a,a2) € V(P)NV(Q).
On cherche maintenant les valeurs possibles pour ¢ pour que (¢,dy) € V(P)NV(Q).

(c,dg) e V(P)NV(Q) & Ple,ds) =0 et Q(c,dy) =0
sd-d=0etc=a

3

sd=detc=a

<~ C= Q.

Donc les points d’intersection de Cp et Cg sont (a, az) et (a,—a?).
Ainsi, la carte donnée par {z = 1} n’est pas une carte dans laquelle on peut voir tous les
points d’intersection.

Par le calcul général d’homogénisation, on a P, = X3 —Y2Z et Q; = X — aZ et donc
SpN{z=0}=(0:1:0)et Sg, N{z=0}=(0:1:0).
Ainsi, Cp et Cg ont un point d’intersection a l'infini : (0:1:0).

On va maintenant chercher les intersections de Sp, et Sg,.

1 1 0 0
0 —aZ 1 0
res(Py,Q1)(Y, Z) =det 0 0 —uZ 1
-Y*Z 0 0 —aZ
—az 1 0 0 1 0
—det| 0 —aZ 1 |-det| 0 —az 1 |=Y2-a*Z%=2(Y*-d*Z?)
0 0 —aZ -Y*Z 0 —aZ

= Z(Y — a2 Z)(Y + a2 2).
Donc (¢,d,e) € V(P)NV(Q1) < e=0o0ud=a2eoud=—ae.
xSie=0:Pc,d0)=0Q(c,d,0)=0&c=0

et donc les (0,d,0) pour d € R sont des zéros communs & P; et Q.
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. 3 3 3
x Sid=az2e: P(c,aze,e) = Qi(c,az2e,e) =0 c=ae
3 , R
et donc les (ae,aze, e) pour e € R sont des zéros communs a P et Q.

«Sid=—aze: Pi(c, —a%e, e) = Q1 (c, —a%e,e) =0 c=ae
et donc les (ae, —a%e, e) pour e € R sont des zéros communs a P; et Q.
Et donc Sp, N Sp, ont pour intersection (0:1:0), (a: a2 : 1) et (a: —a2 : 1).

On introduit H = {y = 1} et on va constater que dans cette carte-1a, on voit bien les
3 points d’intersection attendus.

OnavypNng = {(0:1:0),(a:a 1), (a: —az 1)}
Done Sp, N1 Sq, N H = {(0,1,0), (a},1,0%), (~a%, 1, —a?) }.

On a donc trouvé une carte donnée par H dans laquelle on voit les trois points d’inter-
section, contrairement & ce que l'on voyait dans la carte portée par {z = 1}.

3
2

V - Conclusion

On rappelle dans un premier temps le contexte général.
k est un corps algébriquement clos. P et @) sont des polynomes de k[X, Y] premiers entre
eux.
On note Cp = V(P) et Cg = V(Q) dans k2.
On note m le degré total de P et n le degré total de Q).
Soient P et @1 dans k[X,Y, Z] les polynomes homogénéisés de P et ().

P= > a;X'Y P= > auXYiZzrn
(3,7)EN2ji4+j5<m (1,J)EN2ji+j<m

Q= > byX'YI, Q= Y byX'Yizr,
(i,j)EN2 i+j<n (1,j)EN2,i+j<n

V(Py) et V(Q1) sont des surfaces de k* et on note V(P) = Sp, et V(Q1) = Sg, .
Ona:Cp=SpN{z=1}et Cg =5y N{z=1}.

Les surfaces Sp, et Sp, sont données par des équations homogenes.

Vv € Sp,,VA €k, ona v e Sp.

Vv € Sg,,VA € k,on a Av € Sg,.

Sp, N Sg, est réunion de droites vectorielles de £°.

On peut donc définir deux courbes projectives vp et yo de Py(k) par :
vp={(x:y:z)€Pyk)/Pix,y,z) =0}

o =A{(z:y:2) € Pa(k)/Qu(2,y,2) = 0}
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Dans la partie précédente, on a montré qu’il existait H; un hyperplan affine de k® dans
lequel toutes les droites vectorielles de Sp, N Sg, laissent une trace.

Soit (v1, v2,v3) une nouvelle base de k3 avec vy et vy deux vecteurs de Hy et v5 un vecteur
de H; (donc f(Ug) = 1), ot Hy est la direction de H;.
On note (z,7, 2) les coordonnées des points dans cette nouvelle base (vy, v, v3) de k.

Soit A le point de k* de coordonnées (0,0,1) dans le repére affine (0, v, vy, v3) de k3.
Alors, (A, vy,v9) est un repére affine de Hj.

La trace de Sp, N Sy, dans H; est un ensemble fini de points et on a vu (dans la
preuve du théoréme de Bézout faible) qu’on pouvait choisir vy et vy de sorte que deux
de ces points n’aient jamais la méme abscisse, i.e. si M = (z,y) € Sp, N Sg, N Hy, alors
VN = (i',4) € Sp, N So, NHy,ona M #N =i # i

Dans cette base, Sp, et S, ont pour équations respectives : Sy(z,y,2) =0
et Ty(z,y,z) = 0, on Sy et Ty sont des polynémes homogénes de k[X,Y, Z] de degrés
respectifs m et n car le changement de coordonnées est linéaire.

On a donc yp = {(z:y: 2) € Po(k)/S1(z,y,2) =0}
et vo ={(z:y:2) € Py(k)/T1(x,y,2) = 0}, et aucun point de yp Ny n’est & U'infini par
rapport a la carte de Py(k) donnée par Hy, i.e.|yp Nyg| = |Sp, N Sg, N Hyl.

D’aprés le Théoréme I1.C, resy (S1,T7) € k[X, Z] est un polynéme homogéne de degré
mn.

D’aprés de Lemme général, V(1, 29) € k?,

T@Sy(Sh T1)<j]0, Z()) = 7”€Sy(51 (Zt‘o, Y, 20), Tl(i'(), }/, Zo))

AiIlSi, si TGSy(Sl,Tl)(ZtQ,Zo) = 0, alors Elyo S k/Sl(ibo,yo, ZQ) = Tl(ftg,:'yo,,é’o)7 et donc le
point (Zo, Yy, z0) de P2(k) est dans vp N g, et donc zg # 0.

Donc on a montré que V(xg, 29) € k%, resy (51, T1)(Zo, 20) = 0 = 2 # 0.

La contraposée donne que |Vzq € k,resy(S1,T1)(z0,0) #0|.

En particulier, on ne peut pas factoriser resy (Sy, 7)) par Z et donc il existe un monéme
qui ne dépend que de X et donc comme resy (Sy,T1) est un polynéme homogene de degré

mn, |resy (S1,T1)(X, 1) est un polynome de degré mn
Par le Lemme général, resy (S1,71)(X, 1) = resY(Sl(X Y, 1), T1(X,Y,1)).
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On introduit les courbes Lp = Sp, N Hy et Lo = Sg, N H; et alors dans le repére
(A, v1,v2) de Hy, Lp a pour équation S (z,y,1) = 0 et Ly a pour équation 73 (z,y,1) = 0.

On cherche dans la carte H; de Py(k) les différents points d’intersection des courbes
projectives vp et g, ce qui est cohérent puisque l'on sait que I'on voit tous les points
de vp N~y dans Hy, ce sont les points de Lp N Lg, et leurs abscisses sont les racines de
resy(S1(X,Y,1),T1(X,Y,1)).

Notons aq, - - -, ay les racines de resy (S1(X, Y, 1), T1(X, Y, 1)).

vp Ny contient exactement s points d’intersection puisque par le choix du repére tous
les points d’intersection ont des abscisses différentes.

Notons 1, - - -, s la multiplicité de leurs abscisses comme racine de

resy (S1(X,Y,1),T1(X,Y, 1)), alors on a Zm = mnl.
=1

Cela est vrai pour tout choix de coordonnées adaptées a une carte de Py(k) dans laquelle
on voit tous les points d’intersection de yp et yg et pour lesquelles les différents points
d’intersection ont des abscisses différentes.
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