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Durant tout le mémoire, les variables aléatoires utilisées sont considérées sur un méme espace de proba-
bilités (2, F,P) et, pour de telles variables aléatoires, I’espérance et la variance seront respectivement
notées E et V.

Introduction

Dans la premiére moitié du XX¢ siécle, la théorie des probabilités a largement été dominée par la
formulation et la démonstration des théorémes limites classiques (lois des grands nombres, théoréme
central limite, ...) pour des sommes de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.). Le Théoréme Central Limite ! en particulier est 1'un des résultats les plus utilisés en probabilités
et en statistiques. On rappelle son énoncé :

Théoréme (Théoréme Central Limite (TCL)).
Soit (Xy),en- une suite de variables aléatoires i.i.d., admettant un moment d’ordre 2, avec E[X1] =
et V[X1] = 02 > 0. Alors

Sp —np C
TL02 n—+oo

N(©0,1), ouS,:=> X
i=1

Cependant, ’approche classique du TCL reposait fortement sur les méthodes de Fourier et ’étude des
fonctions caractéristiques. Ce n’est seulement dans les années 1940 que Andrew Campbell Berry et
Carl-Gustav Esseen ont donné une approximation plus explicite de la loi normale centrée réduite, grace
a des inégalités permettant de quantifier la vitesse de convergence vers une telle loi.

Le but de ce mémoire sera alors de démontrer le résultat suivant :

Théoréme (Inégalités de Berry-Esseen).
Soient &1, ..., &, des variables aléatoires indépendantes, admettant un moment d’ordre 3, avec E[¢;] =0

pour tout 1 <1i<mn et ZE[{?] =1. On note W := Z{i, et on pose 7y := ZEH@F’] Alors on a :

i=1 i=1 i=1

e Inégalité de Berry-Esseen uniforme : il existe une constante universelle Cy telle que

sup [P(W < 2) — ®(2)| < Coy.
z€R

e Inégalité de Berry-Esseen non-uniforme : il existe une constante universelle Cy telle que

1
VzeR, |PW<z)—® <Ci——=7.
€R, [PV <2) = 2()| < Gy

ot ® désigne la fonction de répartition associée & la loi normale centrée réduite.

Souvent, pour montrer qu'une variable aléatoire converge en loi vers une autre, on étudie leur fonction
caractéristique. C’est alors que Charles Stein a développé une autre technique, présentée en 1972, au-
jourd’hui appelée méthode de Stein?. Cette derniére est une méthode directe dont le point de départ

1. Théoréme di & Pierre-Simon de Laplace, vers 1809.

2. La méthode de Stein est devenue particuliérement importante, non seulement pour le développement de la théorie
des probabilités, mais également dans de nombreux autres domaines (les mathématiques financiéres par exemple, ou encore
la théorie des épidémies).



est une caractérisation de la loi normale centrée réduite a ’aide de I'espérance et d’une fonction abso-
lument continue. Cette méthode semble alors magique pour donner une borne pour I’approximation de
la loi normale centrée réduite®. Nous nous appuierons majoritairement sur les ouvrages [1] et [2] dont
I'un des auteurs, Louis H.Y. Chen, était étudiant en thése sous la direction de Charles Stein.

Aprés quelques rappels de résultats utiles du cours de L3 notamment, nous verrons quelles sont les
idées principales de la méthode de Stein, puis quelques exemples d’application. Enfin, nous utiliserons
cette derniére pour démontrer les inégalités de Berry-Esseen (uniforme et non-uniforme) dans le cas de
variables aléatoires indépendantes.

FIGURE 1 — Charles Stein (1920-2016), Carl-Gustav Esseen (1918-2001)

3. Originellement développée pour approcher la loi normale centrée réduite, la méthode de Stein s’est trés rapidement
étendue : approximation de la loi de Poisson par exemple.



1 Préliminaires

Dans cette partie, nous allons rappeler des résultats qui nous seront grandement utiles lors de nom-
breuses démonstrations.

1.1 Quelques rappels d’analyse

Définition 1.1. Soit I = [a,b] un intervalle compact de R. Une fonction f : I — R est dite absolu-
ment continue sur I si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout n > 1 et toute suite finie
([ak,bk])<p<,, de sous-intervalles de I d’intérieurs disjoints, on a :

ol —arl <n = Y 1f(bx) = flar) < e
k=1 k=1

De plus, f : R — R est dite absolument continue si elle est absolument continue sur tout intervalle
compact de R.

Propriété 1.1. Soit I = [a,b] un intervalle compact de R. Une fonction f : I — R est absolument
continue sur I si et seulement si f est dérivable en presque tout point de I, de dérivée f' (définie
presque partout), telle que f' € L*(\) et

veel, f)-f@- [ ",

ot A correspond a la mesure de Lebesgue.
Démonstration. On se référera a [3, théoréme 8.21, p 161] |

Définition 1.2. Soit K > 0. Une fonction h : R — R est dite K-lipschitzienne si

Ve,y € R, |f(z) = f(y)] < Klz —y.

Dans la suite, pour toute fonction f: R +— R, || f||o désigne le supremum essentiel de f, i.e.
[fllc =inf{M eR,|f| <M pp}.

Propriété 1.2. Une fonction h : R — R est K-lipschitzienne si et seulement st h est absolument
continue et ||h || < K.

Démonstration.
On suppose que h est K-lipschitzienne. Soient I = [a, b] un intervalle compact de R, ¢ > 0 et une

suite finie ([ak, bx]);<p<, de sous-intervalles de I d’intérieurs disjoints.
n

€
Posons n = T’ tel que Z |bi — ax| < n. h étant K-lipschitzienne, on a :
k=1

Z |h(br) — h(ak)] < Z Kby, —ar| < Kn < e. Ainsi, h est absolument continue sur [a, b]. Cet intervalle
k=1

k=1
étant arbitraire, on en déduit que h est absolument continue.
h(z) —h
En outre, h étant K-lipschitzienne, on a Vx,y € R, ()(y)‘ <K.
r—y
o |h(@) = h(y)| , . o
On a donc, en tout y € R ou lim |———2%| existe, |h/(y)| < K. Cette derniére quantité est alors
T—y T—y

définie presque partout, et comme ||.|| o désigne le supremum essentiel, on déduit ainsi ||h/||cc < K.



On suppose que h est absolument continue et |h/|| < K. Soit z,y € R. D’aprés la propriété 1.1,
on a presque partout,

Ih(z) - h(y)] < / WA < |z — yl|H]loo = |z — yIK.
Yy

Donc h est K—lipschitzienne.

1.2 Quelques rappels de probabilités

Définition 1.3. La loi normale centrée réduite, notée N'(0,1), est la loi qui a pour densité
flz) = —=e"7, VzeR
Remarque. On notera souvent Z une variable aléatoire qui suit la loi N'(0,1).

Propriété 1.3. Soit Z ~ N(0,1). La fonction de répartition de Z, notée ®, est telle que

Yz eR, &(x

=

1
En outre, ® est lipschitzienne de rapport .
V2T
Propriété 1.4 (Inégalité de Holder pour lespérance). Soient p, q des réels strictement positifs tels que
% + % =1. Soit X, Y deux variables aléatoires. Alors

E[|XY]] < E[|X|?]7E[|Y|].

Corollaire 1.1. Soient p,q,rpdes réels strictement positifs tels que p,r < q. Soit X une variable aléa-
toire. Alors E[|X|P] < E[|X|9]4. En particulier, E[| X|P]E[|X]|"] < E[|X|P*7].

Démonstration. On a % + % = 1 donc d’aprés propriété 1.4, on a

E[|X["] = E[(|X]” x 1)'] <E[(|X[P)7]"E[177]"F = E[|X|9)4.
De méme, E[|X|"] < E[|X|9]4. Donc, pour ¢ = p + 7, on a E[| X |P|E[|X|"] < E[|X[?*7]. [ |
Propriété 1.5 ("Interversion espérance / intégrale"). Soit X : Q@ — R une variable aléatoire. Soit

/R xR — R une fonction telle que E {/ |f(t,X)|dt] < +o00. Alors :
R

E [/Rf(t,X)dt} :/RIE[f(t,X)]dt.
Démonstration. On a E [ /]R f(t,X)dt} - /Q ( /R f(t,X(w))dt) AP (w).

Or, f étant intégrable, on a d’apreés le théoréme de Fubini,

/(/ftX )dt)dIP’ /(/ftX ()>d

- [ Bire. x0)ar
R

E [/Rf(t,X)dt} :/RE[f(t,X)]dt.

D’ou,



Propriété 1.6 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire réelle supposée positive ou nulle
presque strement. Alors
E[X]

pt

VYa >0, P(X >a)<

Corollaire 1.2 (Corollaire de I'inégalité de Markov). Soit f une fonction croissante positive ou nulle
sur un ensemble I. Soit Y une variable aléatoire réelle telle que l’image est contenue dans I. Alors

E[f(Y)]
ON
Démonstration. On pose X = f(Y) et a = f(b), alors X est bien une variable aléatoire positive ou
nulle et a > 0. D’aprés 'inégalité de Markov, on a P(f(Y) > f(b)) < I[g[f((l)})/)]
Or, f étant croissante, on a {Y > b} C {f(Y) > f(b)} et donc

Vo>01f(b)>0, PY >0b <

Wb > 0,P(Y > b) < P(f(Y) > f(b)) <

Nous pouvons & présent nous plonger au coeur du sujet, commengons par parler de la bien nommée
méthode de Stein.

2 Fondamentaux de la méthode de Stein

Dans tout ce qui suit, nous noterons Z pour désigner une variable aléatoire qui suit la loi
N(0,1).

Ici, nous allons donner des détails sur la méthode de Stein. Tout d’abord, nous évoquerons la caractéri-
sation de la loi normale centrée réduite, puis nous verrons quelques propriétés des solutions de ’équation
de Stein. Enfin, nous pourrons construire 'identité de Stein.

2.1 Caractérisation de la loi normale centrée réduite

Le point de départ de la méthode de Stein repose sur une caractérisation de la loi normale centrée réduite.
Avant d’énoncer la véritable caractérisation, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.
2.1.1 Premiers résultats

Lemme 2.1. Soit z € R. L’unique solution bornée f := f, de ’équation
f/(w) - wf(w) = ]l{wfz} - (p(z) (21)

est donnée par :
2
\/QWS%‘I)(U))D — O(2)] stw<z
fa(w) = u? (22)
V2me = P(2)[1 — P(w)] stw > z.
Démonstration. On va utiliser la méthode de variation de la constante. Tout d’abord, la solution ho-

w?
mogeéne associée & (2.1) est w— ez ;A € R.



Variation de la constante : Considérons une fonction ¢ : R — R telle que g(w) = AM(w)e = .
2

u)2 w
On obtient alors : X'(w)ez = 1,<, — ®(2), dou N(w) =e 2 (Ly<, — P(2)).
Cette derniére quantité étant intégrable, on déduit :

/w 6_% (Il{xgz} — ‘I’(Z)) dz
Mw)=4{ "7

+o0 2
_/ % (g — 9(2)) do
w

oy

ot 'on a pris les constantes d’intégration égales a 0.

w2

Une solution particuliére de (2.1) est donc g(w) = A(w)e =, c’est-a-dire :

e (/ e_Tdm—/ e_2¢>(z)d33) siw > 2

g(w) = - too
e (—/ e_%dx—k/ e‘zq)(z)dx) siw<z

o (V%b(z) —®(2) /w em’jdx> siw> 2

— — 00

o (~vam(@(2) - D(w)) + V270 (2)(1 — B(w))) siw< 2

w‘éw

Vare's ®(2)[1 — ®(w)] siw> 2

‘U}z

\/ﬂeT@(w)[l — @(z)] siw < z.

’1172
La solution totale est donc f,(w) = g(w) + de = ,d € R. Et comme, d’apreés la propriété qui suit (2.1),
la solution est bornée, il faut prendre d = 0.
Dans ce cas, f,(w) = g(w), ce qui est le résultat voulu.
|

Propriété 2.1 (Propriétés de f.). Soit z € R et soit f, la fonction donnée dans le lemme 2.1. Alors,
pour tous u,v,w € R, on a :

[wfz(w)] <1 et |wf(w) —uf.(u)] <1, (2:3)

(L) <1 et |fi(w) = fi(u)] <1, (2.4)

0 < f.(w) < min (\/j?’ |i|> , (2.5)

|(w+u) fz(w + u) = (w+ ) fo(w +v)] < <w| + J?) (lul +[o])- (2.6)

Remarque. Nous aurons souvent recours aux résultats précédents dans les sections suivantes.

Démonstration. La preuve de cette propriété est assez longue et calculatoire; comme les arguments
utilisés ne relévent pas de la méthode de Stein, le lecteur se référera a [1, appendice chapitre 2] s’il le
souhaite. |

2.1.2 Caractérisation

Nous pouvons maintenant évoquer le point clé de la méthode de Stein, qui sera a la genése de nombreuses
démonstrations.



Propriété 2.2 (Caractérisation de la loi normale centrée réduite).
Soit W une variable aléatoire réelle.

(i) SiW ~ N(0,1), alors pour toute fonction f : R — R absolument continue telle que E[f'(W)] < oo,
on a : E[f'(W)] = E[Wf(W)].

(ii) Réciproquement, si pour toute fonction f : R — R bornée, continue, de classe C* par morceauz
telle que E[f'(W)] < oo, on a E[f'(W)] = E[W f(W)] alors : W ~ N(0,1).

Démonstration. (i) Supposons que W ~ AN(0,1). Soit f : R — R absolument continue telle que
E[f'(W)] < oo. Alors, par le théoréme de transfert :

2

1 +oo w
B (W) :\/TTT | rwe
o (it [
= {\/ﬂ [m f'(w) </l:0 $6m22d96> dw + /O+°° f(w) </w+00 o:em;)dx> dw}.

22

Et puisque E[f'(W)] < oo, (w,x) — f'(w)xe™ = est intégrable. Le théoréme de Fubini nous donne
ainsi :

=/ - f<o>>we—§dx

:ﬁ _-:0 f(z)xe 7 dz — f(0) [—6_722:|+:)
:ﬁ /_:O f(z)ze > du

=E[W f(W)]

(i) Supposons que pour toute fonction f : R — R bornée, continue, de classe C' par morceaux telle
que E[f'(W)] < oo, on a E[f'(W)] = E[W f(W)].
La fonction f, donnée dans le lemme 2.1 vérifie ces hypothéses, donc on a en particulier :

0 =E[fL(W) =W f.(W)]
=E[l{w<.y — ®(z)] car f. est solution de (2.1)
=P(W < z) — ®(z2).

Comme la fonction de répartition caractérise la loi, on en déduit que W ~ A(0,1).

2.2 Equation de Stein

Afin d’utiliser son observation sur la caractérisation de la loi normale centrée réduite, Stein s’est intéressé
4 une équation en particulier, qui conduira & ladite équation de Stein. On rappelle que Z ~ N (0, 1).

2.2.1 Equation

Propriété 2.3. Soit h une fonction mesurable donnée telle que E[h(Z)] < co. On note N (h) := E[h(Z)].
L’unique solution bornée f := frde l’équation

f'(w) = wf(w) = h(w) = N(h)



est donnée par :
fr(w) = ;°° oo (2.7)

Démonstration. On utilise la méme démarche que celle de la preuve du lemme 2.1.
Le caractére borné de f, sera vu ultérieurement dans la propriété 2.4 |

Définition 2.1 (Equation de Stein). Soit h une fonction mesurable donnée telle que E[h(Z)] < oo. On
note toujours N(h) := E[h(Z)].
On appelle équation de Stein, l’équation donnée par :

f'(w) = wf(w) = h(w) = N(h). (2.8)

Remarque. L’équation (2.8) est un cas particulier de '’équation (2.1) pour h(w) = T {y<z}-

2.2.2 Propriétés de la solution de I'équation de Stein

Propriété 2.4. Soit h une fonction mesurable donnée telle que E[h(Z)] < oo, et soit f la solution de
léquation de Stein, donnée dans la propriété 2.5.
Si h est absolument continue, alors :

[ frlloe < 2[2 oo, (2.9)
[falloo < \/>h’||oo et || fillso < 217 ||, (2.10)
[ falloo < min (2[|A(.) — N(h )Hoo,4||h’||oo)~ (2.11)

Remarque. Nous aurons souvent recours aux résultats précédents dans les sections suivantes.

Démonstration. De méme que pour la propriété 2.1, cette preuve étant assez calculatoire, le lecteur est
invité a se référer a [1, appendice chapitre 2] pour plus de détails. |

2.3 Construction de l'identité de Stein

Soit h : R — R une fonction absolument continue telle que N(h) < oo. Partant de ’équation de Stein
f(w) —wf(w) = h(w) — N(h), on veut montrer qu'une variable aléatoire réelle W telle que E[W] =0
et V[IW] = 1 peut étre approchée par une variable aléatoire de loi N'(0,1).

Etant donnée une telle variable W, d’aprés les majorations des propriétés 2.1 et 2.4, I'espérance dans
I’équation de Stein est bien définie et ’on peut alors écrire

E[f'(W) = W f(W)] = E[L(W)] - E[h(Z)].
Dés lors, afin de montrer que la quantité E[h(W)] — E[h(Z)] tend vers 0 (pour avoir la convergence en
loi), on va naturellement s’intéresser a E[f" (W) — W f(W)].
Dans ce but et en nous intéressant & une certaine somme de variables aléatoires indépendantes, nous
allons alors construire 'identité de Stein.

2.3.1 Somme de variables aléatoires indépendantes

Soient &1, . ..&, des variables aléatoires indépendantes admettant un moment d’ordre 3 telles que :

V 1<i<n, E[]=0 et > E[¢}]=

n
Posons W := &, et soit W := W — & (alors E[W] =0 et V[W] = 1).

i=1



Remarque. Pour tout 1 <i<n, & et W' sont indépendantes.

On considére également une fonction K; donnée par

vVt € R, Ki(t) = E[§(L0,¢,)(t) — L¢, 0(1))]-
Propriété 2.5 (Propriétés de la fonction K;). La fonction K; définie précédemment vérifie :
+oo

(ii) Ki(t)dt = E[¢7),

—0o0

iy [ o = EleP]

Démonstration.

(i) Soit t € R. Par définition, K;(t) = E[§;1[o.¢,)(t)] — E[§il¢, 0/(t)]. On a donc 2 cas :
v Sit >0, Ki(t) = E[Glpe,(t)] = 0.
v Sit <0, Ki(t) = —E[&1, 0(t)] > 0 puisque &L ¢, of(t) < 0.

D’ou le résultat.

(i)
+oo +oo
| Kiwdt= [ Blatoe® - o)l

= OOO +o00o

[ Bl [ Bt @l
0 &i
=—FE {/ §idtly_ o) (&)] +E gidtﬂ[0,+oo[(€i)‘|
&

=E[¢]],

ou lon a utilisé la propriété "Interversion espérance / intégrale" dans l'avant-derniére égalité, car
(t, &) = &ilpe, of(t) (respectivement (t,&;) — &g, (t)) est intégrable.

(i)
400 0 +0o0
/ It K (t)dt = / —tK;(t)dt + /0 K (t)dt

— 00 — 00

0 +oo
S R e IO M I

—00

0 “+o00
_E { / t&]l[gi,o[(t)dt}—f—]lﬂ{ /0 tfi]l[oygi](t)dt}

&i
/O t&dﬂ[o,nuoo[(&)]

0
=E {/ t&idtl) 0] (fz)] +E

1
=-E 7 3 ’
S ElI&"]
ot 'on a encore utilisé la propriété 1.5 puisque (¢,&;) — t&§;1jo.¢,)(t) (respectivement (¢,&;) — ¢, 0/(t))

est intégrable.
|



A présent, comme indiqué dans le préambule, nous allons nous intéresser a la quantité E[f'(W) —
W f(W)]. A ces fins, nous allons construire I'identité de Stein.

Soit h : R — R une fonction absolument continue telle que N(h) < oco.

Soit f := f la solution de I’équation de Stein (2.8). D’aprés les propriétés 2.1 et 2.4, les quantités
E[f(W)] et E[W f(W)] sont bien définies. On exprime alors chaque terme.

Etape 1 : Comme o K;(t)dt = E[¢], alors Z /+oo K;(t)dt = ZE[gf] =1.
—00 i=1"Y —©° i=1
On a donc :
n n 400
Bl (v)) =2 | Y- Be)ron)| £ |y | m(t)f’(vv)dt]
i=1 =1 "

n oo
-3 [ Ky e, (2.12)

ou lon a encore utilisé la propriété 1.5 puisque comme E[f'(W)] < oo, (£, W) — K;(t)f' (W) est
intégrable.

Etape 2 : D’autre part, nous avons :
EWf(W)] =E lZ &f(W)} =D El&f(W)]
i=1 i=1

= ZE[& (fW) — F(WH]  car E[&] =0 et & et W sont indépendantes
i=1 pour tout 1 <7< n

&
Ei/o WV +¢t)dt

i=1

n 400 ‘
-SE [ [ r 06 e — e o)t
i=1 —o0

_i/;mE[f’(Wi OV (1)dt, (2.13)

oll on a encore utilisé la propriété 1.5 et I'indépendance de &; et W pour tout 1 < ¢ < n.
Ainsi, en faisant la différence des expressions (2.12) et (2.13), on obtient :

n 400
B OV) = W) =3 [ KB OV) - 0V 4 ) (214)

2.3.2 ldentité de Stein

On se place exactement dans les mémes conditions que dans la section 2.3.1. Le résultat obtenu en
(2.14) nous conduit alors a la définition suivante.

Définition 2.2 (Identité de Stein). On appelle identité de Stein, l’expression :
n +o0 .
E[f'(W) - W f(W)] = Z/ Ki(E[f' (W) = f(W" +t)]dt, (2.15)
i=1Y >
ot f = fr est la solution de l’équation de Stein (2.8).

10



Cette derniére identité a donc été obtenue par ce qu’on appelle communément la méthode de Stein
pour la loi normale centrée réduite, a savoir : une caractérisation de la loi normale centrée réduite,
puis I'introduction d’une certaine somme de variables aléatoires indépendantes combinée & la solution
de ’équation de Stein.

Remarque. L’identité de Stein (ainsi que tous les autres résultats que l'on a vus dans cette partie) va
étre largement utilisée dans de nombreuses démonstrations.

3 Utilisation de la méthode de Stein

Il est maintenant temps de mettre en application la méthode de Stein. Pour ce faire, nous considérerons
une somme de variables aléatoires indépendantes, afin de controler la quantité E[h(W)] — N(h) pour
une fonction h d’une certaine classe. L’idée principale sera d’utiliser I’équation de Stein (2.8) ainsi
que lidentité de Stein (2.15). Par ailleurs, nous verrons également que la méthode de Stein permet
de démontrer le Théoréme Central Limite de Lindeberg, et aussi de donner une borne inférieure pour
l’approximation de la loi A'(0,1). On se place ici dans le cas de variables indépendantes, mais les idées
introduites permettent (méme si nous ne le verrons pas ici) de traiter des situations plus générales.
Dans toute cette section, on se place dans les conditions suivantes (déja utilisées en partie 2.3.1).

A a

Soient &, ...&, des variables aléatoires indépendantes, admettant un moment d’ordre 3, telles

que :
n

V 1<i<n, E[]=0, et > E[&]=1

(=

n n
On pose v := Z]EH@P} En outre, on note W := Zgi, Wt:=W — &, et on considére

=1 i=1

VteR, Ki(t) =E[&(Lo,e,(t) — g, op())]-

Par ailleurs, Z ~ N (0,1) et N(h) := E[h(Z)] pour une fonction lisse h convenable.

Remarque. On rappelle que des résultats intéressants sur la fonction K; ont été vus dans la propriété
2.5.

De plus, & et W' sont indépendantes pour tout 1 < i < n (ce qui sera utilisé dans de trés nombreux
calculs).

3.1 Approximation de A (0,1) pour des fonctions lipschitziennes

On se place dans le Cadre de travail 1 précédent. Le but de cette partie est d’estimer la quantité
E[R(W)] — N(h) pour une fonction h lipschitzienne telle que ||| < co. Dans ces conditions, on va
alors obtenir diverses majorations.

Théoréme 3.1.
Soit h une fonction lipschitzienne. Alors :

[E[R(W)] = N(h)| < 3[|A[|o07- (3.1)

11



Démonstration. On considére fj la solution de I’équation de Stein (2.8). h étant lipschitzienne, on a
par la propriété 1.2, que h est absolument continue. Alors, par le résultat (2.10), on a || f7/ |loc < 2[|A/||c0-
Par I'identité de Stein (2.15), il vient :

E[L(W)] — N(B)| = [ELf,(W) — W f (W |<§:/ E [|fL(W) — fLW +6)]] Ki(t)dt

+oo
QMMZ/ E[Jt] + &) K (t)dt
i=1"Y >

car d’apreés l'inégalité des accroissements finis : |f;, (W) — fr (W +6)| < || f// |||t — &]-
En utilisant la propriété 2.5, on obtient alors :

[B[R(W)] = N(h)| <27l (Z; [16:°] + Ell& E(E ])

n

<3| lloe Y ElI&:I") (3.2)
i=1
=3[17 o0,
ou l'on a utilisé le corollaire 1.1 pour (3.2) avec p = 1,7 = 2. D’ou le résultat. |

Par ailleurs, le théoréme qui suit montre que ’on peut obtenir une majoration de [E[h(W)] — N(h)| en
omettant I’hypothése d’existence du moment d’ordre 3 introduite dans le Cadre de travail 1.

Théoréme 3.2.
Pour toute fonction h lipschitzienne, on a :

[E[R(W)] = N(h)| < [[1|oo (482 + 3P3), (3.3)

ol By = ZE T{je>1y] et B3 = ZEKz\ Tje<1y)-

1=1 =1

Démonstration. On va utiliser l'identité de Stein (2.15). Pour cela, on considére f; la solution de
I’équation de Stein. h étant lipschitizienne, on a par la propriété 1.2, que h est absolument continue et
(17| oo < 00

Etape 1 : Par le résultat (2.11), on a :

[fR(W) = £ (W' + )] <min(2][ £ lloo, |7 oot — &)
<2||A[| oo min(1, |t — &)
<2[[| oo (min([t], 1) + min(|&;], 1)) .

Par l'identité de Stein (2.15), on a en outre :
[E[R(W)] = N (h)| =[E[f,,(W) = W fi,(W)]|
<Z/ 1F0V) = FV + )] Kl

+oo
gmuzﬁ Efuin(t], 1) + min(§ |, DI (6. (34

12



Etape 2 : On cherche alors & exprimer la borne précédente en fonction de By et B3. A ces fins,
remarquons que :

1 9 .
too §|x\t +lz[(Jz] = 1) sil|z|>1
/ min([t),1) (Ljo4](t) — Lj—y0)(t)) dt = 1
—oo —|zf? si |z < 1.
2
(3.5)
On peut alors écrire :
+oo 1
/_ E[min(|¢], 1) + min(|&], DK ()dt =E[I&] (€] = DL ge,>1] + SE[IG]min (], 1)?)
+E[EEmin(|], 1)]]
1
=Bl g on)] - FEI&IT 151
1
+5El& L <] + EIGEmin(&], 1]
1
<E[& ¢, >13) + §E[|£i|3]l{‘£i‘§1}]
+E[¢Emin(|&], 1)])-
En sommant pour ¢ allant de 1 & n et en utilisant (3.4), on a :
1 n
[B[R(W) = N(h)]| <2[|h'loc {,6’2 + 505+ Y E[EEmin(¢], 1)]]} : (3.6)
i=1

des fonctions croissantes, alors pour toute variable aléatoire X, E[g(X)]E[h(X)] < E[g(X)h(X)] (cf.
Appendice section 3, lemme 6.1). Donc pour tout & € R, comme [£;| > 0, on a :

]E[fiz]E[mianiL D] = E[gf]E[min(Ki‘v 1)] SE[@'Q min(|&],1)] = E[|§i|3]l{\§i\§1}] +E[£’£2]]‘{‘fil>1}]'

En sommant pour i de 1 & n et en injectant cette inégalité dans (3.6), on obtient :

Etape 3 : Or, z — 22 et * + min(x,1) sont croissantes pour z > 0. De plus, si g et h sont

OV)] - N <200 (524 360+ 0+ 50)) = I (452 + 350),

d’oul le résultat.
[ |

Que ce soit avec le théoréme 3.1 ou le théoréme 3.2, on ne peut pas déduire une inégalité de Berry-
Esseen pour de telles fonctions lipschitziennes. Néanmoins, on peut arriver a une borne supérieure pour

sup |P(W < z) — ®(z)|, comme le montre le théoréme suivant.
z€R

Théoréme 3.3 (R.V. Erickson, 1974).
On suppose qu’il existe & tel que pour toute fonction h lipschitzienne, on ait |[E[R(W)]—N(h)| < 6||W ] co-
Alors :

sup |[P(W < z) — &(z)| < 2V6. (3.7
z€R

Remarque. Bien que la preuve de ce théoréme n’utilise pas la méthode de Stein, il nous sera utile par
la suite. Sa démonstration est alors présentée dans I’Appendice section 3.

Comme nous venons de le constater, la méthode de Stein s’avére alors trés utile et efficace pour don-
ner des bornes d’approximation de la loi normale centrée réduite en utilisant ’équation de Stein et
I'identité de Stein, avec des fonctions lipschitziennes. Dans la suite, nous retrouverons fréquemment les
raisonnements développés précédemment.
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3.2 Théoréeme Central Limite de Lindeberg

Etudions a présent une autre conséquence de la méthode de Stein. En effet, nous allons voir que cette
derniére (ou plutot les résultats de la section 3.1 qui en découlent) permet de démontrer un résultat
énoncé par Jarl Waldemar Lindeberg en 1920. Pour cela, on se place toujours dans le Cadre de travail
1 introduit en début de partie.

Définition 3.1 (Condition de Lindeberg). On appelle Condition de Lindeberg, la condition suivante :
. 2 o
Ve > O,HEIEOOZIE[Q Lyje, >3] = 0. (3.8)
Théoréme 3.4 (Théoréme Central Limite de Lindeberg).

Si la Condition de Lindeberg (5.8) est vérifiée, alors :

sup |[P(W < z) — ®(2)] —— 0. (3.9

2€R n—+oo

Remarque. Nous verrons ultérieurement (cf. Théoréme 3.5) que, sous certaines hypotheéses, la Condi-
tion de Lindeberg peut aussi étre nécessaire.

Démonstration. L’idée est d’utiliser les résultats vus dans la section 3.1. Pour cela, on reprend, comme
dans le Théoréme 3.2, 35 = ZE[@“EI{K”M}] et B3 = ZE[|&|3]1{|§,‘,|§1}]'
i=1 i=1

Soit maintenant 0 < & < 1, alors :

Bo+ B3 =D ElEF (e >y + D Ell&[ Ly <)
i=1 i=1
<Y B e sy) + DBl T ecie <] + Y eE[E L e, <o)
=1 =1 1=1

<Y B[ e 5] +& comme Y E[€] =1

i=1 i=1

P 0 car la Condition de Lindeberg (3.8) est vérifée et car ¢ est arbitraire.
n—-+0o0

Ainsi, par les Théorémes 3.3 et 3.2 et en prenant § = (435 + 303),

on a :
3
aup [BOV < 2) = (2] < 4y + 26, < 4B s ——s0

z€R

d’out le résultat. [

3.3 Borne inférieure

Avant de s’intéresser a l'inégalité de Berry-Esseen (qui donnera une borne supérieure pour sup |[P(W <
z€R

z) — ®(z)|), nous allons voir que la méthode de Stein permet de donner une borne inférieure pour cette
quantité. Le théoréme suivant est dit a Barbour et Hall (1984), et c’est grace a la méthode de Stein
qu’ils ont pu ’établir. On utilise toujours le Cadre de travail 1.

4. mathématicien finlandais, 1876-1932.
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Théoréme 3.5 (Barbour et Hall).

Soient &1,...,&, des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout 1 < i < n, E[¢] =
n

0, E[¢?] = 0% < 00 et Za? = 1. Alors il existe une constante universelle C telle que, pour tout
i=1

e>0:

(1767%)2 [g ]l{\fl|>5}} <C<sup |P(W<Z ‘+ZU ) ,

ot (2) =P(Z < 2).

Remarque. En 1935, Feller et Lévy ont prouvé que si max 02 —— 0 (appelée condition de Feller-
1<i<n n—00

Lévy) alors la Condition de Lindeberg est nécessaire. Grace au Théoréme 3.5, Barbour et Hall ont pu
donner une autre preuve de cette nécessité. En effet, on a par la condition de Feller-Lévy :

n n
E o} < E o? | max o? = max o7 — 0.
. ‘ 1<i<n 1<i<n n—00

Donc si sup [P(W < z) — ®(z)| P 0, alors par le théoréme de Barbour et Hall,
n—-—+0o0

z€R
n

ZE[S?M{\MZ&} m) 0 pour tout ¢ > 0. Et ainsi, la Condition de Lindeberg est nécessaire.
i=1

Démonstration. On rappelle que Z ~ N (0,1). Soit i une fonction absolument continue telle que N (h) =
E[h(Z)] < o0, que on devra choisir plus tard.

Une fois n’est pas coutume, on considére [ := f, la solution de I’équation de Stein (2.8) et d’aprés le
propriété 2.4, on peut écrire que E[f'(W) — W f(W)] = E[h(W)] — N(h). La preuve nécessite plusieurs
étapes, qui ne seront pas toutes détaillées ici.

FEtape 1 : Sil’on suppose que les variables considérées sont & densité, on a d’une part :

+oo
E[R(W)] - N(h)| = | [ h@ @ - £ @

< Mlinﬁoo [h(x)(P(W < x) — ‘I)(x))]lflz\/f‘

ou f et f sont les densités respectives de W et Z

M

+ lim / B (z)(P(W < z) — ®(x))dz| par intégration par parties

M—+o00 - M

+oo
’/ P(W < x) — ®(x))dx| car h est bornée
+oo
<A/ x)|dz, ou A:=sup[P(W < z)— ®(2)|. (3.10)
z€R

Remarque. Bien que le calcul précédent ait été réalisé pour des variables & densité, on peut toutefois
le généraliser en utilisant I'intégrale de Stieltjes®

+oo
5. Si @ est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X, alors / f(z)d®(z) = E[f(X)].

—o0
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Etape 2 : Comme E[¢;] = 0 et & et W* sont indépendantes pour tout 1 <4 < n, on a d’une part :

ZW (W] +ZE£Z FWE &) = FVT) =& f' (W)

i=1
= oPE[f (W] +Zm FWV' &) = FW) =& (W), (3.11)

ot l'on a utilisé I'indépendance des &; et W? pour 1 < i < n. D’autre part, on a :
ZOQE (W] + Z o2E[f' (W) — f'(WY)]. (3.12)
i=1

Donc,

n

E[J'(W) =W W) = 3 _ofBIf' (W) = [' (W] = 3 BIG W +&) = [V = & (W),

i=1

Etape 3 : A présent, le but est de borner [E[f'(W) — W f(W)]| = |E[h(W)] — N(h)|, afin de donner

une borne inférieure pour A := sup |[P(W < z) — ®(z)|. La clé va étre de considérer une fonction g,
z€R
définie par

g(w,y) = =y~ (f(w+y) — fw) —yf'(w)).

Dés lors, on a :
E[f'(W) = Wf(W)] = Y E[Eg(W*,&)] ZazE — (W)
i=1

" 4
§§||f [ Z;a (3.13)
ou 'on a utilisé I'inégalité de Taylor-Lagrange pour écrire :
! / % " 7 £z2 "
[F'W) = F1W) = & WO < 17 oo
Ainsi, puisque E[§;] = 0 et & et W sont indépendants pour tout 1 < i < n, cela justifie (3.13).

Etape 4 : Alors, en combinant (3.10) et (3.13), puisque E[f'(W) — W f(W)] = E[h(W)] — N(h), on

voit que on pourrait donner une borne inférieure pour A := sup |[P(W < z) — ®(z)|, a condition que
z€R
+oo

I’on puisse trouver une fonction h telle que / |/ (w)|dw < oo, et aussi & condition que || f"| s < 00

—0o0
(01\1 f = f/L)'
On doit donc trouver une fonction f qui vérifie les conditions précédentes. En pratique, on peut assez
facilement trouver une telle fonction et ensuite considérer h(w) = f'(w) — wf(w), de sorte que N(h)
—+oo

tend vers 0 a l'infini, / | (w)|dw < 0o et || f"]| s < 00.

—00
Toutefois, on remarque que si f est linéaire, alors g est nulle et si f est paire, alors E[g(Z,y)] est
antisymétrique en y. On veut donc utiliser une fonction f qui ne soit ni linéaire, ni paire et qui vérifie
les conditions précédentes.

w?

En choisissant f(w) = we™ "z, il est possible d’arriver au résultat attendu.
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=» Les arguments et calculs qui suivent consistent & borner différentes quantités, en utilisant des
résultats d’analyse, dans le but d’arriver a la majoration voulue. Ceci étant calculatoire et n’étant
pas directement lié a la méthode de Stein, nous ne donnerons pas plus de détails ici. Toutefois, si
le lecteur le souhaite, il peut se référer a I’Appendice section 3.

Ces quelques applications de la méthode de Stein nous ont permis de constater que la démarche est
souvent la méme et que la genése de toute preuve est la trés utile Identité de Stein. Dans la section
suivante, nous nous intéresserons alors au ceeur de notre probléme : la fameuse inégalité de Berry-Esseen

qui, elle, donnera une borne supérieure pour sup |[P(W < z) — ®(z)].
z€R

4 Inégalité de Berry-Esseen uniforme pour des
variables aléatoires indépendantes

Les idées développées précédemment vont en partie étre réutilisées ici. Par ailleurs, on utilise toujours
les mémes conditions que celles introduites dans la section 3; on les rappelle toutefois pour des raisons
pratiques.

. a a

Soient &1, ...&, des variables aléatoires indépendantes telles que :

V 1<i<n, E&=0, et » E[g]=1
=1

n n
On pose v := Z]EH@P] En outre, on note W := Zgi, Wt :=W — &, et on considére

=1l =il
VteR, Ki(t) =E[&(Lo,e,1(t) — g, op(1))]-

Par ailleurs, Z ~ N (0,1) et N(h) = E[h(Z)] pour une fonction h lisse convenable.

Remarque. On a toujours &; et W indépendantes pour tout 1 < i < n.

Le but de cette partie est de démontrer I'inégalité de Berry-Esseen dans le cas uniforme. On rappelle
son énonceé :

Théoréme (Inégalité de Berry-Esseen uniforme).
Dans les conditions précédentes, il existe une constante universelle C telle que

sup [P(W < z) — ®(z2)] < O, (4.1)
z€R

ot ® désigne la fonction de répartition associée a la loi normale centrée réduite.

Pour ce faire, nous étudierons alors deux cas, selon que les variables aléatoires sont bornées ou non.
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4.1 Cas de variables aléatoires bornées

Dans la section précédente, on constate (dans le théoréme 3.3 par exemple) que les bornes sont en O(9)
pour les fonctions lipschitziennes, alors qu’elles sont seulement en O(v/d) pour la norme sup |.|. Le but
de cette partie est donc d’obtenir une borne pour la norme sup|.|, d’'un ordre comparable aux bornes
obtenues pour les fonctions lipschitziennes.

On va ici obtenir une majoration de sup |P(W < z) — ®(z)| lorsque les variables aléatoires considérées
z€R
sont bornées ; on aura alors une pseudo-inégalité de Berry-Esseen pour des variables aléatoires bornées.

Théoréme 4.1 (Inégalité de Berry-Esseen uniforme, cas borné).
Dans les conditions précédentes, on a :
(i)
+o0o )
P(W*'+t < 2)K;(t)dt — ®(z)| < 2,44~. (4.2)

(i1) Si de plus, |&| < dp pour 1 < i <mn alors,

sup |[P(W < z) — @(2)| < 3, 3do. (4.3)
z€R

Remarque. L’inégalité (ii) n’est pas optimale puisque la borne ne dépend pas de v, comme c’est

normalement le cas dans l'inégalité de Berry-Esseen classique, mais elle permet toutefois d’approcher
la loi normale centrée réduite.

Démonstration. Encore une fois, I'idée va étre d’utiliser la méthode de Stein, on va particuliérement
s’inspirer du raisonnement utilisé pour la Construction de l'identité de Stein.

(i) Soit z € R, soit [ := [, la solution de I’équation (2.1). Par le résultat (2.3) de la propriété 2.1, on
sait que E[W f(W)] est bien définie.

Etape 1 : Grace au résultat obtenu en (2.12), on a de fagon identique :

Z/ IOV + )] K, (t)dt

+oo
= Z/ E[(W 4+ ) f(W  +t) + Tywisi<zy — P(2)]K;(t)dt, car f est solution de (2.1).

En outre, comme Z/ ZIE = 1 (cf. propriété 2.5) et E[lyyiji<.y — ®(2)] =

P{Wi+t} < 2) <I;(z), on déduit de I’ egahte précédente :

n +o0o —+oo
Z/ P{W? +t} < 2)K;(t)dt — ® Z/ E[Wf(W) — (W +t)f(W + )| K;(t)dt. (4.4)
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FEtape 2 : On va alors borner la quantité précédente.

o E[W (W) — (W +t) f(W 4 )| K;(t)dt

= Z":/+°o [EW f(W) = (W' + ) f(W' + 1)]|K;(t)dt car Ki(t) >0 VteR
= Z/ (W + &) W+ &) — (W ) f (W + 8)|| K (t)dt

<Z/ [(IW’ “f”) (&1 + 1)

Ainsi, en utilisant I'égalité (4.4), et comme E[(W*)?] < 1 pour tout 1 <i<n,on a:

K;(t)dt d’aprés Iinégalité (2.6).

o P((W' +t) < 2))K;(t)dt — B(2)| <

(H)ZEl& JE¢?] + E[I&I]
<3 (1+>ZE|§,

<2,44~,

ou on a encore utilisé les Propriétés de la fonction K; pour la premiére inégalité et le corollaire 1.1 pour
la seconde (méme argument que pour (3.2)). D’ou le résultat.

(i1) On remarque que si 'on pouvait directement remplacer P(W® + ¢ < 2) par P(W < z) dans (i),
+o0o

alors I'inégalité de Berry-Esseen serait démontrée (car Z / K;(t)dt =1).
—0o0

Cependant, comme |&;| < dg, alors K;(t) = 0,V|t| > 8. On va donc considérer le cas ot [t],1&] < do.
On a alors :

POV 41 <2) =B — & 41 < 2)4 LY <7 2%)

== TP W < 2 1 260).

Etape 1 : On remplace z par z + 209 dans I'expression obtenue en (3).
Alors, comme @ est \/%—lipschitzienne, on a :

2447>Z/ (W + ) < = + 260)) K (t)dt — B(= + 250)

>Z/ P(W < 2)K;(t)dt — ®(z + 26)

P n oo
>P(W < z)—P(z) — \/(;%, car Z K;(t)dt = 1.
=1 —o0

De plus, comme |§;] < §y, alors v = ZE &%) < §OZE 1 = 4.

D’ot, en utilisant I'inégalité precedente on obtient,

P(W < z2) — ®(z) <2,44~ — \2/(;% < 2,4460 — \2/(;% < 3, 3do.
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FEtape 2 : Pour obtenir la borne inférieure, on utilise exactement le méme raisonnement mais en
remplagant cette fois z par z — 2dp. On obtient alors P(W < z) — ®(z) > —3, 3Jp.

Ainsi, en combinant les deux résultats précédents et par passage au sup, on obtient aisément

sup |P(W < z) — ®(2)| < 3, 30do,
z€R

d’ott le résultat. [

4.2 Cas général

On a vu dans la partie précédente comment obtenir une sorte d’inégalité de Berry-Esseen lorsque que
les variables en jeu sont bornées. On va ici oublier toute restriction de bornitude et 'on verra comment
démontrer I'inégalité générale dans ce cas. On utilise une fois encore le méme Cadre de travail 1.

On remarque que le résultat (i) du Théoréme 4.1 reste vrai si les variables aléatoires considérées ne
sont pas bornées. Pour traiter le cas général, nous allons alors nous appuyer sur ce dernier résultat.
L’idée sera d’utiliser, une fois encore, l'identité de Stein (2.15) et la caractérisation de la loi N(0,1)
(propriété 2.2). Avant toute chose, nous avons besoin d’introduire une inégalité de concentration ©.

4.2.1 Inégalité de concentration

Propriété 4.1 (Inégalité de concentration uniforme). Pour tous a < b réels et tout 1 < i <n, on a :
Pla < W' <b) <V2(b—a)+ (1+V2)y. (4.5)

Démonstration. On va s’inspirer de la fonction K; introduite lors de la Construction de l'identité de
Stein pour une somme de variables aléatoires indépendantes.
Soit § = 7. Posons

1
§(b—a)—(5 siw<a—§6

1
flw) = w-g(bta) sia-s<w<bts

1

Alors, f' = Tj4—sp45) > 0 et || flloo = %(b —a) + 6. On considére ensuite, & I'image de la fonction K,
pour tout t € R,

M;(t)=¢; (Il[,gj’o] (t) — Il[o’,gj](t)) >0 (mémes arguments que pour le () de la propriété 2.5)

M(t) = iMy‘(f) >0

M(t) = E[M(2)].

Par ailleurs, on rappelle que : v §; et Wi — &; sont indépendants pour 1 <i,j5 <n (j #1),
v & et W sont indépendants pour 1 < i < n.

On va chercher & encadrer la quantitée E[W*f(W")] — E[&f(W' — &)] on & et W' ont déja éte de-
finies dans le Cadre de travail 1.

6. Les inégalités de concentration fournissent des bornes sur la probabilité qu'une variable aléatoire dévie d’une certaine
valeur.
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Etape 1 : Par définition de W, par indépendance de &; et W*—¢; et comme E[¢;] = 0 pour 1 < j < n,
il vient :

EW'f(W")] - E[&f(W' = &)] =) E&G(f(W') = f(W' = &))]

M:

1

J

S

0
E |¢; (W 4 t)dt
=&

1

Jz;ﬂz U:O (W + t)Mj(t)dt}

+oo
E [/ W+ t)M(t)dt} ,  par définition de M ().

— 00

Comme " >0et M(t) >0 ¥Vte€R, on ade surcroit :

E{/mf(wwt) ()dt] -

—o0 [t]<é

FW )Mt )dt]

>E | 1jg4 (W) M (t)dt
[t]<d

:E ab] Z|€g|m1n 6 |€J|)

L j 1
>Hy 1 — Hyp, (4.6)
avec Hy 1 :=P(a < W' <b)> E[|¢]min(d, &),
j=1
Hiz:=E |3 [&]min(s, &) — B[ | min(s, ¢;])]
j=1
Etape 2 : Minorons tout d’abord Hj ;.
On utilise pour cela le fait que pour z,y > 0, min(z,y) > x — —(cf Appendice section 4, lemme 6.3).
Cela implique alors que
E[l& ] 1 gt
;Emmm (5,16 Z( S _ 1 (s =), (47)
et a fortiori,
1 .
Hyiq > iP(a < W' <b). (4.8)

Etape 3 : Il nous faut maintenant majorer H; 2. Comme Hj o est I’espérance d’une variable aléatoire
centrée, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a en outre,

2

Hip <V Y IgImin(,[¢)) | < | D E[EGmin(s |G| <6 (D _EE]] =4 (4.9)
j=1

j=1 j=1

(S
[N
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+o0 .
Ainsi, puisque E[W f(W9)] —E[¢;f(W' - &) =E {/_ FI(WH )M (t)dt|, avec (4.6), (4.8) et (4.9),

on déduit :

EW f(WH] —E[& (W —&)] > =Pla < W' <b) — 4. (4.10)

1
2
Etape 4 : Pour pouvoir majorer P(a < W < b), on va donner une borne supérieure pour I’espérance
précédente. Pour cela, remarquons que, comme || f|[oc = 3(b—a) 4+ 4, on a :

b—a) +8)(E[|W'|] + E[|&]])

N =
—~

E[W* f(W")] - El& f(W" = &)] <(
(E(W)® + El&[*)# (b~ a + 20)
(E[|W*?] + E[|§Z|2])%(b —a+24) par linégalité de Jensen,

1
V2
1
\( avec  — x° convexe
—(E[|[W* + 61\2])% (b—a+20) car¢; et W sont indépendantes et
\{ﬁ E[¢] = 0 pour tout 1 <i<n

= (E[W])2(b—a+20

75 EIWEDA( )

%(V[W])% (b—a+26) car E[W] =0

S

7

S(b—a+20). (4.11)

FEtape 5 : 1l ne reste plus qu’a combiner les résultats précédents pour obtenir I’encadrement souhaité.
Dés lors, avec (4.10) et (4.11), on obtient :

%P(agwigb)—ég (b—a+20),

Sl

et a fortiori
Pla < W' < b) <V2(b—a) +2(1 4+ V2)6
=V2(b—a) +2(1+V2)y caré = g

D’ou I'Inégalité de concentration uniforme.

4.2.2 Résultat final

On peut a présent démontrer I'inégalité uniforme générale de Berry-Esseen, pour des variables aléatoires
indépendantes.

Théoréme 4.2 (Inégalité de Berry-Esseen uniforme).
Soient &1, ...&, des variables aléatoires indépendantes, admettant un moment d’ordre 3, telles que :

Vi<i<n, E[G]=0 et » E[§]=1

%
i=1

Posons W := Z&’ Wi=W—§&, et ~:= ZEH@F’] Alors
i=1 i=1
sup |[P(W < z) — ®(2)| < 7y. (4.12)
z€R
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Remarque. La constante a été améliorée au fil des années. Initialement, Berry et Esseen avaient prouvé
que C < 7. Cette valeur a trés rapidement chuté et Ilya Tyurin a montré en 2010 que C' < 0,4785.

Démonstration. On utilise toujours les notations du Cadre de travail 1. On va user de nombreux résultats
précédents, notamment I'Inégalité de concentration uniforme et le Théoréme 4.1. Afin de s’inspirer de la

n +00
démonstration de ce dernier, on va s’intéresser a la quantité Z / P(W*'+t < 2)K;(t)dt — P(W < 2) ‘
=17

Comme P(W < 2) =P(W! < 2—¢&),onapourteR,

(X) |[P(W'+t<2)—P(W <2)|<P(z—max(t,&) < W' <z —min(t,&)) .

n 400
Etape 1 : Comme Z/ K;(t)dt =1, et en utilisant (*), on a d’une part :
i=17—%

n +oo
3 / POW' 41 < 2)K;(t)dt — B(W < 2)

SZQLW“WV+tS@—MWswmmwt
< ;/_OO P (Z —max(t,&) < W' <z — min(t,gi)) K;(t)dt
n +oo
= 2;/00 E [IP’ (z —max(t,&) < W' < z —min(t, &) | 5,)] K;(t)dt (4.13)

En effet, pour 1 < i < n fixé, en posant A := {z — max(t,&) < W' < z — min(t, &)}, on a :
P(A) =E[14] =E[E[14 | &]] =E[P(A ] &)], et la derniére écriture de P(A) justifie (4.13).

Or, en considérant f(s,w) = 1{;_max(t,s)<w<z—min(t,s)}» Puisque &; et W? sont indépendantes, on a
d’aprés un résultat vu en TD de processus stochastiques [4] :

}E[f(gu WZ) ‘ §i= 5] = E[f('sv Wz)] :]E[ﬂ{zfmax(t,s)gW’ingmin(t,s)}]
=P (z — max(t,s) < W' < z —min(t, s)) . (4.14)

Ainsi, avec la définition de A, f et (4.14), on a :
E[ls | & =P (z —max(t,&) < W' < 2z — min(t,fi)) )

Dés lors, en utilisant, (4.13) et la remarque précédente, il vient par I'Inégalité de concentration uniforme :

n +00
Z/ P(W' 4t < 2)K(t)dt — P(W < z2)
i=17

n 400
<> [ TE[VE(+IED + 0+ Van] K
i=1v
= (1 + \/5)’)/ + \/iz (;EH&S] + EH@HE[@Q]) d’aprés les Propriétés de la fonction K;
=1

5
< (1 + 2) v d’aprés le corollaire 1.1. (4.15)
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FEtape 2 : D’autre part, d’aprés le Théoréme 4.1, on sait aussi que

< 2,44~.

n +00
;/_OO P(W' 4+t < 2)K;(t)dt — ®(2)

Ainsi, avec (4.15), on a par inégalité triangulaire :

[P(W < z) —@(2)] <

n “+o00
P(W < z) — Z[ P(W' +t < 2)K;(t)dt

+ z:/_:o P(W' 4t < 2)K;(t)dt — ®(z)

5
< (1+ 2) Y+ 2,4
<7,

d’oit le résultat par passage au sup.
|

L’inégalité de Berry-Esseen uniforme est donc établie, et par les résultats qui ont été mis en ceuvre pour
la démontrer, on constate la grande utilité de la méthode de Stein, notamment l’identité de Stein.

5 Inégalité de Berry-Esseen non uniforme pour des
variables aléatoires indépendantes

Il convient & présent de s’intéresser a l'inégalité de Berry-Esseen non uniforme. Comme précédemment,
on va distinguer deux cas, selon que les variables aléatoires considérées sont bornées ou non. De méme
que pour le cas uniforme, nous travaillons avec des sommes de variables aléatoires indépendantes et
nous allons manipuler des formules et des idées similaires, avec quelques variables supplémentaires. On
reconnaitra alors dans cette section des calculs similaires a certains déja menés auparavant. Dans toute
la suite, on considére les conditions suivantes.

. a -

Soient &1, . ..¢&, des variables aléatoires indépendantes telles que :

V 1<i<n, E&=0, et » E[g]=1
=1

n n
On pose v := ZEHQP} et 'on note W := Zgi, Wi=W —¢ .
i=1 i=1

En outre, on considére & := &lye, <1y, W= ZE et W =W —&.
i=1

On a toujours Z ~ N(0,1).




5.1 Cas de variables aléatoires bornées

On va ici s’intéresser aux variables W qui, par leur définition, s’avérent étre bornées. Pour utiliser
les mémes idées que dans la démonstration du cas uniforme, nous avons besoin d’une inégalité de
concentration, non uniforme cette fois-ci.

5.1.1 Inégalité de concentration non uniforme

Propriété 5.1 (Inégalité de concentration non uniforme). Dans les conditions précédentes, pour tous
a<brélsettoutl <i<n,ona:

Pla<W <b)<e 5(5(b—a)+Ty). (5.1)

Avant de démontrer cette propriété, nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 5.1. Soient a > 0, B € R. On considére 0y, ...,n, des variables aléatoires indépendantes telles

que pour tout 1 < i <n, E[n;] <0, n; < et ZE[nf] < B%. On pose S := Zm. Alors :

i=1 i=1
¢S e —1—ta _, o
E "] <exp | ————B pourt >0 (Inégalité de Bennett), (5.2)
«
B? ax ax az
MSE%)S@@(—QQK1+Béﬁn«1+fﬂ)—BJ>, (5.3)
22

Démonstration. On ne démontre que 1’inégalité de Bennett, puisque les deux autres en découlent.

Leur démonstration est néanmoins présentée dans I’Appendice section 5, lemme 6.5.
e —1—s

Remarquons que la fonction f : s — 5 est croissante sur R, car prolongeable par continuité en
S

0 (cf. Appendice section 5, lemme 6.4).
Donc pour s < a et t > 0, il vient

(et* —1—1ts)  (e'* —1—ta)

o (e — 1 —ta)
) E R 7 PR

et ainsi e <1+ ts+ (ts) L

Puis on a :

E[e*®] = H E[e"] puisque que les 7; sont indépendantes

i=1

= o — 1 —ta)
<TTE |14 tn + (oo =Lt
,E {+n+w> (o)

< H(l + tE[n;] + %(em —1—ta)E[n;])

n
1
gHu+§w%4_mmﬁ)mmmmaaw>o

=exp (ln (ﬁ(l + %(eta —-1- ta)Hn?])))

25



Ly
=1
ta
e —1—ta . n
<exp ( o2 BZ) ., puisque 31 E[nf] < B>
D’ou I'inégalité de Bennett (5.2). [ |

Nous pouvons a présent démontrer I’Inégalité de concentration non uniforme.

Démonstration. On va fortement s’inspirer de la preuve de I'Inégalité de concentration uniforme. On se
place dans le Cadre de travail 2 introduit en début de section.

Etape 1 : D’aprés le lemme 5.1, on voit qu’en prenant « =1 et B2 =1, on a :
Pla < Wi <b) <e %R [eWT}

a 3
<e 2 exp(e% - 5) d’aprés I'inégalité de Bennett (5.2) avec t = 1/2

a

<1,19e =.
. . ) ) ) C 1,19
On voit donc que si 7y > 1,19, le résultat est démontré. Supposons a présent que v < — = 0,17.
Soit § = 3 donc 0 < 0,085. Posons
0 stw<a—9
fwy=Lez(w—a+0) sia—6<w<b+d (5.5)

e2(b—a+20) siw>b+o.

Alors f/(w) >0 et f/(w) >e? poura—6& <w < b+ 6.
Posons ensuite, pour tout ¢t € R, a I'image de la preuve de 'inégalité de concentration uniforme,

M;(t) =& (]1[_50] (t) — 1y & (t)) >0 (mémes arguments que pour le (i) de la propriété 2.5)

Mi(t) =Y M;(t) > 0.

i
J#i

La démarche qui va suivre sera quelque peu similaire & celle de I’ Inégalité de concentration uniforme.
FEtape 2 : Par définition de WZ, on obtient :

EW (W) =Y E[&(/ (W) - f(7 - &)]
Ji

=Sa| [ o]

ZI;T / o 7OV + t)M"(t)dt] .

— 00
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Comme [’ >0 et Mi(t) > 0, alors,

+oo . i . .
E [/ /W' +t)Mi(t)dt| >E Loy W) v+ t)Mi(t)dt]
—00 L [t]<é
A —
>E eXP(W M ia5 (W) Mi(t )dt]
It|<é
W' s —i —
>E | exp( Mg ) (W) D 1€ min(s, €])
L j#i
g(H21 — Hs ), (5.6)
avee o =[5 1, ey | SB[l mins, (G,
J#i
Hyp =B [ |5, ;16| min(s, 1) — E(l& min(s, [&1)]]]

Etape 3 : On minore d’abord Hy ;. On se rappelle que 6 < 0,085 et v < 0,17, on va procéder de la
méme maniére que pour I'Inégalité de concentration uniforme. On a :

> E[&] min(6, [5])] = > E[&](min(8, [¢;]) — 61, 513)]  par définition des &
J#i J#i

— SE[&] + Y E[l¢ min(d, [¢;)] — oy

j=1
— 67% + % —dy de méme que pour (4.7), en utilisant le lemme 6.3
> — 0,085 x (0,17)35 + % — 0,085 x 0,17
>0,43.
Dés lors, avec I’étape 1 et la définition de Hy 1 :
Hyy > 0,43¢5P(a < W' <b). (5.7)
Etape 4 : 1l nous faut aussi majorer Ha 2. On a par le lemme 5.1,
E {ewi} < exp(e — 2).
Comme pour 'Inégalité de concentration uniforme, on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1
2 2

> 1 min(s, [1) <eXp > =1 | Y E[EZ min(5, )]
J#i J#i

< eXP(g —1)4

1
2

H272 S E |:6W1:|

<1,446. (5.8)

En combinant (5.6), (5.7), (5.8), on obtient alors :

E[W f(TW')] > e 5(0,43¢P(a < W' < b) — 1,449). (5.9)

27



Etape 5 : Afin de majorer P(a < W' < b), on détermine une borne inférieure pour l'espérance
précédente. Pour cela, on utilise le fait que par la définition de f (5.5), on a :

E[W* f(W')] <(b— a+26)E [|Wi|eWTi}

Nl=

<(b— a+ 20)E[|Wi*)?E [eﬂ
<(b—a+ 20)exp(e — 2)
<2,06(b— a + 26). (5.10)

On peut maintenant en déduire le résultat voulu. Ainsi, en utilisant (5.9) et (5.10), on a :

—a

2

S
gy

Pla<W' <b) <g 43(6% X 2,06(b — a + 26) + 1,44)
g%(eo)o‘*25 % 2,06(b — a -+ 26) + 1,447)

<e= (5(b— a) + 13,40)
§67(5(b —a)+T7y), card=7.

2

D’ou I’ Inégalité de concentration non uniforme.

5.1.2 Reésultat final

On peut maintenant établir une inégalité de Berry-Esseen non uniforme dans le cas borné (par définition
des W).

Théoréme 5.1 (Inégalité de Berry-Esseen non uniforme, cas borné).
Avec les notations du Cadre de travail 2, il existe une constante universelle C telle que

VzeR, [P(W<z)—®(2) < Cvye 2.

Démonstration. On va s’inspirer des démonstrations faites auparavant. Plus particuliérement, on va
utiliser le méme raisonnement que pour la Construction de 'identité de Stein. Sans perte de généralités,
on peut supposer z > 0 (quitte & considérer — V).

Etape 1 : Soit [ := f. la solution de I’équation (2.1). Posons, a I"image de la fonction K,
Vt € R, Ki(t) = E[&(11 5(t) — Lz (1))

En s’inspirant du calcul fait pour la Construction de I'identité de Stein, on a :

E[W f(W ZE EfW +&))

=Y BE( (W) — f(W)] + 3 BIGIE( (W
->Efe / £ + 08 (g g (1) — L)t

+ Z E[&]E car par définition de &, on a & < 1

—Z/ FV + 0K

dt—i—ZE (5.11)
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n

Comme Z/ K;(t)dt = Z]E[EQ] =1 —ZE[SE]I{&M}L on obtient, puisque f est solution de (2.1) :

P(W < 2) = (2) =E[f'(W)] - E[W f(W)]

=" E[E21(¢,» 1y |ELf (W)

=1

+Z/ WA E) — T+ KDt

+§ZM@M&NﬂMﬂW%]

i=1

2:R1 + R2 + Rg. (512)

FEtape 2 : Dans ce qui suit, C' désigne une constante arbitraire, que 1’on notera toujours
pareil mais dont la valeur peut différer.
On va donner des bornes pour Ry et R3. Comme f := f. est solution de (2.1), on déduit de (2.2) que

F{w) = (\/ﬂweuifb(w) +1[1-®(2)] siw<z (5.13)
(\/ﬁweT(l — (I)(w)) — 1)@(2’) siw > z.

v Par les résultats (2.4),et (5.3), on a :

E[lf'(W)]

=E[lf' W)L r<zy] + EIf (W)L 23]

<(1+ \/ﬁge%@(w)) (1 - ®(2)) + P(W >

) car |f'(W)| <1 par (2.4) et par (5.13)

SRS

< (14 Varse T o(w)) (1 - @(:)) + e 3 Ele

<Ce 2.

] par le résultat (5.3)

On en déduit donc que
|R1| < Cve™ 2. (5.14)

v De la méme fagon, on écrit que E[f(W )] E[|f(W )|11{Wi§§}] + IEHf(Wl)\]l ]. Comme f

‘ W'>z}
est solution de (2.1), on utilise 'expression (2.2), et 'on déduit E[f(W')] < Ce™% et a fortiori

z

|R3| < Cvye™ 2. (5.15)

Etape 3 : Reste a majorer Ry. Pour cela, écrivons Ry := Ry 1 + Ra 2 avec
n 1
RQJ = Z/ E[]I{W’-s-gfgz} — ]I{WL'_HSZ}} Z(t)dt,

Ra» —Z/ (W + &) f(W +&) = (W +)f(W +t)]K,(t)dt.
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v Par I'Inégalité de concentration non uniforme, on a :

noo1 A o
Ror <Y [ EllgoPle—t< W' <2 &| G)R0de
i=1"Y 7>

n 1
ey [ e FElEl+ i +IR
i=17 "

<Cye 2. (5.16)

v Pour majorer Rz 3, on utilise le fait que, pour s <t <1, on a (cf. [2, p47-48]) :

E((W +0)f (W +0)] —E[(W +8)f(W +5)] < Ce 3 (|s| + [t]). (5.17)

Il vient alors :

Ra gi /. B [ty (BT + 80107 ) | )~ BLOV + 077" +1) | Koo

<Ce QZ/ E[E] + [ Bt

<Crvez. (5.18)

v Puisque Ry := Ry1 + Ra 2, on a par (5.16) et (5.18), Rs < Cre -3,

En procédant de fagon similaire, on obtient Ry > —Cve 3.
On obtient ainsi :

z

|Ra| < Cve™z. (5.19)

Etape 4 : En combinant (5.14), (5.19) et (5.15), et quitte & considérer —W on obtient
[P(W < 2) — ®(2)| < Crye 3,

ce qui achéve la démonstration.

5.2 Cas général

Afin de démontrer I'inégalité non uniforme de Berry-Esseen dans le cadre général, nous allons utiliser
les résultats vus dans le cas borné. Avant de démontrer le théoréme principal, nous avons besoin du
lemme suivant.

Lemme 5.2 (Inégalité des moments). © Soit 2 < p < 3 et soit ny,...,n, des variables aléatoires indé-
pendantes telle que pour 1 < i < n,E[n;] =0 et E[|n;|] < oo.
n n

On pose B? := ZE[T}?] et S := Zni. Alors :

E[IS]”] < (p — 1)B” + ) _E[ln;|"]. (5.20)

i=1
Démonstration. Soit S* = S —n; pour tout 1 < i < n, S # 0.

Remarque. Pour tout 1 < i < n, n; et S’ sont indépendantes.

7. Les inégalités de moments de ce type ont été prouvées en premier par Rosenthal en 1970.
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FEtape 1 : On a en premier lieu :

E[|S|?] ZEnS|S|p 2 car S:=3"

i=1

= ZE (S1S1P72 = S*SIP2)] + Y Elmi(S'IS|P~2 = S|S*P~2)]  car V1 < i <n, i et
i=1 S* sont indépendantes
et E[n;] =0

n

< ZE[U?IS\”’Q] + 3 Ellmill SIS+ )P =2 = [P 72)]

_ Imlls'”‘l{(l + ("Zi'))pz - 1}1 . (5.21)

Or, pour z > 0, 0on a (1 +2)?"2 -1 < (p— 2)z (voir I’Appendice section 5, lemme 6.7). En utilisant
cette observation et le résultat (5.21), il vient :

n

<> B (P 4+ ISP + YK

i=1 i=1

M:

- i\p— - i 1p— |73
E[|S[P) <> E[ln:["] + > ER7IST P + ZE [|77¢||S P~ (p—2) 57
i=1 i=1 i—1
n
:Z (Il + (p—1) ZE n;] |Sz|p 2] car 7; et S° sont indépendantes
i=1
n p72
<D _Elml]+(p-1) ZE mIE (S , (5.22)

N
Il
=

ol on a utilisé le corollaire 1.1 avec p=p — 2 et ¢ = 2.
FEtape 2 : Or, pour 1 <i <n fixé,

E[|S'[’] = B [S® — 28n; + 07| =E[S* — 2 " min; — 207 + 1]
it
=E[S?] -2 Z E[n;]E[n,] — E[n?] par indépendance des 7;

ij=1
i#j

n 2
<Z 77¢> — E[n? ] car les n; sont centrées
=1
n
-2 |°0¢] +2 3" siulep) - i

3,j=1
n

i#j
= E[] -

i=1

=B* —E[p}] < B”.
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Ainsi, avec (5.22), on a :

3

n
p—2

E(ISIP) <D EllniP1+ (0 = 1) Y ERF)(B*) "=
i i=1

Ellil") + (p— B2 Y Eln?]

Il
—

7

&

«
I
—

.

«
Il
-

E[|n:["] + (p — 1) B”.

A présent, on peut enfin démontrer 'inégalité non uniforme de Berry-Esseen, pour des variables aléa-
toires indépendantes. Nous considérons toujours les conditions du Cadre de travail 2.

Théoréme 5.2 (Inégalité de Berry-Esseen non uniforme).
Soient &1, ... &, des variables aléatoires indépendantes, admettant un moment d’ordre 3, telles que :

n

Vi<i<n, E&=0 et » E[]=1

i=1

n n
Posons W := Zfi, Wi=W—§&, et ~:= ZIEH@P] Alors il existe une constante universelle
i=1 i=1

C telle que :

VzeR, |P(W<z)—®(2) <

1
— . 2
—C1+|z|37 (5.23)

Démonstration. Cette preuve repose en grande partie sur I’Inégalité de Berry-Esseen non uniforme, cas
borné. Sans perte de généralités, nous pouvons supposer que z > 0 (quitte & considérer -W).

Etape 1 : Puisque {W > z} C {|W]| > z}, par le Corollaire de I'inégalité de Markov appliqué a
f 1[0, +00[—=]0, +0o[,z + 1 + 3 (croissante et positive sur [0, +oc[), on a

3
_LHEWP] 142+

POV 2 2) SB(W| > 2) < 5 < g

: (5.24)

o l'on a utilisé 'Inégalité des moments (avec p = 3) pour la deuxiéme inégalité.
Siy > 1, le théoréme est alors démontré, d’aprés ce qui précéde. On suppose alors v < 1, et on considére
pour tout 1 < i < n, les variables &, W, W' comme introduites dans le Cadre de travail,2.
Remarquons d’abord que {W > z} = {W >z, max & > 1} U{W > z, max & <1}

1<i<n 1<i<n

CA{W > z, max & > 1} U{W > z}.

1<i<n

On a donc : o
P(W > z) <P(W > z)+P(W > z, max & >1). (5.25)
<in

Et comme par définition de W, on a W > W, on a aussi :

P(W > z) <P(W > 2). (5.26)
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n

Etape 2 : En outre : P(W > z, max§z>1 <ZPW>Z§1>1)

=1
On peut alors distinguer 2 cas :

v Si& >3, alors (W > 2,6 >1,6> %) = § >max(l, ).
VSig < zalors {W>286>1,6<3C{Wi>Zcar Wi=W —¢,.

Ainsi,

n
: >
P(W > z, 121%)(”51 > 1) Z (W >z¢&>1)

P”ﬁ: )

P(&; > max(1, g)) + ZIE”(WZ > %)P(fl > 1), par indépendance de &; et
i=1

1 de W pour tout 1 <4 < n.

(2

Etape 3 : Puisque P(§; > max(1, §)) < P(|§] > max(1, 5)), en utilisant le Corollaire de I'inégalité de
Markov dans la somme de gauche appliqué a f : [0, +o0o[— [0, +oo[,z + 2 (croissante et positive sur
[0,400[), on obtient :

P(W > 2, max & > 1) ﬁ +3 P> %)JP’(& > 1).
- =1

l\'J\N

.z
De plus, en reprenant les arguments de (5.24) avec W* et ok on a que :

n

(1+E[W'? Dg
P(W > z, llgax &>1) g;w

n

(1)

Par (5.25) et (5.26), on a alors :
PW > 2) <P(W > 2) <P(W > 2) + P(W > 2, max & > 1),
<i<n

40y
1423

donc |[P(W < 2) = P(W < 2)| < P(W > z, max &>1)<
Enfin, par inégalité triangulaire, on a : o

40~y

POV < 2) = ()| < [PV < 2) P < 2)| +[P(T < )~ 0(2)| < 1

+HP(W < 2) = 2(2)] (%)

Etape 4 : Pour démontrer le théoréme, il suffit alors de prouver que

POV <2) - () < 115,

ou C' est une constante arbitraire. Or, d’aprés I'Inégalité de Berry-Esseen non uniforme, cas borné, on
a:

(5.27)

Tr 7 z ].
< < T2
PV < 2) ~@(2)| < Cye™f < O

Avec (k) et quitte a considérer —W, , on déduit alors I'Inégalité de Berry-Esseen non uniforme.
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L’inégalité de Berry-Esseen non uniforme est donc établie et, une fois de plus, I'identité de Stein est &
la genése de sa démonstration.

6 Ouverture

Dans ce dossier, on a étudié la méthode de Stein pour la loi normale centrée réduite, et 'on a pu
constater sa grande utilité et notamment le fait qu’elle permet de démontrer les inégalités de Berry-
Esseen. Cependant, ce ne sont pas les seules applications de cette méthode "magique". En 1975, Louis
H.Y Chen, un doctorant de Charles Stein, adapta la méthode de Stein pour obtenir des résultats sur
I’approximation de la loi de Poisson. Cette méthode est aujourd’hui appelée méthode de Chen-Stein.
Le point clé de cette méthode est, comme pour la loi normale centrée réduite, une caractérisation de la
loi de Poisson en termes d’espérance.

Propriété 6.1 (Caractérisation de la loi de Poisson).
X ~P(\) <= E[Xf(X)]=XE[f(X+1)]
pour toute fonction f pour laquelle les espérances précédentes sont bien définies.

Et ainsi, on peut définir une équation de Chen-Stein, comme pour la loi normale centrée réduite.

Définition 6.1 (Equation de Chen-Stein). Soit h une fonction P(\)-intégrable. L’équation de Chen-
Stein est donnée par :

+0oo 2k
Af(k+1) = kf(k) = h(k) =) h(k)ﬁe"\.
k=0 ’

En suivant la méthode de Stein, Louis H.Y. Chen a alors utlisé la solution de ’équation de Chen-Stein
dans divers calculs pour obtenir une borne sur ’erreur d’approximation de la loi de Poisson.
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Annexe

Ici sont présentées les preuves de certains résultats utilisés lors de différentes démonstrations

Appendice section 3
Les conditions de travail sont toujours celles du Cadre de travail 1.

Lemme 6.1. Soit X une variable aléatoire, si g et h sont des fonctions croissantes, alors :
Elg(X)|E[R(X)] < E[g(X)h(X)].

Démonstration. On considére deux variables aléatoires X et X’ définies sur le méme espace probabilisé
), indépendantes et de méme loi.

Par croissance de g et h, on a toujours (g(X) — g(X"))(h(X) — h(X")) > 0 sur . Alors, en utilisant le
fait que X et X’ sont indépendantes et de méme loi, il vient :

0 <E[(g(X) — g(X"))(h(X) — h(X"))]

=E[g(X)n(X)] + E[g(X")(X")] — E[g(X")h(X)] - E[g(X)h(X")]
h(X)] = Elg(X")E[M(X)] - E[g(X)]E[R(X")]

h(X)] = 2E[g(X)]E[A(X)].
)

Dot Elg(X)|E[(X)] < Elg(X)h(X)] n
On démontre maintenant le Théoréme 3.3.

Théoréme (R.V. Erickson).
On suppose qu’il existe & tel que pour toute fonction h lipschitzienne, on ait |[E[AR(W)]—N(h)| < 6||h'] oo-
Alors :
sup [P(W < z) — ®(z)| < 2V, (6.1)
z€R

Démonstration. On suppose qu’'un tel ¢ existe et que § < i (sinon le résultat est trivial).

Etape 1 : Soit a € RT, que 'on déterminera plus tard. Pour z € R fixé, on définit

Z— W
ha(w) = Lpwezy + (1 + a) Ii<w<ztay

Alors h est lipschitzienne et Pon voit aisément que ||h/||o = é Par exemple, pour z = 2,5 et a =1, la
courbe représentative de h, est de la forme suivante.

1.

0.5

-0.5

On en déduit donc que Vw € R, I{,<z) < ha(w) < Tgy<.qq). Bt ainsi :
P(W < z2) <Eho(W)] <P(W < 24 a).

De méme, puisque N(hy) = E[ho(Z)], on obtient : ®(z) < N(h,) < @(2) +P(z < W < z+ «).
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FEtape 2 : Dés lors,
P(W < z) — ®(z) <Elho(W)] — ®(2)
=E[ha(W)] = N(ha) + N(ha) — ®(2)

]
+ N(ha) — ®(2) par hypothése du théoréme et [|A'[|oo = <

& Q

<—+P:<Z<z+a)

> Q

=—+P(z+a)—-d(2)

PW <z)—-®(2) <— +

Q>R

N R
- 5|

, car ® est \/%—lipschitzienne.

E t o =v0(2m) Y4 ona =+ ——— = 2(2m)"Y/4V5 < 2V5.
n prenant « (2m) na— N (2m) <

P(W < z) — ®(2) < 2V0. (6.2)

Et ainsi,

FEtape 3 : Afin d’obtenir la borne inférieure, on utilise la méme démarche que précédemment.
Pour z € R fixé, on définit :

Z—w

ha(w) = _]l{wﬁz} - (1 + ) ]I{ZSUJSZJFQ}'

«

On remarque que E[hq(W)] < P(W < z). Alors, en utilisant excatement le méme raisonnement que
précédemment, on trouve :
P(W < z) — ®(z) > —2V/3. (6.3)
Ainsi, en combinant les résultats (6.2) et (6.3), et par passage au sup, on déduit :
sup [P(W < 2) — ®(2)| < 26,
z€R
d’otu le résultat.
|

On rappelle maintenant 1’énoncé du Théoréme de Barbour et Hall (3.5), dont nous n’avons donné qu’une
partie de la démonstration.

Théoréme (Barbour et Hall).

Soient &1,...,&, des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout 1 < i < n, E[§] =
n

0, E[¢] =07 < 00 et ZO’? = 1. Alors il existe une constante universelle C telle que, pour tout
i=1

e>0

(1_6 i)Z]E51{5|>6}}<C<sup|P(W<z +ZJ>7

ot (2) =P(Z < 2).
Démonstration. On reprend la démonstration a partir de (3.13) et de l’étape 4. On choisit alors
f(w) = we™ "= (puisque |W (w)|dw < oo et ||f"]|s < oo, voir calculs ci-aprés), et ainsi, en pre-

nant h(w) = f/'(w) — wf(w_)(:oon a:

+o0 +oo
c1 = / [ (w)|dw < 18; o ::/ |f" (w)|dw < 10;  ¢3 = sup |f"(w)| =3

_ — 0 weER
En effet :
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w? w2
v b (w) =e T (2w - 5w) et f(w) = e 7 (w3 — 3w).

Pour calculer ¢; et cg, on utilise I'inégalité triangulaire, la parité de x — |z| et le fait que Vk >
+oo

'w2
0, Iog41 = wtle™ % dw = 2%K! (cf.lemme 6.2).
+

S—

0

v " (w) = e_sz(—w4 + 6w? — 3) donc f® (w) = e_wTZ(wE’ — 10w + 15w).
f® gannule en 0,w; = —/5+ V10, wy = —v/5— V10, w3 =+/5—+10, et
wy = /5 — V10.

On a donc le tableau de variations suivant :

2

w —00 w1 w2 0 w3 Wy +o00

D (w) -0 + 0 - 0 4+ 0 - 0 +

0 f(wz) f(ws 0
[ (w) \ 7 \ / /
f( ) -3 w4)

ou f(wy) ~—0,35, f(wy)~1,85, f(ws)~1,85, f(ws)~—0,35.
On en déduit donc que c3 := sup |f"'(w)| = 3.
weR

)
\
w1 f

(

Etape 5 : Ceci étant établi, on va utiliser la formule (3.13) pour pouvoir minorer A := sup |[P(W <
z€R
z) — ®(z)|. Intuitivement, on peut penser que si W et Z ont des lois proches alors,

Ry =Y E[g(W'&)] et Ri=Y E[g(Z &)

=1 i=1

seront aussi assez proches, o Z ~ N(0,1) est indépendante des & pour tout 1 < i < n. Pour pouvoir
utiliser cette intuition, nous allons estimer R et R; afin de borner correctement (3.13).

Alors, avec un tel choix de f comme précédemment et en utilisant g(w,y) = —y~*(f(w +y) — f(w) —
yf'(w)), on a en premier lieu :

Elg(Z,y)] = -

wty)2 w? w2 w2
((w + y)ef% —we 2 —y(l-— w2)e2) ez dw

1 Foo
yv22m \/—oo

(et o o)
(a3
1 2

2
(1- 67%) >0, care T <1.

“2/2

Et si |y| > e pour € > 0, alors E[g(Z,y)] > 21 (1 — e~ 7). Donc, en reprenant expression de R, il
vient :

N

R> 51 - e” )Y E[E e, 50)- (6.4)

FEtape 6 : 1l nous faut alors maintenant minorer R;. Pour cela, on pose Ry = ZE[&?Q(W*, &), ou

i=1
W* a la méme loi que W, mais est indépendante des &; pour 1 < i < n.
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v Ainsi, en reprenant I’expression de Ry et de g, on a :

ZE [& / (Wt 6) - &f’(Wi))dt}
:R2+;E{£3/O (f'(W* + &) — [/ (W' + 1)) dt} Z]E[ / W) — (W)t | .

v Pour t € [0, 1] quelconque, comme E[¢;] = 0 pour tout 1 <i < n et & et W' sont indépendantes,
on a de plus :
E[f'(W* +1&) — f'(W' +1&)]| =[B[f' (W' + & + &) — [/ (W' + &)
=[E[f'(W* + & +1&) — /(W' +t&) = & f" (W' +1&)]
1
<-cs307, (6.5)
2
ol on a utilisé I'inégalité de Taylor-Lagrange pour écrire :
. . . . . 2
I W+ 165, W'+ &+ &L | (W4 & +18) = f1(W+ &) — &f (W +16)| < 5
et en déduire la majoration précédente.
On obtient donc, en utilisant (6.5) en t # 0 et en ¢t = 0,

f///”oo

Ry >Ry—c3) of. (6.6)

i=1

v/ On va maintenant minorer R,. En raisonnant de méme que précédemment, on obtient :

=R+§n«:[5?/01<f’<2+t&>—f<w*+t@ jie| - ZE[ [ @ - rovyal.

Et Vt € [0, 1], on a par intégration par parties, puisque f’ est bornée a Uinfini :

[E[f' (W™ +t&)] — E[f(Z + t&]| =

+oo
/ ) (PW* <w —t&) — ®(w — t&))dw‘

SCQA. (67)
Ainsi, en utilisant (6.7) en ¢ # 0 et en ¢ = 0, on obtient :
R2 Z R— QCQA. (68)

Etape 7 : 1l ne nous reste plus qu’a utiliser les résultats précédents pour obtenir le résultat voulu.

v En combinant (3.10), (3.13), (6.6) et (6.8), on obtient :

I < 3
61A2R1—§C3ZJ? ZR—§C3ZU?—262A.

i=1 i=1

v Enfin, au regard de (6.4), on a :

3 n 1 2 n
A(c14—2c2)+5032302l > EW5) (1—6 4)ZE[§;‘2]1{|§1'\>6}] ;
1=1 =1

et comme A = sup |P(W < z) — ®(2)], 1 < 18;¢2 < 10, ¢3 = 3, on obtient :
z€R

(1—6_%)2 (716 2] <C<SUPP(W<Z |+ZU )
=1

d’ou le théoréme.
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+oo w?
Lemme 6.2. Vk > 0, Iog41 := / wH e = 2F k!
0

Démonstration. Soit k > 0, soit M > 0 :
+oo w2 +oo w?
Iogqq ::/ wk e 5 du :/ w*we™ T dw
0 0

w2 1M M w?
= lim [—w%e*T] + 2k w? e~ dw par intégration
M ——+oco 0 0 .
par parties

+oo w2
:2k/ wk e dw = 2k x Iop_q.
0

Par récurrence sur k, on a donc o1 =2 x4 x 6--- X (2k)
= 2F x kl. [ ]

Appendice section 4

Lemme 6.3. Vz,y > 0, min(z,y) > = — g.

Démonstration. v si min(z,y) = = alors le résultat est évident.

v si min(x,y) =y, alors on fixe y > 0, on considére x > y et on pose fy(z) =z — 2

4y °
Alorsf;(x):1—2£>0sixg2y.
Yy
<0Osiz>y

fy atteint donc son maximum en x = 2y et f,(2y) =y, on a donc fy(x) < y, ce qui est le résultat
voulu.

Appendice section 5

e —1—s

Lemme 6.4. f:s+— 5 est croissante sur R.
S

Démonstration. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, on a Vs € R,

1
ef—s—1= / s2est(1 — t)dt.
0

Donc f(s) = /1 et (1 — t)dt.
0

On pose g(s,t) = (1 —t). Alors :
vV Vs e Rt g(s,t) est continue et intégrable sur [0, 1].
ag st
v V(s,t) € R x[0,1], 8—(s7t) =te®" (1 —t).
S
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v Soit Ja,b[€ R,a < b < 00, Vs €]a,b],Vt € [0,1], on a |te® (1 — t)| < €’, et t > e® est intégrable sur
[0,1].

v Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on déduit que f est dérivable sur |a, b].

v Ceci étant vrai pour tout intervalle ]a,b[ de R, on déduit que f est dérivable sur R et que Vs €
1
R, f'(s) =/ te* (1 — t)dt.
0

Or,Vs eR, twstes(1—1t)>0 pourt e [0,1], donc par positivité de I'intégrale, f'(s) > 0,Vs € R. f
est donc prolongée par continuité en 0 et on en déduit donc que f est croissante sur R. |

On démontre & présent les 2 résultats restants de Inégalité des moments.
Lemme 6.5. Soient a > 0, B € R. On considére ny,...,n, des variables aléatoires indépendantes telles
n

que pour tout 1 <i <n, Eln;] <0, n; < v et Z?Zl E[n?] < B2 On pose S = Zm. Alors :

i=1
'5 e —1—ta _, o
E [¢"®] < exp — B pourt >0 (Inégalité de Bennett), (6.9)
et
B? ox ox ox
P(S > x) < exp (—062 [(1—1-@) In ((l—i—ﬁ) _B2]> , (6.10)
22
P(S > x) < exp (_2(324'0455)> pour x > 0. (6.11)
Démonstration. L’inégalité de Bennett a déja été démontrée.
- . 1 ax
(6.10) Considérons maintenant t = S In (1 + ﬁ) Alors par (5.2) :
P(S > z) < e R[] < f 4 — (' — 1 ta)B?) = B4 9% 1 (14 22) 0@
(S>z)<e [e ]_exp(—ac+a2(e —1—ta)B?) =exp — 3 +32 n +B2 ~ 5
d’ou le résultat (5.3).
2
(6.11) 1l suffit de voir (cf. lemme 6.6) que, pour tout s > 0, (1 + s)In(l 4+ ) —s > M ts)
Alinsi, en appliquant cette inégalité dans (5.3) pour s > 0, on obtient bien
22
P(S>zx) < —— .
(52 7)< exp ( 2(B2 +ax))
|

Lemme 6.6. Vs > 0,
2

(1+s)1n(1+s)—3>87.

~2(1+5s)
2
Démonstration. Pour tout s > 0, notons g(s) = (1+s)In(l+8) —s — ——.
2(1+s)
Onag(s)=ln(l+s)— — - t g"(s) 2 0, Vs> 0
nagi(s)=In s) — - e §) = ——= s> 0.
g 1+s 2(1+s9)? g (s+1)3 ’

v ¢’ est donc croissante et comme ¢'(0) = 0, alors ¢'(s) > 0 sur |0, +oo.
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v g est donc croissante et comme g(0) =0, g(s) > 0 sur ]0, +o0].

2

On en déduit donc (1 +s)In(1+s) —s> ﬁ, Vs > 0.
|
Lemme 6.7. Soit2<p<3,Vz>0,ona:(1+z)P2-1<(p—2)x.
Démonstration. Posons f(x) = (p —2)x — (1 +x)P~2 — 1.
Alors f'(z)=p—2—(p—2)1+2)P2 = (p—2)(1 — (1 +2)P73).
Et comme p > 2,p < 3,2 > 0, alors (p — 2) > 0, (1 +x)?~3 < 1 et donc f'(x) > 0.
Ainsi f est croissante et comme f(0) =0, on a f(z) >0 pour tout = >0,
ie. (14+z)P72-1<(p—2)x. [ |
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