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1 Introduction

Considérons un échantillon d’un matériau et admettons que chacun de ses atomes
porte un moment magnétique appelé son spin. Nous supposons que chaque spin a tendance
a s’aligner avec ses voisins et avec un champ magnétique externe.

Si le champ magnétique pointe dans une direction fixe, les spins sont globalement
ordonnés, c’est-a-dire qu’ils pointent tous a peu pres dans la méme direction. Si I'on
diminue ensuite graduellement l'intensité du champ externe jusqu’a zéro, deux compor-
tements sont possibles.

¢ Comportement paramagnétique.
L’ordre global est progressivement perdu au fur et a mesure que le champ diminue
et, lorsque celui-ci atteint zéro, 'ordre global des spins est perdu. Ce comportement
est appelé le paramagnétisme.

e Comportement ferromagnétique.
Lorsque le champ externe diminue, I'ordre global diminue, mais les interactions
locales entre les spins sont suffisamment fortes pour que le matériau conserve un
état globalement aimanté méme apres la disparition du champ externe. Un tel
comportement est appelé le ferromagnétisme. Un ferro-aimant présente donc une
aimantation spontanée, c’est-a-dire un ordre global des spins méme en 1’absence
d’un champ magnétique externe.

On peut observer qu’un méme matériau peut présenter les deux types de comportement,
en fonction de la température. Son comportement peut brusquement passer de ferroma-
gnétique a paramagnétique.

Le modele d’Ising a été introduit par Wilhelm Lenz en 1920, en vue d’obtenir une
compréhension de la transition de phase du ferromagnétisme au paramagnétisme décrite
ci-dessus.

Une grande question dans I’étude du modele d’Ising fit celle de la continuité de la
transition de phase. En dimension d = 2 la question a été traitée par Yang en 1952 [Yan52].
Ensuite pour d > 4 en 1986 par Aizenman et Ferndndez [AF86]. Pendant longtemps la
question de la continuité en dimension 3 est restée non résolue, et ce, jusqu’'en 2015,
I’année ou Aizenamn, Duminil-Copin et Sidoravicius ont présenté une démonstration
de la continuité pour tout d > 2 [ADS15]. Leur preuve repose sur une représentation
graphique du modele d’Ising en courants aléatoires.

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous allons définir le modele d’Ising et donner
quelques résultats classiques. Ensuite nous introduisons deux représentations graphiques
du modele dont celle en courants aléatoires. Enfin nous établirons quelques outils en vue
de donner la preuve de la continuité de la transition de phase présentée dans [ADS15].



2 Définitions et quelques propriétés de base

Dans cette section, nous définissons le modele d’Ising et présentons quelques propriétés
indispensables pour la suite. Etant donné que ces résultats ne constituent pas le point
principal de ce mémoire, nous ne donnons pas de preuves dans cette partie. On pourra
par exemple consulter [F'V17] pour ces derniéres.

2.1 Le modele d’Ising

On fixe d € N* et on note Q == {—1,1}2" Uespace des configurations. Pour n € N* on
note A, = {—n,...,n}4 C Z% la boite de taille n et Qy, = {—1,1}*. Une configuration
w € Oy, est donc de la forme w = (w;)ien,. Le spin au sommet i € A, est la variable
aléatoire o;: Qy, — {—1,1} définie par 0;(w) = w;.

On peut définir des configurations avec une condition au bord, i.e., les valeurs des
spins sont fixées en dehors d’une partie finie A. Pour n € {—1,0, 1}Zd, on définit Qf =
{we {-1,0,1}2 | wia € O, w; =1;,Vi ¢ A} Pensemble des configurations dans A,
avec condition au bord 7. Trois conditions au bord sont particulierement intéressantes :

e La condition au bord (+), d’espace des configurations Qf ={w e Q | w; =1,Vi ¢

AL}

e La condition au bord (—), d’espace des configurations Q, = {w € Q | w; =
—1,Vi ¢ A}

e La condition au bord libre (@), d’espace des configurations QF ={w € Q | w; =
0,Vid AL,

2.1.1 Interactions du modeéle

Les interactions des spins sont régies par une famille de réels
(Joy), yezd appelés constantes de couplage. On suppose que ces interactions sont :

C1 invariantes par translations : J,, = Joy—a,

C2 ferromagnétiques : J,, > 0,

C3 localement finies : Y 4 Jo, < 00,
C4 apériodiques : pour tout x € Z%, il existe 0 = g, Z1, ..., Tm_1,Tm = T tels que
on,wla le,wza cey Jmmq,xm > 0.

Un type particulier d’interactions nous intéressera au début, celui du modele plus-
proches-voisins. Les interactions dans ce modele sont définies par J,, = 61 (||z — yl|1)
pour tous x,y € Z<.



FIGURE 1 — Exemple de configuration avec condition au bord (+)

2.1.2 Mesure de Gibbs en volume fini

A une configuration w € Q) on associe son énergie. Celle-ci dépend de la température
inverse 3 € R, et du champ magnétique externe h € R. Elle est donnée par I’'Hamiltonien

%&Z;ﬂ,h(w) =

8= Yl = Y Lol —h Y 0uw) (1)
{z,y} CAn: €A T€A,
Tty yeZN\An

On munit QF = de la mesure de Gibbs donnée par

1
NXnaﬁ,h(w) = Zn e An;ﬁ,h(w)
ou ZXH;B,h = e~anisn(@) ¢ R* est une constante de normalisation appelée fonction

n
wEQAn

de partition. .

Pour une fonction f, on note < f># son espérance sous la mesure de probabilité .
Lorsque la mesure est identifiée par des indices, nous appliquons les mémes indices aux



crochets. Par exemple I'espérance de f sous py . 5.5, Sera notée < f > Lorsque h =0 il

AniBih"
sera parfois omis de la notation.

Si 'on considere le modele plus-proches-voisins, en notant

& = {{z’,j} CZ' | {i,j}n A # 2, |li =l = 1}

I’ensemble des arétes des sommets voisins dans A,, y compris celles au bord. L’Hamiltonien
se réécrit

mﬁh __B Z Uz hﬁzo—z

{i.)esy, i€An

2.2 Mesure de Gibbs en volume infini

Jusqu’a maintenant nous n’avons construit I’espace probabilisé des configurations uni-
quement sur des parties finies de Z¢. Nous verrons ici comment on peut étendre cela sur
tout 2.

Remarque 2.1. La construction et 1’étude de telles mesures est une question délicate et la
théorie des mesures de Gibbs en volume infini est vaste. Nous ne présentons ici que des
éléments basiques de cette notion. On pourra se référer a [FV17] pour plus de détails,
notamment sur le formalisme DLR (Dobrushin-Lanford-Ruelle).

Définition 2.2. Une fonction f: Q — R est dite locale s'il existe une partie finie A C Z¢
telle que pour tout w,w’ € Q f(w) = f(w') dés que w et w’ coincident sur A.

En d’autres termes, une fonction est locale si elle ne dépend que d’un nombre fini de
spins.

Notons .# la tribu cylindrique engendrée par les cylindres €, n == {w € Q | wp =
v}, A C Z% fini,y € Q4.

Définition 2.3. Soit (7, )nen une suite de conditions au bord. On dit qu’une suite de
mesures de Gibbs (p}" 5, )a,1z¢ sur Q3" converge vers la mesure p sur (Q, .7) si

lim (£) 5= (F)

n—o0

pour toute fonction locale f. On appelle 1 une mesure de Gibbs en volume infini et <>u
un état de Gibbs (en (8, h)).

Remarque 2.4. Si 'on a que < f>u converge vers une certaine valeur [(f) pour toute

fonction locale f, I'existence et l'unicité d'une mesure p sur (2,.%) telle que I(f) = <f>u
sont données par le théoreme de représentation de Riesz-Markov.

Remarque 2.5. 11 n’y a pas nécessairement unicité de la mesure limite associé au couple
(8, h). Néanmoins, puisque {2 est compact pour la topologie produit, la mesure p est un
point d’accumulation de la suite (,LLXT:L; s ,) et Iexistence d’au moins un point d’accumula-
tion est donnée par compacité de 'espace des mesures de probabilité sur (€2, .%).



Puisque les états de Gibbs sont définis sur tout Z?, il est naturel d’en distinguer
ceux qui sont invariants par translation. On appelle translation par x € Z% I’application
7, 24 — 7% définie par 7,(i) = i + x.

Le groupe des translations (7;),cz¢ agit naturellement sur les configurations de la fagon
suivante : pour tout w € €2, on définit 7, w par

(Ta )i = Wi_y , pour tout i € Z<.

Définition 2.6. Une mesure p sur (2,.%) est invariante par translation si <f o Tx>#:
< f >u pour toute fonction locale f et tout = € Z¢. Un événement A € .Z est invariant par
translation si 7,4 = A pour tout x € Z.

Le théoréme suivant montre que les conditions au bord (+), (—) et (&) peuvent étre
utilisées pour construire deux mesures de Gibbs en volume infini.

Théoréme 2.7. Soit h € R et B > 0. Pour toute suite (N)nen T Z¢, les mesures de

Gibbs en volume fini avec conditions au bord (+), (—) et (&) convergent vers les états de
Gibbs :

<>;h = lim <'>X;1;5,h )

n—oo
(Vo= 1m () 5 €t
%) . |%)
<'>ﬁ,h = nh_{rolo<‘>/\;;l3,h :

De plus, les états <->;’h, <>;h et <->§’h ne dépendent pas de la suite (A))nen et sont
invariants sous laction du groupe des translations (T;)qcza.

Remarque 2.8. Ce théoreme n’affirme pas que les états de Gibbs <>+ sont

g €t <'>5,h
distincts. Les valeurs 8 et h pour lesquels ces états sont distincts est une question que
I’'on abordera par la suite.

Définition 2.9. Une mesure u sur (§2,.%#) est ergodique (par rapport au groupe des
translations) si pour tout évenement A invariant par translation p(A) =0 ou 1.

Théoreme 2.10. 1. L’état de Gibbs <>;3r est ergodique et mélangeant, dans le sens
ot pour toutes fonctions locales f, g : 2 — R la limite suivante existe et satisfait

lim (f-(gom)),=(f);(9)5- (2:2)

llz]l1—o0

2. L’état de Gibbs <>Z est ergodique et mélangeant pour les évenements pairs, i.e.,
satisfait l'analogue de (2.2) pour f et g telles que f(—w) = f(w) et g(—w) = g(w)
pour tout w € ).



2.3 Aimantation et transition de phase

Dans cette section, nous donnons une définition mathématique de la notion de transi-
tion de phase du modele, brievement abordée dans I'introduction. Nous donnons aussi un
critere d’existence de cette derniere. Enfin nous présentons la notion d’aimantation spon-
tanée du modele ainsi que celle de température critique. La continuité de 'aimantation
spontanée étant la question centrale dans [ADS15]

Définition 2.11. Soit 8 > 0 et h € R. On dit qu'une transition de phase a lieu en (3, h)
si au moins deux états de Gibbs distincts peuvent étre construits pour (3, h).

Le théoreme suivant souligne 'importance des états <>; , et <>; ,- En effet, pour
établir I'unicité des états de Gibbs il suffira de comparer ces deux états uniquement.

Théoreme 2.12. Soit § > 0 et h € R. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. Il existe un unique état de Gibbs en (B, h).

2 {Van= Vo
3. {00)54= (00) 5

Définition 2.13. Soit 5 > 0. L’aimantation spontanée en 3 est la quantité
* +
m*(B) = <Uo>ﬁ-

On a que <00>;: —<ao>; et donc <00>;7é <00>; si et seulement si <0'0>;> 0. De plus,

on peut montrer que 3 — <00>; est croissante, d’ou la définition suivante :

Définition 2.14. La température critique inverse B.(d) € Ry U {400} est définie par
Pe(d) = inf{5 >0 | m*(8) > 0} = sup{f = 0 | m" () = 0}.

Ainsi, une transition de phase a lieu lorsque 5 > f.(d), mais pas lorsque 5 < f.(d). Il
reste & déterminer si 8.(d) est non triviale, i.e., si 0 < B.(d) < co. Le fait que S.(d) > 0
sera examiné dans la partie 3.1. L’aimantation spontanée au parametre critique m*(5.(d))
est la question centrale de ce mémoire et fait 'objet du Théoréme 6.1. Le probleme de la
continuité de 'aimantation spontanée est de déterminer si m*(5.(d)) =07

Un objet qui sera utile dans I’étude de la continuité de 'aimantation spontanée est le
parametre de 1'ordre da longue distance Mpro(f) défini par :

~ 1
Mpro(B) = inf — Z <az0y>g, pour tout 5 > 0. (2.3)

BCZ4,B finie |B|? et

2.4 Inégalités de corrélations

Dans cette section, nous introduisons un des outils majeurs dans ’analyse du modele
d’Ising : les inégalités de corrélation. Il existe plusieurs inégalités de corrélation pour le
modele d’Ising, les plus notables sont celles de GKS et FKG. Ces dernieres sont utilisées
par exemple dans la construction des états <>; , €t <>g ,- lci nous présentons uniquement
les inégalités FKG qui seront utiles dans la préuve du Théoreme 6.1.
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2.4.1 Les inégalités FKG

Les inégalités FKG, d’apres Fortuin, Kasteleyn et Ginibre [FKGT71], affirment que les
fonctions croissantes sont positivement corrélées.

L’ordre total sur I’ensemble {—1, 1} induit un ordre partiel sur 2 : Pour w,w’ € Q,
w > W' si et seulement si w, > w!, pour tout x € Z<.

Définition 2.15. Soit £ € %. L’évenement E est croissant si pour tout w € E et
W e Q, w> W implique que w’ € E. Une fonction f : 0 — R est croissante si pour tous
w,w € 0, w>w implique que f(w) > f(w').

On arrive donc au théoréeme de cette section.

Théoréme 2.16 (Inégalités FKG [FKG71]). Soit A C Z¢ fini et n une condition au bord.
Alors, pour tous B > 0 et h € R et pour toute paire de fonctions croissantes f et g,

<f9>1;5,h2 <f>1;57h<9>2;,3,h (2:4)

Remarque 2.17. En appliquant ce théoréeme a des fonctions indicatrices d’événements
croissants, on obtient le fait que les évenements croissants sont positivement corrélés.

3 Représentations graphiques

Nous présentons ici le principe de représentations graphiques qui ont joué et conti-
nuent de jouer, un role central dans ’analyse des propriétés mathématiques du modele
d’Ising. Ensuite nous établirons deux exemples de représentations graphiques dont celle
en courants aléatoires. Cette derniere sera 1’outil central dans la suite de ce mémoire. On
pourra consulter [Dum16] pour plus d’exemples de représentations graphiques.

A des fins de simplification, dans cette section, nous nous plagons dans le cas du
modele plus-proches-voisins. Nous reviendrons au modele plus général dans la section 4.

Soit G = (V(G), E(G)) un graphe out V(G) C Z% et E(G) C P5(Z4) avec Py(Z4) =
{{z,y} |z, y € 2},

Définition 3.1. Une configuration de percolation w = (we)ecr(q) est un élément de
{0,1}P(@), Si w, = 1, on dit que I'aréte e est ouverte, sinon on dit que e est fermée.

Une configuration w peut étre vue comme un sous-graphe de G avec les mémes som-
mets V' (G) que G et ou 'ensemble d’arétes est {e € E(G) | we = 1}.

Définition 3.2. Un modéle de percolation est la donnée d'une famille de mesures de
probabilité des configurations sur les sous-graphes finis de Z¢.

On s’intéresse en général aux propriétés de connexité du graphe aléatoire w. Avant de
faire le lien avec le modele d’Ising, introduisons quelques notations et mots de vocabulaire.
On appelle les composantes connexes de w des clusters. On dit que deux sommets x et
y sont liés dans w dans S C Z< §'il existe des sommets (vg)o<k<n dans S tels que
vo = x, vy =y et {vg, vgr1} est ouverte dans w pour tout 0 < k < M. Cet évenement

S
sera noté r «——— y. Lorsque S = G, S sera omis de la notation ou remplacé par w.



Pour A, B C Z% on note A % B ¢’il existe un sommet de A qui est lié dans S a un
sommet de B. On se permet de considérer B = oo, dans ce cas cela veut dire qu’il existe
un sommet de A dont la composante connexe est infinie.

Supposons que 'on ait un modele de percolation (Pg) tel que pour tout G C Z¢ fini
et tous =,y € G,

<0m0y>g;5: P <x — y).

Dans quel cas, on dit que la mesure de percolation est une représentation graphique du
modele d’Ising. Les corrélations entre spins sont traduites en termes de propriétés de
connexité du modele de percolation. Notons qu’il existe plusieurs représentations gra-
phiques. Chaque représentation est peut-étre plus ou moins pertinente a utiliser selon
le probleme considéré. Par exemple, la représentation a basse température, que nous ne
présentons pas ici, est adaptée pour montrer que S.(d) < oo.

3.1 Représentation a haute température

Le but de cette section est de montrer que f.(d) > 0. Pour ce faire, nous intro-
duisons la représentation & haute température [Wae41] des fonctions de corrélations. A

. N . + PR
partir de cette derniere, nous montrons que pour [ suffisamment petit, <00> Ans0 décroit
USTag]

exponentiellement quand n tend vers 'infini.
On a que pour tout i,j € A, et w € O, 0;(w)o;(w) € {—1,1}. Ainsi, par parité
7719 = cosh(f) + 0;0; sinh(B3) = cosh(3)(1 + tanh(j3)c;0;).
On obtient que

eXp<—%\n;/B7Q(W)) :exp(ﬂ Z cn-(w)q(w)) = H exp(ﬁai(w)aj(w)>

{i.jyesy {i.gyeey
= cosh () H (1 + tanh(S5)ww; ).
{ijyedy
On développe le produit en utilisant l'identité générale suivante :
Proposition 3.3. Soit E un ensemble fini et non vide, pour toute fonction f: E — R,
[[O+7@)=> T/
eckE PCFE ecP
Preuve. On procede par récurrence sur le cardinal de E. Si E' = {ep} on a que
1+ f(eo) = Hf +Hf(e):1+f(€o)‘
eco ec{eo}

Supposons que l'égalité soit vraie pour un ensemble de cardinal k. Soit maintenant
card(E) = k + 1. On choisit un élément ¢, € E et on a que

II a+s@)= > TIse

ecFE\{eo} PCE\{eo} e€P



D’ou

[TC+re)=0+rfe) > J]re

eckE PCE\{eo} ecP
= > Ilre+ > feoH()
PCE\{eo} ecP PCE\{eg} ep
= > I[re+ > Hf(e)
PCE\{ep} eeP PCE, P>eg eeP
=> T[] e
PCFE ecP

11 suit que e~ An#.0®) = cosh(B)I 3 ( I1 tanh(ﬁ)wiwj)

Ecé&} \{i,j}eE

On peut donc récrire la fonction de partition comme suit :

ZXnﬁ,O:cosh(B)Wkl Z Z H tanh(8)w;w;

weQ) Ec&} {ijteE

= cosh() /Al Z Z tanh(5)Z! H Wil;

we ECéy {i.jteE
= cosh(B) /Al Z tanh(3)/E! Z H Wil;.
EC&} weQf {i.j}ek

On pose maintenant D(i, ') = card{j ez {i,j} € E} le degré du sommet ¢ dans

E et on a que
D(i,E
H wiwj: Hwi (. B)
{i,j}€E €A
En effet, en faisant le produit sur les arétes de E/, pour i € A,,, w; est compté autant de
fois que le degré de ¢ dans F.
On montre maintenant que les seules parties £ de &7 qui contribuent a la somme,
sont celles ou tous les sommets sont de degré pair dans FE, i.e., les configurations paires.
En effet, soit Fy C &% tel qu’il existe un sommet v € A avec D(v, Ey) impair. On a que

Z H wzp(ian) _ Z H D(i,Eo) + Z H WZP(@EO)

weQy) 1€An weQ, wp=1 €An weQ), wy=—1 €An
D(i,E D(,E
= E WUD(U,EO) H w! (.Eo) 4 Z oJ{}:)(U,EO) H ! (i,Eo)
weQ], wy=1 i€An\{v} weQt,wy=—1 i€An\{v}
_ § H (i,E0) Z H (4,Fo)
weQ, wp=1 €A\{v} weQL, wy=—1 i€A\{v}
=0.
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Soit PY = {E C &} | D(i, E) est pair pour tout ¢ € A,} 'ensemble des configurations

paires. Pour tout E € P} et i€ A, w? ) = 1. Donc
S W’ =2
WEQX iEAn
Il suit que
Z} 50 =2""cosh(B)A1 Y~ tanh(8)/*l. (3.1)
EeP}

(3.1) est la représentation a haute température de la fonction de partition.

En procédant de la méme maniere on obtient que

<00>In;5’0— (Z5, 50) "2 cosh(B)X1 Y~ tanh(B)*!

EeP}?

avec P = {E C & | D(i, E) est pair pour tout i € A,\{0}, mais D(0, E) est impair}.
En simplifiant on en déduit que

<Uo>+ _ ZEGPX;LO tanh(/3)!*! ‘
Anif,0 ZEePX tanh(3)”!

Etant donné E C &}, on définit A(E) l'ensemble de toutes les arétes de &Y qui ne
partagent aucun sommet avec les arétes de E. Tout élément E € PX;O peut ainsi étre
décomposé, de fagon unique, tel que ' = FqU E’', avec Fy # & la composante connexe
de E contenant 0 (non vide, car D(0, E) est impair), et E' € P} tel que E' C A(E)).
Ainsi,

ZEoePXfconnexe, Eo30 ZE’EPXﬂ, E'CA(Eo) tanh(3)! 7 V5o

Jr
0o B0
< >An,,B,0 ZEGPXR tanh(ﬁ)\El

ZE’GPXnvE’CA(Eo) tanh(3)*"
ZEGPX tanh(f3)/”!

= Z tanh([) 0!

Ey EPX;Oconnexe, Ey>0
|E|
ZE’EPX ,E/CA(E(]) tanh(ﬁ)
n

En particulier, on remarque que eyt BYTET
n

N
—_

Théoréme 3.4. Pour tout d € N*, .(d) > 0.

Preuve. D’apres ce qui précede, en majorant le quotient dans (3.2) par 1, il suit que

<00>Xn;5,0< > tanh(g)/l.

Ey EPX;Oconnexe, Ep>0

On peut majorer la somme en utilisant le lemme suivant :

11



Lemme 3.5. Soit G un graphe connexe avec N arétes. En partant d’un sommet quel-
conque de G, il existe un chemin dans G passant par chaque aréte de G exactement deux
fots.

Preuve. On procede par récurrence sur N, en remarquant que tout graphe connexe peut
toujours étre construit une aréte a la fois, de fagon que chaque graphe intermédiaire soit
aussi connexe.

Quand N = 1, le résultat est clair. Supposons que le résultat soit vrai pour N = k et soit
c = (c(1),...,¢(2k)) un des chemins correspondants.

On rajoute une nouvelle aréte e, au graphe en le laissant connexe, cela implique qu’il
existe au moins un sommet v, du graphe original qui est lié avec e, .

Le chemin voulu est obtenu en suivant ¢ jusqu’a la premiere visite de v, , ensuite en
passant par e, une fois dans les deux sens et en continuant de suivre le chemin c. O

En utilisant ce lemme, on voit que le nombre de graphes Fy avec [ arétes qui contri-
buent a (3.2) est majoré par le nombre de chemins de longueur 2/ commengant par 0. Ce
dernier est inférieur & (2d)%, car chaque nouvelle aréte peut étre rajoutée a au plus 2d
directions différentes.

On montre maintenant que Ej relie forcément 0 a A°. En effet, Y. _,. D(i, Ey) = 2|Ej|
qui est pair. Or, puisque D(0, Ey) est impair, il existe au moins une aréte i # 0 avec
D(i, Ey) impair. Or, un tel sommet ne peut pas appartenir a A, car D(i, Fy) est pair pour
tout s € A\ {0}. Donc i est sur le bord de A.

On en déduit que |Ey| > n et utilisant que tanh(5) < 8 on obtient finalement que

(Go)n. 5o < D (Ad28) < 7,

I>n

avec ¢ = c(3,d) > 0, pour tout 3 < 1/(4d?). En particulier <00>;O: 0 pour tout 8 <
1/(4d?), ce qui implique que f.(d) > 0. O

3.2 Représentation en courants aléatoires

Ici nous présentons la représentation en courants aléatoires du modele d’Ising, intro-
duite par Aizenman dans [Aiz82].
On écrit le développement de I’exponentielle en série entiere :

o0 n
7 =3 (i)
n=0

Le lemme suivant nous permettra de développer le produit sur les arétes de la série entiere.

Lemme 3.6. Soit £ un ensemble fini. Soit f: E x N — R telle que pour tout e €

> I f(e.n)] < oo

neN

1> rlenmy=>" I /e no).

ecEneN neNE eeF

Alors on a que

De plus, la somme dans le terme a droite est absolument convergente.
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Preuve. Sans perdre de généralité on suppose que E = {1,...,k} et on procéde par
récurrence sur le cardinal de F.

Pour F = {1} le résultat est clair. Soit k& > 1 et supposons que le résultat soit vrai
pour E de cardinal k. On consideére

fAL...,k+1} xN—=>R

telle que les k + 1 séries ) f(i,n) pour 1 < i < k + 1 convergent absolument. En
appliquant d’abord I’hypothése de récurrence, ensuite en utilisant le théoreme de Fubini
pour combiner la double somme, on obtient que

11 Zf(i,n)=< > fm)- knk)(kaﬂn)

1<i<k+1 neN (n1,...,n1 ) ENF neN

_ (Z F(Lny)- (k+1nk+1))

(n1,...,ng)ENF g1 €N

_ > fLma) e f(k 4 L nge).

La derniere somme est absolument convergente d’apres le théoreme de Fubini. ]

On note n = (n.) ¢ gv une famille d’entiers positifs indexée sur les arétes.

D’apres le lemme précédent on a que

1 REEE ) D SECIED SIS ) £ |

{ijyest {ijyesh n=0 neNER e} ! {ijyest

Ainsi la fonction de partition Z}, 50 beut s’écrire

Zio= X 115 Y T ey

nENgX ec&l weQt {i.jres?

R IE I

Ne:
nGNgX e€&l € ieN wie{-1,1}

ot I(i,n) = >  ny;. Puisque

Jigni

{ si m est pair,
> et

1 m est impair
oL} S es pair,

en notant dyn = {i € A | I(i,n) est impair}, 'ensemble des sources de n dans A, on en

conclut que
7ty =2 i
e Y TTE

n: oOAn=yg eeg’b
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On notera w(n) = [[ 25 et i +* 9A® sil existe un chemin qui lie i € A & 0A° = {i €
e€&p

A° |35 € A, j ~ i} sur lequel n n’est jamais nulle. On appelle n € N“X un courant (ou une

configuration de courants) dans A. On munit les courants dans A d’une loi de probabilité
définie par

Pyp(n) =

meNE

Ainsi on peut voir n comme une variable aléatoire a valeur dans N°X, un courant aléatoire.

3.2.1 Switching Lemma

Les puissance de la représentation en courants aléatoires découle du lemme suivant.
C’est I'instrument clé dans la preuve des résultats principaux de [ADS15].

Lemme 3.7 (Switching Lemma [GHS70; Aiz82]). Soit A C Z¢ finie, A C A, i € A et
T C N un ensemble de courants dans A. Alors pour n' et n? des courants dans A,

Z w(n")w(n?) = Z wn )w(nd)l ...

G ey

dpnl=A oan'=AA{i}
BAI’IQZ{?;} 8An2:@
n'4n?e7T n'4n?e7T

Preuve. Pour deux courants n et m tels que n < m (i.e. n, < m,, Ve € &°), on pose

m M
()-IL(Y)
eeg’}(
On va changer les variables de la paire (n',n?) & la paire (m,n) ot m = n' + n? et

HZHQ.

On a que w(n')w(n?) = (*)w(m). En effet,

n' + n? 1 2 né + n? ﬁnéﬁng
( n? )‘”(“ *‘”:H( n2 )<n1+n2>!

ob
e€éy

“ 11 (n!4n2)! prepre

_ 1 2
B nin2l  (n! 4+ n2)! w(n')w(n’).

66(5}\’

On remarque que dy(n' + n?) = Jhn'Adyn?. En effet, si k& € 9p(n' + n?) alors
j.ak(n%j,k} +nfin) = ]]ZNk Nyt ]JZNk Ny, est impaire, donc k € dyn'Adyn?. Inver-
sement, si k € O\n*Adyn? alors > n}m} est impaire et Y n%jvk} est pair, ou vice

G ek §i gk
versa. Donc an%m} + J%:Nk N = j~Zk(n}j7k} + 1%, 4y) est impair.

Jige

g~

On en déduit que

> owitwid) = Y (Mwim = ¥ wm X (7))

Oanl=A oam=AA{i} oam=AA{i} n<m
8An2:{i} ngm meT Oan={i}
nl4n2eT oan={i}

mecZl
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Puisque n < m, i ++— 0A° = i «+— JA°. Par conséquent,

g (m) =0, quand i<+ O\,
n

n<m

oan={i}

car i +— OA° dés que Oyn = {i}. En effet, soit G, le multigraphe de sommets A U 9A°

avec n, arétes entre les extrémités de chaque aréte e € &. On consideére H la composante

connexe de ¢ dans G,. On a que la somme des degrés des sommets de H est égale a

2 ZeeE(H) n. qui est pair. Or puisque /(z,n) est impair, il existe un sommet v € V(H) tel

que I(v,n) est impair. Or v ne peut pas appartenir a A, car dyn = {i}. Donc v € JA°.
On arrive au lemme suivant :

Lemme 3.8. Soit m une configuration de courants dans A € Z¢ et C, D C A. Sl existe
un courant k tel que k < m et Oy k = C, alors

> ()= 2 () 59

n<m n<m
oan=D oan=CAD

Preuve. On associe a m le multigraphe Gy, de la méme facon qu’au paragraphe précédent.
Par hypothese, G, posseéde un sous-multigraphe Gy tel que 0,\Gyx = C, ou 0\Gy est
I’ensemble des sommets de A qui appartiennent a un nombre impair d’arétes.

Le membre de gauche de (3.3) est égal au nombre de sous-multigraphes G de G, satis-
faisant 0p\G = D, alors que le membre de droite compte le nombre de sous-multigraphes G
de Gy, satisfaisant 0,G = CAD. Or, 'application G — G A Gy définit une bijection entre
ces deux familles de multigraphes, car 0\(G A Gy) = O\G A 0\Gy et (GAGy) AGy =
G. ]

L’application de ce lemme avec C'= D = {i} donne que

> (-2 ()

n<m n<m
Oan={i} oAn=g
.om e

i+—0%

En retournant aux variables n' = m — n et n? = n, il suit que

> wohwit) = Y wm) Y (%)

Oanl=A oam=AA{i} n<m
oan?={i} meZl oAn=g
nl4n2c7 1&816\

Ce qui acheve la preuve.
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4 Courants aléatoires en volume infini

Dans cette section, nous présentons une extension de la représentation en courants
aléatoire sur tout Z¢ telle qu’introduite dans [ADS15]. Nous considérons le modeéle d’Ising
plus général satisfaisant C1-C4.

Soit G C Z¢ fini. Pour un courant n € N?2(%) = Q¢ nous avons que

NMa,y}
woy= [ O
ayjem@) ok

La représentation en courants aléatoires pour la condition au bord libre nous donne la

corrélation
. %3{ }W(n)
%) nellg :on={x,y
<‘7m0y>c,/3 = S wm) (4.1)

neQg : on=g

Pour représenter la condition au bord (+), il est pratique d’introduire un sommet & ¢ Z%,
que l'on appelle sommet fantome, et définir tous les couplages entre 6 et x € G par

Jes = Jus(G) = Ey¢G Joy-

On obtient ainsi la représentation de corrélations

> w(n)
neQaus : On={z,y}

<0-5’30-y>27ﬁ = Z W(Il) . (42)

neQqgus : On=g

On note }P’g 5 la loi des courants sur G définie par

W(H)]l{an:g}
Pg ;(n) = ¥n € Qg = N72(@)
T Ny e

meQg: O0m=g

~

Cela induit une mesure sur g que 'on note PZ 5- On définit de la méme maniere une
loi des courants sur G U {0} qui induit une mesure sur Qguysy = NZ2(GU10D que 1'on note
Pt

P& s

Par la suite, on munit Qz« de la tribu .# = o(%) engendrée par les éveénements
cylindriques €.
Soit A; la boite de taille L dans Z°.

Théoréme 4.1 ([ADS15)). Soit 5 > 0. 1l existe deux mesures de probabilité I/P\’g et I/P\’;r
sur (Qza, . F) telles que

R1 (Convergence) Pour tout événement A € €,

~ -~

(A) =Pi(A) et lim P ,(A) =P5(A).

L—oo

lim Pt
L—oo Ar,B

R2 (Invariance par translation) @g et @E sont invariantes par les translations T,,
r €74
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R3 (Ergodicité) I/P\)? et I/P\’E sont ergodiques par rapport au groupe des translations

(Tw)xEZd .

Preuve. Hormis de petites différences dans la derniere étape, la preuve est identique pour
les deux conditions au bord (+) et (&). De ce fait, on utilise le symbole # pour noter
I'une des deux conditions au bord.

On note aussi

O — Qa, pour # la condition () .
L Qa,ugsy  pour # la condition (+)

Preuve de R1 (Convergence)

Pour montrer la convergence des mesures de probabilité en volume fini, remarquons
d’abord que la loi des courants aléatoires se simplifie en une mesure produit lorsqu’elle
est conditionnée par les variables de parité r(w) = (r{zy}){zy}ec2:(G), avec :

I‘{x’y}(w) = (_1)n{z,y}("-’) ’ Yw € QG’ )

Plus précisément, en notant Or = {:c € G|card({y € G | ryy = —1}) est impair}7

sur 'évenement {0r = @},

PEs(n | r(w) = (cw)) ryremm@) =

1
5 ) R Py (Mg (@) | Ty (@) = €ayy).

w(m
meQg: Om=g {z,y}€22(G)
Ou sous les Pie (- [Tiey} (W) = €ayy), (Mizy)){zyie2.(c) sont indépendants suivant des
lois de Poisson de parametre 8.J, 4.
Par conséquent, il suffit d’établir la convergence en loi des variables de parité r(w).
Soit E C P5(Z%) un ensemble d’arétes, on définit les événements

Cg = {w € Qgza | r{aay}(w) = 1,‘v’{x,y} S E}’
CY = {w € Qg | Ny (w) =0,Y{z,y} € E}

Montrons que pour toute partie finie E d’arétes sur Z<, ]IADfL 8 (C E) converge quand L
tend vers 'infini.
Pour L suffisamment grand tel que #5(AL) D E, on a que

2.  wn)

nEQié :On=g
neCp

> wn)

neﬂf :On=g

E\DfLﬂ (CE) =

17



Maintenant on remarque que pour chaque courant n de Cg, il existe un unique courant
pair ¢, de support F, tel que n se décompose en une somme de ¢ et un courant de CY%.
Plus précisément, pour tout n € Cg avec dn = @, il existe une unique famille d’entiers
naturels k = (k.)eep € NP telle que n = nl g, (a, )\ 5 + c®. Ou c* est le courant défini par
¢k = 2k., pour tout e € E et 0 sinon. On a aussi que nly,n, g = 1" € CY et On' = @.

Cela nous permet de récrire la somme au numérateur comme suit :

Z w(n) = Z an'—i—ck

nGQf :On=0 n’EQf :On'=p kENE
neCpg n'eCg

’ k
- H (/Bjx’y)nl,’erc-’E,y
Z Z n’. 4+ ck )l
n' e on'=o kENF {zy}eZ2(Ar) ( 4 x’y)
n GCE

= Z Z H (ﬁjx7y)n;’y+cg’y H (ﬂjx,?J)n;’ﬁcg’y
(ngc,y + Cg,y)! (n;,y + Clv’zvy)!

n'eQf on'=g keENE {zy}eZ:2(AL)\E {ey}eE
n GCE
-y w y R
n’le:é)n’—Q keENE {z,y}eE ,y
D/GCE
(B
J— / 7y
= Z w(n') H Z okl
n'eQ? :on'=o {z,y}eE keN
n/GCE
= Z w(n’) H cosh(BJyy)-
n’EQ’z’E :0n'=o {z,y}€FE
n'eCg
(4.3)
Ainsi, on obtient que
> W(n)]lcOE
S nle:anzg
PR, 5(Cr) = [ cosh(BJ.,)
> wm) o
nEQf:@n:@ ’
= 27 (A, ) H cosh(fJy ).

{z,y}€FE

Avec Ay \ E le graphe obtenu en enlevant toutes les arétes de E, mais en gardant tous
les sommets de Ay.
Le quotient au-dessus peut étre récrit comme ’espérance d’un terme fini,

Y, 5(Cp) = ()7, I cosh(8.y) (4.4)

{z,y}eFE
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ou Kg(w) = >, Jyy0,0,. En effet,
{z,y}eE

) —F (W)
<€7,BKE>T€ )= Z efﬁKE(w)e# ALiB _ Z e #AL\E,B
L we{—1,1}AL Z (ALuﬂ) we{—1,1}AL Z (ALuﬁ)
Z#(Ap, )

Ainsi, la convergence de ]IADfL P (C E) suit directement de la convergence de la mesure de
Gibbs quand L tend vers 'infini.

La famille des événements Cg avec E parcourant les parties finies de 925(Z9) est
stable par intersections finies. Elle engendre aussi la tribu des évenements cylindriques
des variables de parité r(w). Ce fait, ainsi que 1'observation précédente que la loi des
courants aléatoires n conditionnée par r(w) ne dépend pas de L, impliquent 1'existence
de @t 8

Preuve de R2 (Invariance par translation)

Soit # € Z%. La limite de la probabilité de I’événement Cg, avec E un ensemble fini
d’arétes, ne change pas si 'on échange la suite (Ar)r>o par (z + Ar)r>o. En effet, en
utilisant (4.4), cela suit directement de I'invariance par translation de 1’état de Gibbs en
volume infini et du fait que la convergence de I'état de Gibbs ne dépend pas de la suite
(AL)r>0. On a donc que 24 A, p est invariante par translation.

Preuve de R3 (Ergodicité)

Puisque tout événement de .# peut étre approché par des événements cylindriques, il
suffit d’établir que pour tout A, B € €,

lim ]P)#(AﬂTx ):I/EBEE(A)@?(B)

llz|l1—oc0

Etant donné l'indépendance conditionnelle de n sachant la variable de parité r, la
condition ci-dessus peut étre simplifiée comme suit :

lim Pf(Cpuwir) = Bf (Cr)Ff (Cr)

l[[l1—o00

pour tout E, F € P5(Z?) finis.
En utilisant 'expression (4.4), pour x suffisamment grand tel que EN(z+ F) = &, on a
que

B (Couer) _ (e e err)?
B CAPE(Cr) (e oyt )

De cette fagon, pour établir l'ergodicité de I'état des courants aléatoires, il suffit de
montrer que le quotient ci-dessus tend vers 1 lorsque ||z]|; tend vers U'infini. Ceci est une
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conséquence directe du fait que les états de Gibbs < x >; et < x >Z sont mélangeants
lorsque l'on les restreint a des fonctions f stables par inversion globale des spins (i.e.
f(—w) = f(w) pour toute configuration w). O

5 Percolation de courants aléatoires

5.1 Propriétés de percolation de la somme de courants aléa-
toires

Soit G C Z%. Pour un courant n € Q¢ on associe la configuration de percolation
w € {0,1}72(& donnée par la projection = : Qg — {0,1}72(&) définie par

=N {1 Si ng., >0,

N, = .
{w} 0 Sinon.

Soit Pg la loi de nl/—l-—\ng, ol n; et ny sont des courants indépendants de lois ]P’g et ]P’E
respectivement. On note Eg l'espérance sous Pg. Les propriétés R1 et R2 impliquent
directement que Pg est invariante et ergodique par rapport aux translations.
On montre maintenant qu’il ne peut pas y avoir plus d’un seul cluster infini.

5.1.1 Unicité du cluster infini

Théoréme 5.1 ([ADS15]). Pour tout modéle d’Ising satisfaisant C1 — C4, il existe un
unique cluster infini Pg-presque sirement, pour tout 5 > 0.

Tolérance a ’insertion

Le lemme suivant est un équivalent de la tolérance a l'insertion valable dans d’autres
modeles de percolation.

Lemme 5.2 (Tolérance a linsertion). Soit @y : {0, 1}72Z) — {0,1}72E) Papplication
qui ouvre toutes les {x,y} dans Ay avec J,, > 0. Soit N > 0, alors il existe une constante
c=c(N,J,B) > 0 telle que pour tout événement F,

By(Bx(E) > cBy(E).

Preuve. Il suffit de considérer des évenements E cylindriques. Soit Py, g la loi de nl/ﬁIQ,
ou n; et ny sont deux courants indépendants de lois ]P’fn 5 et IP’Xm 5 respectivement. Pro-
prié¢té R1 du Théoreme 4.1 montre que Py, 5 converge faiblement vers Pg. Il suffit donc
de montrer qu’il existe ¢ = ¢(N, J, ) > 0 sur A, avec une valeur qui ne dépend pas de
n > N.

Considérons 'application @y : (QAn)2 — (QAn)2 définie par
(0, 2) Si (nl{w}, ng{x’y}) = (0, O),
cI>]\/(n1,1r12){xy}: Joy >0cet z,y € Ay,

(0144}, D2qyy)  Sinon.
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Pour w € {0, 1}%(1\”) soit 2% = {(nl, ng) € (QAn)2 | Ill/ﬁlg = w}. L’ensemble ® (Q‘;)
est obtenu & partir de 2% en changeant la valeur du courant ny sur les arétes {z,y} avec
Wizyy = 0 de 0 & 2. En particulier, on a que {®y (%)} = {®n(w)}.

Par conséquent,

PAn,B (ZI\)N(CU))

Prs(Pn(E) = Y Papsw)=> :

W' €D N (E) wek card <(I)&1 (@N(w)))

> 2—card(??2(AN)) Z ]P)An,,B (&\)N(W)) _ 2—card(a@2(AN)) Z ]P)/g\n,ﬂ X ]P)Xn,ﬁ (CDN(Q;}))

wek wekE
—card(ﬁ’g(AN)) (ﬁjﬂmy)z %) -+ w
=2 > 1 5 | PR.s ® P, 5(%)
weE \{z,y}CAN:
Wiwyy=0

=C Z an,ﬁ X P/J{nﬁ(QUQJ) :CPAn,B(E)7

weFE

ou ¢ = ¢(N, J,3) > 0 ne dépend pas de n.
]

Preuwve du Théoréme 5.1. Pour | € NU {00}, soit & I’événement qu'il existe exactement
[ clusters infinis disjoints. La preuve sera divisée en deux parties. Dans la premiere partie
on montre que pour 2 < [ < oo, presque stirement, il ne peut pas y avoir [ clusters
infinis. La deuxieme partie montre que, presque stirement, il ne peut y avoir une infinité
de clusters infinis. Cette derniére est une modification de 'argument de Burton-Keane
[BK89].

On remarque que les évenements & sont disjoints et invariants par translation. Pour
B fixé, par ergodicité, Pg (81) = 1 pour une seule valeur [ et P (5;) = 0 pour toute autre
valeur de [.
Soit k& > 0 tel que pour tout sommet y avec ||y|; = 1, il existe 0 = xy,...,z,, = y avec
/S | > 0et x; € Ap pour 0 < i < m. L’existence de k est donnée par la

Tm—1,Tm

condition C4.

Preuve de Py (81) =0 pour 2<][ < oo.

Soit [ > 2. Soit F,, I’évenement que les [ clusters infinis intersectent A,,. On a que F,, T &
quand n — oo. On fixe N > k assez grand pour que Pg(FN) > %Pﬁ(&). Le lemme

précédent implique que Pg (&DQN(Fn)) > 5 Pg (Sl). Toute configuration dans oy (F},)
contient exactement un cluster infini, car tous les sommets sont liés dans Ay. Ainsi,

Py (&1) = gpﬁ(gl)-

Par ergodicité, Ps(€;) et Pg(&) sont dans {0,1}, donc Pg(&) = 0.
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Preuve de Py (500) =0.
On suppose que Pj (EOO) > (0 et on considere N > 2k assez grand pour que

Ps (trois clusters infinis disjoints intersectent la boite A N) > 0.

On définit I’évenement trifurcation grossiere en 0, noté CTy, par :
e tous les sommets dans Ay sont liés dans Ay,

e si C est la composante connexe de 0, alors C N (Zd \ AN) contient au moins trois
clusters infinis disjoints.

Par tolérance a 'insertion et par définition de N, on a que Pg (CTO) > 0.
De facon similaire, pour z € (2N + 1)Z¢, on dit que z est une trifurcation grossiére
si 7,CTy = CT, est réalisé. L’invariance par translation de P3 donne que Pg (CTO) =
Ps(CT,) > 0.

On fixe n > N et w € {0,1}72*). Nous allons construire un graphe orienté H &
partir de la configuration w.
Soit V' = {v1,...,v,} tous les sommets de Z? qui sont des trifurcations grossieres. Pour

chaque trifurcation grossiere v;, soit D; '’ensemble des clusters infinis dans w restreints
a P5(Cy, \ (v; + Ay)) ol C,, désigne le cluster de v; dans w. Soit D = |] D; =

U ({i} x D).

1<i<r

On notera wy, wy, ... les sommets de W = {x € Z*\ A, | Jy € Ay, wizyy = 1}, ce qui

peut étre a priori infini, mais nous verrons par la suite que |W| est presque siirement fini.
On commence par un graphe H; avec sommets vy, ..., U, Wi, Wy, ... et sans arétes. On

pose S; = D. Dans la i-eme étape, on considere un cluster infini C € S; et on construit

H; .1 a partir de H; en ajoutant une aréte orientée de la facon décrite par ’algorithme

ci-dessous. On modifie ensuite S; en enlevant au moins un cluster infini pour obtenir S;, ;.

Puisque | D| est fini, 'algorithme se termine.

L’algorithme : [OR22]

Etape 0 : Soit S; = D et H; tel que Pon I'a défini ci-dessus.

Etape i:SiS; estvide on pose H := H;. Si S; est non vide, on choisit un cluster infini

C € S; avec v la trifurcation grossiere correspondante. Dans ce cas, il y a deux possibilités.

1. Il existe un chemin dans w liant v a une aréte de 'extérieur w; qui ne passe pas a
distance N de toute trifurcation grossiere de V'\ {v}. Dans ce cas, on ajoute une
aréte orientée de v a w; pour obtenir H;;,. On modifie S; en enlevant le cluster C
pour obtenir S;;.

2. S’il n’existe pas de tel chemin, alors il existe forcément une autre trifurcation gros-
siere v' avec un chemin liant v a v’ qui ne passe pas a distance N de tout autre
trifurcation grossiere de V'\ {v,v’'}. On choisit une de ces trifurcations grossieres v’
et on ajoute une aréte orientée de v a v’ pour obtenir H;,;. On consideére le cluster
infini C" dans C,/ \ (v' 4+ Ay) qui intersecte ce chemin. Notons qu’il existe un unique
cluster infini dans Cy \ (v + Ay) qui intersecte ce chemin, car tous les sommets
dans (v + Ay) sont liés dans (v + Ay ). On modifie S; en enlevant les clusters C et
C' pour obtenir S;,.
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Montrons que le graphe obtenu est une forét.

Proposition 5.3. Le graphe non orienté H' correspondant a H est sans cycles.

Preuve. Supposons qu'il existe un cycle C' dans H’. Pour tout sommet v € C, soit d,(v)
le degré sortant de v dans (), i.e., le nombre d’arétes dans C' ayant v comme origine et
d(v) le degré entrant de v dans C), i.e., le nombre d’arétes dans C' ayant v comme cible.
Notons que df(v), d(v) € {0,1,2} et df(v) + dg(v) = 2.
On définit le flot f, par

fo = dé(v) — dg(v).
Nous avons deux cas a considérer selon si C' contient un sommet de 'extérieur de A,, ou
non :

e Si (' contient un sommet w de l'extérieur, on remarque que f, = —2, puisqu’'un
sommet de I'extérieur ne peut pas avoir d’aréte sortante. Comme »_ . f, = 0, il
existe forcément une trifurcation grossiere v avec f, = o, = 2. Cela est absurde
puisque ces deux arétes correspondent au méme cluster infini dans D, car les deux
chemins correspondants sont liés dans A, \ (v + Ay) par le cycle.

e Si (' ne contient pas de sommets de I'extérieur, on suppose que la premiere aréte
e1 qui a été ajouté dans C' est de v a v'. Si 'autre aréte e, de v’ est aussi entrante,
alors il existe v” € C avec df(v") = 2, ce qui est absurde par le méme argument
donné au cas précédent. Donc ey est partante et a été ajouté apres e;. Or, quand
er a été ajouté le cluster infini de ey correspondant a la trifurcation grossiere v’ a
été enlevé dans I'algorithme. Cela signifie que e; n’aurait pu étre ajoutée.

]

Ainsi, le nombre de trifurcations grossiéres est inférieur a |W|, le nombre de feuilles.
Comme P3(CTy) = Ps(CT,) pour z € (2N + 1)Z%, on a que

Es[[V]= Y Es[lgen) = PB(CTO)% < Eg[|W]].

T€(2N+1)Z4NA,

Or, les éléments de W sont des sommets a I'extérieur de A, qui sont liés par une aréte
ouverte a un sommet dans A,,, donc

n

Es[[W]] <2d2n+ 1" > Jo..

Jj=0 xEZd:'
Izl =i

Par la condition C3, nous avons que » 4 Jo, < 0o. Donc on obtient que

P3(CTy) _ Eg[[W]]

0< (2N 4+ 1) = (2n+ 1)4

— 0 quand n — oo.
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5.2 Une borne sur la probabilité de percolation

Nous établissons un résultat crucial dans la démonstration du Théoreme 6.1 et qui
justifie la considération de Pg.

Théoréme 5.4 ([ADS15]). Pour 3 tel que MLRO(B) =0, alors P(0 +— o0) = 0.

Preuve. Soit L > 0 et soit x,y € Ar. En appliquant le switching lemma nous avons que

J—
ni+nz

PiL,B X IP’XL’ﬁ (x +—— y dans AL)

w(n)w(ng) 1
ni1€Qy; 1 On1=9 {z+——y dans A}
n2€Q, (s} 1 ON2=0

w(n;)w(n,)
n1EQAL :0n; =9
HQEQALU{B} :Ong =g

w(ny)w(n)
n1€Q,, 1 On={zy}
n2€Q,, U5y On2={z,y}
> w(n1)w(ny)
nleQAL :0n1 =9
anQALU{(;} :0no=g

La représentation des corrélations (4.1) et (4.2) impliquent que
PS , @PL (v <252 y dans Ap) = K to< 2
A8 PR, 5 (z y dans Ar) = <‘7~%‘Uy>AL,5<Jl’Uy>AL,5 = <U$09>AL,5'

. 1%} . . PN
Le terme de droite converge vers <axay> 5 quand L tend vers 'infini. Comme 1’événement
dans le terme de gauche peut étre exprimé en termes de Iy et Ny, la convergence de Py, 4

et @fL g vers @g et @? donnée par le Théoréme 4.1 implique la convergence du terme de
gauche a P (:1: — y) L’évenement {x <— y} n’est en effet pas cylindrique, mais nous
avons que

{z +— y} = {z +— ydansAr} U {& <++/— ydansAp,z <+— vy}

Et ({ +#— y dans Ay, z <— y}) ., est une famille décroissante d’intersection vide.

Donc la régularité de la mesure donne le résultat.

Il suit que

1%}

g
Soit B C Z? fini. Nous allons appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz & la variable

aléatoire X =3 _plipe o)

Ps(z +— y) < (0.04) (5.1)
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On que

Es[X]* = (IB|P5(0 < 00))” et Es[X?] = D Py(z,y ¢ oo).

z,yeB

Donc
(1BIP5(0 ¢— 00))" < Y~ Py(z,y +— <)

z,yeB

L’unicité du cluster infini implique que {z,y <+— oo} = {z,y +— oo} N {z «— y}.
Il suit que
2
(|B|P5(0 +— 00))” < Z Ps(z +— y).

z,yeB

En utilisant I'inégalité (5.1) et en prenant I'infimum sur les parties finies, nous obtenons
finalement que

Pg(O — 00)2 < inf ﬁ Z <O‘x0'y>§ = MLRO(B)-

BCZ4 B fini
C4%5 H z,y€B

6 Continuité de ’aimantation spontanée

6.1 Continuité et ordre a longue distance

Nous présentons maintenant le théoreme principal de ce mémoire.

Théoréme 6.1 ([ADS15]). Pour tout modéle d’Ising satisfaisant C1 — C4 : Si

]/W\LRO(BC) =0

alors
m” (56) = 07

et le modéle a un unique état de Gibbs en f..

Preuve. Soit L > 0. On fixe z,y € Ar. On a que
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<0w‘7y>XL,g - <Ux0y>iL,5

w(ny) > w(n;)

n2€Qy, U5y 1 On2={z,y} n1€Q, :Ona={z,y}
w(ny) > w(m)
DQGQALU{é}:anQZQ anQAL :Ong =g
w(n)w(ng) — ) w(n)w(ny)
nleﬂAL :0n =g nleﬂAL son={x,y}
UQEQALU{E} Zan2:{13,y} nQGQALU{é} :0ng=g

2 w(n;)w(ny)
nleﬂAL :0n1 =9
n2€QALU{5} :0ng=go

En appliquant une fois le switching lemma on obtient que

<0w0y>XL,5 - <0w0y>i,ﬁ

w(n;)w(ng) — >, w(n)w(ng) 1 —
n1€Qy; :0n1=g n1€Qy; :0n1=g {z+—y dans Ap}
M€y ugs)  One={z,y} n2€Q), U5y 1 On2={z,y}
2 w(n)w(ny)
DIEQAL :0n1 =9
HQGQALU{E} :0ng=0
> wny)w(ng) (1 -1
n €0, :0n1=g {z+——y dans A}

n2€QY , U5y 1 On2={z,y}

> w(n;)w(n,)
n1€QAL :0n; =g
HQGQALU{(S} :Ong =g

Toute configuration ny de sources x et y tels que x et y ne sont pas liés dans A satisfait
nécessairement que x et y sont liés a . Ainsi,

> wny)w(ng) 1 o
n1€Qy, :On1=9 {z+——0}
¥ o n2€Qy, uysy : On2={z,y}
<O-xo-y>AL7/B B <o-x0-y>ALﬁ < Z W(l’ll)W(ng) (61)

HIEQAL :0n1 =g
n2eQALU{6} :0ng=g

Nous allons maintenant estimer la somme au numérateur en la comparant a la somme
dans laquelle la condition sur la source de (nj,ny) est dn; = dny = .
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Fixons des sommets = g, ...,y = y avec Jy, ., > 0 pour 0 < 7 < m. Pour L
suffisamment grand pour que Ay 3 x; pour tout 0 < ¢ < m, nous allons considérer une
application ¥ qui a un courant n, w associe un courant ou ’on a modifié ny le long des
arétes e; = {z;,x;41}, 0 < j < m—1, en changeant la parité de Ny, et tel que la nouvelle
valeur de ny,; soit au moins égal a 1. Notons qu’en changeant les parités le long de ce

chemin on ne change que la parité de la somme sur les voisins de x,y. Donc on a que la

—
nj+ng

source de ny devient dny, = & tout en gardant que x «+— §.

Plus précisément, U est définie de la fagon suivante :
U 2 () — 2 (o)
{ng., pair} — {ny, impair}
{ny, impair} — {ny. pair non nul},

pour tout j € {0,...,m — 1}.
En faisant un développement trés similaire a celui de (4.3) on obtient que

> w(ny)

HQEQALU{J} :0ng=o

I@j{bﬁ({n%j impair}) B Ny, impair B sinh(ﬁ Jej)

Pt pai B w(ns)  cosh(B.J..

App ({2, pair}) Q{Z}a (n;) (87e,)
ngﬁj pair

et
> w(ny)
~ HQEQALU{(S} :0ng=g
IP’XLﬁ({ngej pair non nul}) na,; pair non nul cosh(BJej) —
Pt Ny, impair w(ny sinh(SJe.
ArB ({ 2 P }) nzeﬂALu%:}ﬂnz:@ ( ) (ﬁ ])
nge]. impair

Ainsi, en posant

smh(ﬁJ ) ’Cosh(ﬁJej)

ﬁnlln{ cosh 5J ) sinh(ﬁjej) }

Jj=0

on a que

~

vayPXL,ﬁ (n2) < @j\_bﬁ (\D<n2))

Cela nous permet d’en conclure que

—1
g w(n;)w(ny)1l o, Sy E w(n;)w(ny)1l e
nleﬂAL :0n1 =9 {x 5} nleQAL :0n1 =9 {:t 6}
HQEQALU{(S} :8n2:{x,y} n2€QALU{5} :0ng=g0

En utilisant cela dans I'inégalité (6.1) nous obtenons que

o —

<O-xay>XL,ﬁ B <Uxay>ib5 < F;é/ ]P)/@\L7ﬁ ®]P)XLﬂ(x m 5)
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En prenant la limite quand L — oo, qui existe d’apres le Théoreme 4.1, nous avons que

0< <U$‘7y>+ -

5 <0x0y>§ < F;?IJ Pg(m — oo)

On considere maintenant 5 > 0 tel que M, Lro(B) = 0. D’apres le Théoreme 5.4
Pg (x — oo) = 0 donc pour tous z,y € Z9, <0360y>;r = <0xay>§.
En utilisant l'inégalité FKG

0= (on)y (e < (ovm)y = {ouon);

pour tout y € Z?% On a que <00>;)r = <cr:c>;3r par invariance par translation. Donc le
membre de gauche ne dépend pas de x. L’hypothése que la moyenne des <croax>g sur les
translations est égale a 0 donne que <crz>;3r =0, ie, m*(5) =0.

Ainsi, pourvu que MLRO(ﬁc) =0, on a que m*(f3.) = 0. O

6.1.1 La borne infrarouge et ’ordre a longue distance au parameétre critique

I reste & établir que M, Lro(Be(d)) = 0 pour avoir la continuité de I’aimantation
spontanée. C’est en effet le cas pour tout d > 2 dans le modele plus-proches-voisins. Une
preuve pour d > 3 dans le modele plus-proche-voisins peut étre obtenue en utilisant la
borne infrarouge (ou borne de domination Gaussienne) [FSS76; Fro+78]. Celle-ci ne sera
pas présentée ici.
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