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INTRODUCTION

Dans ce document, nous commencerons par construire les ensembles auto-similaire sur un espace mé-
trique complet (X, d), une structure principale qui nous guidera pour 1’étude des fractales.

L’idée est la suivante : une fractale est un objet géométrique qui représente des motifs similaires sur
une échelle arbitrairement fine, il semble donc légitime de vouloir exprimer une fractale comme un
ensemble stable par image directe de contraction de lui-méme, d’otu la provenance de la notion "d’auto-
similarité".

On peut voir d’une certaine maniere ces constructions d’ensemble auto-similaire comme une extension
du théoreme de Banach-Picard, avec la donnée de non pas une seule application contractante, mais N
applications contractante, et appliqué cette fois ci a des sous ensembles compact de X.

Par la suite on introduira la notion d’espace décalé, il s’agit de considérer un alphabet de N symboles
et s’intéresser a I’ensemble des mots de longueur infini constitué de ces symboles.

Cette notion est étroitement reliée aux ensembles auto-similaire : on verra que 'on peux munir un
espace décalé (que 'on notera ) d’une distance J, afin que (X, d,) soit un espace métrique complet,
et on considérera des applications de décalage (qui seront des contractions) tel que 3 sera un ensemble
auto-similaire par rapport a ces applications.

On définira par la suite une extension de la notion d’ensemble auto-similaire, que I’on nommera struc-
ture auto-similaire, et des notions tel que les ensembles critique, ensemble post-critique d’une structure
auto-similaire.

Ensuite, nous nous intéresserons aux mesures de Bernoulli, aux mesures auto-similaires qui sont né-
cessaire pour aborder la notion de dimension de Hausdorff d’une partie bornée d’un espace métrique.



1 Construction des ensembles auto-similaires

Dans cette section, nous supposerons que (X, d) est un espace métrique complet et séparé .

Définition 1.1. On définit, VA C X et Vr > 0

Ur(4) = {J Bla,r)
zeX
Avec, B(z,r) la boule ouverte centrée en x de rayon r.

On définit également,
C(X)={AC X | A est compact}

Nous allons maintenant munir C'(X) d’une distance ¢ :

Proposition 1.1 (Distance de Hausdorff). On définit, VA, B € C(X) ,
0(A,B)=inf{r >0 | BCU.(A) et ACU.(B)}

Alors, § est une distance sur C(X), et de plus, (C(X),0) est un espace métrique complet.
On appellera cette distance la distance de Hausdorff.

Démonstration. On a bien, VA, B € C(X) , 6(A, B) = 0(B, A) par symétrie de la définition.

Si 0(A, B) = 0, alors, Vn € N*, B C Uy /,,(A) donc, Vo € A, 3z, € B tel que d(x, 7,) < %

Or, comme B est compact, B est a fortiori fermé et comme 1151_1 d(z,z,) = 0, 0on a bien x € B
n——+0o0

Donc, A C B. De manieére analogue, on a l'inclusion inverse B C A et alors, A = B.

Soit A, B,C € C(X), et soit s > §(B,C), r > §(A, B).

Alors, en particulier : C C Ug(B) et B C U,(A), donc, C C Ug(U,(A)) C Ugyr(A)

On a de méme, A C U, (B) et B C Us(C) donc, A C U, (Us(C)) C Usy(C)

Dong, en particulier, 6(A, C') < s+, ainsi en passant a la borne inférieure sur s : 6(A,C) < 6(B,C)+r
, et en faisant de méme pour r: §(A4,C) < d(B,C)+0(A, B) et alors, § est bien une distance sur C'(X).

Montrons que (C(X), d) est bien un espace métrique complet :

Soit (Ap)nen une suite de Cauchy de C(X), montrons que B, = U A} est une partie compacte
k>n

de C(X) pour tout entier naturel n.

Comme (By,)nen+ est une suite décroissante pour U'inclusion, il suffit de montrer que By est compact

afin de démontrer que B,, est compact Vn € N*

Comme (X, d) est complet, il suffit de montrer que Bj est précompact.

Soit donc r > 0, comme (A;,)nen une est suite de Cauchy, Ve > 0, AN € N tel que Yn,m > N |

d(An, Amm) < € et choisissons € = §

Ainsi, §(A,, Ay) < § , on a donc A, C U%(AN) et ce Vn > N

Comme Ay est compact,

ky —
dkny € N* | J(z1,...,21y) € XFEN tel que Ay C U B(:Ui,g)
i=1



Donc, on a :

U 4i CU:(An) C UBxZ,
i>N

Ainsi, {21, ..., 2, } est un r-réseau de By.
Comme Ay, ..., Ax_1 sont compacts, on a Vi € [1, N — 1] on a un r-réseau I; de A;, et alors,

( U I) ({x1,...,xky }) est un r-réseau de B; et donc, B; est précompact.

comme By C X et (X, d) est complet, By est compact, ce qui implique que Vn € N* | B,, est compact.

Posons maintenant A = ﬂ B,
n>1
Comme (B, )nen est non vide et décroissant pour l'inclusion, A est un compact non vide.
Soit 7 > 0, on a vu qu’il existe N € N tel que pour tout n > N, B, C U,(An). Comme A C B,,, on a
A C U (An).

Montrons maintenant que Ay C U, (A).

On a Vn € N*, By C U,(B,), comme (B,),cn+ est décroissante pour l'inclusion, on a aussi By C
Ur(Bp) ceVn e [1,N —1] , d’out Ay C By C Ur(A) et alors, 6(Ap, A) <r,ce Vn> N

On a bien ainsi A, — A pour §, et alors (C'(X), d) est complet.

Lemme 1.1. Soit Ay, Ag, By, By € C(X), alors on a la majoration suivante :

5(141 U AQ, By U BQ) < max(é(Al, Bl),é(AQ, Bg))

Démonstration. Soit r > max(d(A1, B1), (A2, B2)), alors, comme r > §(A;, By), on a By C U,(41)
comme 1 > §(By, Ba), on a By C U,.(A3) Ainsi, By U By C U,(A; U Ag) De maniére symétrique, on a
également A1 U As C U, (B; U By).

Cela nous indique que r > §(A; U Ay, B1 U By), en faisant tendre r vers max(d(A1, By), (A, B2)), on
obtient le résultat escompté. ]

Lemme 1.2. Soit r < 1 et soit f une fonction r-contractante de X dans X pour d, c’est a dire,
Va,be X , d(f(a), f(b)) < rd(a,), alors : VA, B € C(X) , 8(f(A), f(B)) < r6(A, B)

Démonstration. Premierement, comme f est une contraction, f est continue de X dans X, donc,
VA € C(X), on a bien f(A) € C(X) donc il fait bien sens de considérer pour A, B € C(X) l'ex-

pression 0(f(A), f(B)).

Soit maintenant s > 0 tel que A C Us(B) , et B C Us(A), soit y € f(B) ,on a bieny € f(Us(A)) c’est
a dire, Jy’ € Ug(A) tel que, y = f(v),

on a également Vx € f(A),Jz' € A tel que z = f(2'), done, d(z,y) = d(f(2), f(y)) < rd(2',y)
et comme y' € Ug(A), d(2',y') < s) don, d(z,y) < rs, ce qui implique que y € U (f(A)), ainsi,
F(B) € Un (F(A)).

De maniére symétrique, on arrive a f(A) C Us,-(f(B)), ainsi cela implique que §(f(A), f(B)) < sr,
puis en faisant tendre s vers §(A, B), on obtient bien le lemme voulu.

O

A Taide de ces deux précédents lemmes, et de notre premiére proposition, on est maintenant & méme
de démontrer un théoreme central permettant de définir la notion d’ensemble auto-similaires, relatifs
a une donnée de N fonctions contractantes de X dans X.



Théoréme 1.1. Soit N € N*, supposons que, Vi € [1,N], fi : X — X soit rj-contractante pour d.
Alors, K € C(X) tel que,

N
K =] fi(K)
=1

Démonstration. Posons,
N
VA€ C(X), F(4) = £i(4)
i=1

Montrons alors que F est une contraction pour 9 .
Soit A,B € C(X), on a

N N
6(F(A),F(B)) =0 (U £, U fi(B)>
i=1

i=1

Or, le lemme 1.1 nous donne avec une récurrence que
N N
§ | U fi(A), U fi(B) | < max §(f;(A), fi(B))
i=1 i=1 €L.N]

Or, d’apres le lemme 1.2, 6(F(A), F/(B)) < max;eqi 7 7:0(A, B), ainsi, en posant R = max;c[i n] 7is
on a bien R < 1 et §(F(A), F(B)) < R6(A, B) et F est alors bien une contraction.

D’apres la proposition 1.1 , comme (C(X),0) est complet, le théoréme du point fixe de Banach-
Picard nous affirme qu’il existe un unique K € C(X) tel que K = F(K), de plus, un tel K étant
donné par la limite de n en l'infini de la quantité F™(A), ce pour toute partie compacte A de X. [

Définition 1.2 (Ensemble auto-similaire). Soit N € N*  supposons que, Vi € [1,N], f; : X — X
soit r;-contractante pour d.
Alors, I'unique K € C(X) vérifiant

N
K =] fi(K)
=1

est appelé I'ensemble auto-similaire associé a {f1, ..., fn}

Exemple 1.1 (L’ensemble triadique de Cantor). Considérons le cas ou X = [0, 1], muni de la distance
euclidienne et les fonctions suivantes :

fl [07 1] — [O’ 1]
z — 3

f2 [0,1] — [0,1]
T x-é—2

Alors, on peut définir ’ensemble triadique de Cantor K comme suit :
On pose Ky = [0, 1], et on définit pour tout n € N*

Ky = fi(Kn-1) U fo(Kp-1)

Et on définit K = ﬂ K, voici une visualisation de la construction de I’ensemble K :
n>0
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On peut remarquer que K est un ensemble compact :

Montrons premierement que pour tout n € N, K, est compact.

Effectivement, Ky = [0, 1] est un ensemble compact, et si on suppose pour un entier n > 0 que K,
est compact, alors f1(K,,) et fo(K,) sont compact comme image directe d’une fonction continue d’un
compact, donc K1 est compact comme union de deux compact, et alors par récurrence K, est com-
pact pour tout entier n.

Ainsi, K est fermé par intersection de fermé, borné car contenu dans le segment [0, 1], et comme X
est de dimension fini, étre fermé borné est équivalent a étre compact.

On a a présent

AE)VUf(K)=fi| (VEn|Uf2| ) Kn

n>0 n>0

Comme f; et fy sont injectives, on a

jﬁ(}()LJjb(}():: (w fl(l(n)Lle(}(n):: (W l{n+1

n>0 n>0

Or, comme (K, )pen est une suite décroissante pour inclusion, on a ﬂ Knpv1 = KoN ﬂ Kpi1 =
n>0 n>0

N Kn =K.

n>0

Comme les fonctions f1 et fo sont % contractantes, par unicité des ensembles auto-similaire, on obtient

que l'ensemble triadique de Cantor peut étre en réalité vu comme ’ensemble auto-similaire associé a

{jivjé}'

On peut donc voir certaines fractales comme une construction donnée par des ensembles auto-similaire,

en réalité, on peut voir chaque ensemble auto-similaire dans un espace euclidien comme une représen-

tation fractale.



2 Ensembles décalés

Dans cette section, nous allons traiter la notion d’espace décalé, une structure fondamentale liée a la
topologie des fractales.

De maniére purement intuitive, il s’agit de prendre une collection finie de N symboles et de considérer
I’ensemble formé des mots de longueur infini, cet espace sera défini comme ’espace décalé avec N
symboles.

On verra par la suite que I'on peut munir un espace décalé d’une distance qui nous forme un espace
métrique compact, et alors on sera en mesure de faire le lien avec la section précédente pour construire
des ensembles auto-similaires sur des espaces décalés.

Définition 2.1. Soit n € N*, N € N* on définit les objets suivants :
W ={1,...,N}" = {wjwy...w,|w; € [1,N]}, Vi € [1,n]}

ot W est défini comme I’ensemble des mots de longueur n par rapport aux symboles {1, ..., N}

Wy = {0}
avec () défini comme le mot vide
wh = {Jw}
i>1

WX sera donc défini comme ’ensemble des mots de longueur finie
Pour w € W}V, on notera aussi |w| la longueur du mot w.

N ={1,. N}

YN sera défini comme l'espace décalé avec N symboles
On définit pour n € N et w = wiwy... € 2N, 7 € W les applications suivantes

o, | TN — XN
w — TW

o | ¥N 5 ¥N
W = Wp1Wnp42...

Avec pour 7 = T172...Ty,, la notation de concaténation Tw = T Ty... TpWiWs...
On définira également, pour w € W¥ | &V = 5, (2V) .

Dans le reste de cette section, on se fixera N > 0 et on dénotera WY, WN £V, Eﬁf par W,,, W, , X
» Dy

Théoréme 2.1. Pour w,7 € X, r < 1 si w # 7, alors on définit 6, (w,T) = W) guec
s(w,7) =min{i e N | w; #7;} — 1 et si w =7, on pose o,(w, ) = 0.

Alors, (X,6,) est un espace métrique compact.

Démonstration. Soit r < 1, Montrons que J,- est bien une distance sur .

Par définition, w = 7 < §,(w,7) = 0, et §,(w,7) = §,;(7,w) on a donc 'axiome de séparation et de
symétrie. ( on aussi que Vw,7 € ¥, §,(w,7) >0 )

Montrons maintenant 1'inégalité triangulaire :

Remarquons premiérement une caractérisation de s(w,7) : pour w,7 € ¥ : on a (m = s(w,7)) &



(Vi e [1L,m] , w; =7 et W1 # Tyl ) -
Soit w, T,k € ¥ et supposons par I’absurde que l'on ait min(s(w, ), s(7,k)) > s(w, k).
Alors, notons a = s(w, 7) et b = s(7, k) , et supposons sans perte de généralité que a > b. On sait que :

Vie[La] , wi =7, Wat1 # Tat1 (1)

Vie [1,0] , 7 = ki, Tpp1 # ko (2)

en notant ¢ = s(w, k), on a
Vi € [[170]] ;Wi =k, Wer1 # key1

Or, comme a > b > ¢, (1) nous affirme que wei1 = 7.41 et (2) nous affirme également que 7,11 = key1
, donc weq1 = keq1, absurde.
Ainsi, on a pour tout w,7 € ¥ , min(s(w, 1), s(7,k)) < s(w, k), comme r < 1, on a

or(w, k) < 6p(w, )
Or(w, k) < 6p(7, k)

et, en sommant les deux inégalités, on obtient bien I'inégalité triangulaire voulu.
0, est donc bien une distance sur X.

Montrons maintenant que (X, d,) est un espace métrique compact.

Soit {w"}nen € XN et montrons qu’il existe 7 € X tel que I'ensemble

Ep ={n>1|w} =7, VYj€ [1,m]} soit de cardinal infini ( avec la notation, w} étant le j-eme
symbole du terme w" € )

Par récurrence, pour m=1 on a , Yn € N | w} € [1, N], ainsi, il existe ¢ : N — N strictement
croissante et au moins un 71 € [1, N] tel que wf(n) =7 ,Vn € N. ( Donc E; est bien de cardinal

infini )

Supposons maintenant 1’existence de m € N | ¢ : N — N strictement croissante et 71, ..., 7, € [1, N]
tel que

vje[Lm], wi™ =7

ona,VneN, wy ;€ [l,N] et alors, comme précédemment,

Irmi1 € [LN], 3¢ : N— N tel que ¥n € N,w’") = 711

Et alors,
Viel[l,m+1], w}p(w(n)) =7

On construit ainsi par récurrence une suite ¢, : N — N et 7 € 3 avec 7 = 11 75... tel que

YmeN, Vje[l, m, wfm(n) = 7; et alors, par argument diagonal, en posant ¢(n) = ¢n(n) ,
Vn € N, on a bien w?™ — 7 pour 4.

Comme dans un espace métrique, étre compact est équivalent a étre séquentiellement compact, (X, d,)
est un espace métrique compact.

O]

Pour le restant de ce document, on se fixera définitivement un réel r < 1.
On peut remarquer maintenant que pour i € [1, N, 0; : ¥ — ¥ est une similitude de rapport 7.
Effectivement, on a

Vr,w € X, §p(oi(w),0i(7)) = (1w, iT) = ps(w,)+1 — rop(w, T)

En l'occurrence, o; est une r-contraction, et on a

oi(2)

=

N
r=USi=>T=
=1 i

(]

I
—



Et alors, ¥ est ’ensemble auto-similaire associé a {01, ...,0n}.

Théoréme 2.2. Soit K C X [’ensemble auto-similaire associé a {fi,..., fn}
Pour 7 € Wy avec T = T1...Tmm, posons fr = fr o fry0...0 fr ainsi que K; = f-(K), on a alors

Yw € ¥ avec w = wiws... , lx, € K tel que ﬂ Ky, w,, = {Tw}
m>1
En posant
| Y — K
W o Ty

Alors, T est une application continue, surjective et on a la relation suivante : Vi € [1, N] , moo; = fiom.

Par abus le langage on sera parfois amené a confondre ﬂ Ky, ..w,, avec le singleton qu’il contient,
m>1
soit m(w) .

Démonstration. Soit w € X tel que w = wiws..., alors on a Vm € N*|

le...wm_H = fwl..,wm(me+1) - fwl.,.wm(K) = le..‘wm

Puisque (K, ..w, )Jnen+ est une suite de compact ( car f est continue V7 € W,, I'image d’un compact
par une application continue est un compact ) et est décroissante pour I'inclusion, on sait alors que
ﬂ Ky, .., est (un compact) non vide.
m>1
Puisque les f; sont par hypothese r;-contractantes pour i € [1, N], en posant R = max{r; | i € [1, N]},
comme R < 1, les f; sont R-contractantes et alors

diam(f;(K)) = sup (d(z,y)) <R sup (d(z,y)) = R diam(K)

z,y€fi(K) z,yeK

Par récurrence, on obtient diam (K, w,,) < R™diam(K) et ce, pour tout m € N*.

Cela implique que diam( ﬂ Ky, ..w,,) =0, et comme ﬂ Ky, ..w,, est non vide, il s’agit d’un singleton.
m>1 m>1

L’application 7 est donc bien définie, montrons que m est continue :

Soit € > 0, alors il existe m € N tel que R"diam(K) < e

En posant A = ™, si on prends w, 7 € ¥ tel que 6,(w,7) < A, alors Vi € [1,m] , w; = 7; et dans ce
cas, Kw1...wm = KTl...Tm

Or, m(w) € Ky,..w,, €t T € K+, 5, donc

d(m(z),n(7)) < diam(Ky, . w,,) < RMdiam(K) <€

Et ainsi, 7 est bien continue.

Montrons maintenant que w o o; = f; o .
Soit i € [1, N] et w = wiws.. € X, alors

{r(oi(w))} = ﬂ Ko (wy..wm) = ﬂ Kiw, v, = m fi(Bwy.cawm) = fi ﬂ Koy | = {film(w))}

m>1 m>1 m>1 m>1
Montrons maintenant que 7 est surjective.
D’aprés une remarque précédente, Y est I’'ensemble auto-similaire associé a {o1,...,on} , ainsi, ¥ =
N
0i(X) et alors, on a
i=1

N

N
m(X)=m (U 0'7;(2)> = U film(¥)) (carmoo; = fiom)
] 1=1

9



Et alors, m(X) est 'ensemble auto-similaire associé a {fi,..., fx}, par unicité des ensembles auto-
similaires, K = 7(X), m est bien surjective. O

Proposition 2.1. Soit w € W, posons w = ww... €
Alors, m(w) est le seul point fize de f.

Démonstration. Soit w € W, prouvons premierement que w o gy, = fy, © .

La propriété étant vraie pour tout mot de longueur 1 ( voir théoréme 2.1 ), supposons qu’il existe
n € N* tel que pour tout mot 7 € W,, on ait mo o, = f; om.

Soit k € Wy 41, alors, 3i € [1, N] et 37 € W, tel que k = it.

Alors, on a

from=fi(from) = filroo,) = (fiom) oo, = (To0) 00, = W0 03r

Donc, la propriété est vraie pour tout mot de longueur n + 1, et par récurrence, on a prouvé ce
) b )
premier résultat.

Maintenant, comme par définition o, (w) = w, on obtient f,(w(w)) = (o (w)) = w(w) donc, 7(w)
est un point fixe de f,,, mais comme f,, est une contraction, le théoréme de Banach-Picard nous affirme
qu’il est unique. ]

Proposition 2.2. Supposons que Yi € [1, N], f; est injective.
Alors, Yw, T € ¥ avec w # T, on a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

i) m(w)=mn(T)
ii) m(o*" 7 (w)) = w(o* 7 (7))

Démonstration. i) = ii) : Soit w = wiws... € X, T = T1To... € Y alors on a Vn € N, w = 0ywsy..w, ©
o™ (w).

Donc, en particulier pour m = s(w, 7), on a :

ﬂ(w) = (7T o 0w1w2...wm) o Um(w) = fwiwa...wm (rr(am(w))

De méme,
T(T) = frirgemn (T(0™ (7))

Or, comme m = s(w,7), Vi € [1,m] on a w; = 7; et alors, puisque par hypotheése m(w) = (1), on a

Jwrws..wn, (T(0™ (W) = fuywy...w,, (T(0™ (7))

Puisque qu’une composée de fonctions injective est toujours injective, on obtient bien 7(o™(w)) =

m(o™(7))
i1) = i) : en posant m = s(w, T), on a WiWsa... Wy, = T1T2...Ty, €t on a donc :

(W) = fuwrws v (T(0" (W) = frimy. .z (T(0™ (W) = frimy. 7 (w(0™ (7)) = 7(T)

10



3 Structure auto-similaire

Pour S un ensemble fini, on définit I’ensemble décalé avec S symboles de maniére analogue a la section
précédente.

En d’autres termes, on posera Y(S) = SN I'ensemble décalé avec S symboles, W,,(S) = S™, W,(S) =
Un>1 Wa(S) et pour w € (5) , 7 € W, (S) , n € N on définira également o, (w) = 7w , o™ (wwa...) =
Wn+4+1Wn+42--- ET(S) = UT(E(S))

Si le contexte est clair, on notera également 3(S), W, (S), W.(S), 2,(S) par X, W,,, W, X,.

On peut remarquer que I’ensemble des résultats obtenus a la section précédente sur les espaces décalés
a NN symboles sont toujours valides pour les ensembles décalés a S symboles.

Définition 3.1 (Structure auto-similaire). Soit (K, d) un espace métrique compact, S un ensemble
fini.

Posons ¥ = SN et , Vi € S, F; : K — K est une application injective continue.

Alors, le triplet £ = {K,S,{F;}ics} est appelé une structure auto-similaire si par définition il existe
une application 7 : 3 — K continue surjective tel qu’on ait la relation Vi € S, F;om = 7o 0;

On peut remarquer que d’apres la section précédente, si S = [1, N] avec N € N*| et si 'on se donne
un ensemble auto-similaire K relatif a {fi, ..., fn}, alors {K, S, {fi}ien} est bien une structure auto-
similaire.

Proposition 3.1. Si {K,S,{Fj}ics} est une structure auto-similaire, alors, pour tout n € N, pour
T =T179..Tp, € Wy, si on pose Fr = Fr o F,0...0F. | et en posant également K, = F.(K), on a le
fait suivant
Yw € Y avec w = wiws... , ﬂ Ky, .., = {m(w)}
m>1

Ainsi, Uapplication 7 est unique et est définie par la formule ci-dessus.

Démonstration. Premierement, nous pouvons montrer que Yw € W,, on a toujours la relation
Fy,om=moaoy.

La propriété F,, om = wo o, étant vraie par définition pour tout mot de longueur 1, supposons qu’il
existe n € N* tel que pour tout mot 7 € W,, on ait From = woo,.

Soit kK € W41, alors, 3i € S et A7 € W, tel que k = i7.

Alors, on a

F.or=Fg;onr=F(From)=Fj(roo,;)=(Fiom)oo, =(T00;)00, =T 00 =700,

(il s’agit ici d’une preuve analogue a celle faite dans la proposition 2.1)

Cela nous indique que, Yw = wiws... € X, on a pour tout n € N*

m(w) = W(lewz...wn (0™(w)) = Fuywy..w, (m(o™(w)) € Fuywy..w, (K) = Ky wy..w,

d’on, 7(w) € ﬂ Ky ws..w,, -

n>1
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Soit maintenant x € ﬂ Kuyyws..w, , autrement dit, pour m € N*| Jx,,, € K tel que © = Fiyyuy..w,, (Tm)-
n>1
Par hypothese, 7 est surjective, donc 37, € 3 tel que x,,, = 7(7:,), on a alors

T = (Fuywy..wm © T)(Tm) = T(Cwiws...wm (Tm)) = 7(Tim)

Avec Tm = Owiwsa... wm (Tm) S Ewlwg...wm-

Or, 6, (T, w) < r™ — 0 lorsque m — 400, comme 7 est par hypothese continue, d(7(7,), 7(w)) —

0 lorsque m — 400, d’out puisque = = 7(7,,), on a bien d(x,7(w)) = 0 donc 7(w) = x et alors, l'en-

semble ﬂ Koy wsy..w, €st réduit au singleton {m(w)}, ainsi application 7 est unique, et est bien définie
n>1

par la formule ci-dessus.

Définition 3.2. Soit .¥ = {K, S, {F;}ies} une structure auto-similaire.
On définit les objets suivants

Cy= |J (F(K)NF(K))
1,JESiF#]

Cy=1"1(Cg)

Py =] o"(Cy)

n>1
Vo =m(2)
C ¢ sera appelé 'ensemble critique de .Z, et & ¢ sera appelé ’ensemble post-critique de .Z.

Pour la suite, on se fixera £ = {K, S, {F;}ics} une structure auto-similaire, et dans ce contexte on
notera a présent C, %, &,V a la place de C¢, €y, P2, Vo(ZL) .

Proposition 3.2. On a

) (V) = 2

it)  Si pour w,T € Wy on a Xy NX; =0, alors Ky, N K, = Fy, (Vo) N F- (Vo)
itt) € =10 < 7 est injective

Démonstration. Preuve de i) : Montrons 7~ 1(Vp) C & .

Soit w € 7Y (Vp), i.e. Jv € L tel que w(w) = 7(v), d’ott In € N*, 31 € € tel que 7(w) = 7w(a™(7)).
Posons k = 0,7, (w), on obtient :

m(k) = (w0 or 7)) (W) = Fry 7, (m(w)) = (Fry..7,py 0 W) (07(T)) = 7(07,..7, (0™ (7)) = 7(T)
Or, comme 7 € €, on a bien n(k) = 7(7) € C' d’ou, k € €.

Or, par construction, 0™ (k) = w et 0™ (k) € &, donc finalement, w € Z.
L’autre inclusion étant immédiate, car on a nécessairement pour toute application f : 3% — K, pour
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toute partie A de ¥ la relation A C f~1(f(A)), ainsi, Z = 771 (1}).

Preuve de i) : Soient w, 7 € W, tel que ¥, N X, = () et montrons que F,(K) N F.(K) C F,(Vp) N
Fr(W))-

Soit x € Fy(K) N F-(K). i.e. Ja,b € ¥ tel que z = w(wa) = w(7b).
Comme ¥, N3, = 0, Ik € N* tel qu’on ait :

E<|w|, k<]|r|et, Vie[l,k], wi="1; et w1 # Th+1
On a m(wa) = Fy, .. w, (ﬂ(ak(wa))) et m(7b) = Fr, 5, (O‘k(Tb)))

Mais, wy...wg = 71...7) et comme F, _, est injective, on obtient m(c*(wa)) = w(c*(7b), Or

m(0* (wa)) = [ Flokway):...o* @wa))m ) S Florwayy, (K) = Fuy,y (K)

m>1

Puisque I'on a (0*(wa)); = w1 par choix de k < |w|.
Symétriquement, (" (b)) C F,,,(K) on a alors :

m(o*(wa)) € F,

Wi+1

(K)NF.

Tk+1

(K)

Comme Wy # Tp+1 , On obtient que o*(wa) € €.
Or, k < |w|, donc In € N* tel que k + n = |w| et alors,

— O_kJrn(

a wa) = o™ (" (wa))

Comme o*(wa) € €, a € 2.
De maniére analogue, on conclut que b € &, d’ou w(a), n(b) € Vp

Cela nous amene a

v = n(wa) = (r 0 0,,)(a) = Fu((a) € Fu(Vo)
x = 7(7h) = (10 0,)(b) = Fy (n(b)) € Fr(Vh)

Ce qui nous affirme finalement que x € F,,(Vo) N F-(Vp) d’ou Fyy(K) N F-(K) C F, (Vo) N F-(Vp)).
Et comme Fy,(Vo) N F-(Vp) C Fy(K) N F(K), on a égalité .

Preuve de 4it) : Si 7 est injective, supposons que 3i, j € S tel que F;(K) N Fj(K) # 0.

Alors, comme 7 est surjective, Jw € ¥ tel que m(w) € F;(K) N Fj(K).

Puisque 7(w) € F;(K), alors nécessairement, 37 € ¥ tel que 7m(w) = 7(i7), de méme, on a lexis-
tence de k € X tel que m(w) = 7w(jk), et par injectivité de m, it = jk, absurde car i # j. donc
F;(K) N F;(K) =0 et alors il s’en suit que ¢ = 0.

Par contraposition, si m est non injective, d’aprés la proposition 2.2, si il existe w,7 € X tel que
m(w) = 7(7) et w # 7, alors en prenant m = s(w, 1), on a (o™ (w)) = w(a™(7)).

En posant w = wiws... et 7 = 1172..., on a (6" (w))1 = Wmt1, (6™(7))1 = Tm+1 ainsi,

W(Um(w)) = m me+1...wm+k g K’wm+1
k>1
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m(0™(w)) = w(c™(7)) € K7, 1

On a donc F,,., N F;

m

1 # 0 or, par choix de m = s(w,7), on a bien wy,11 # Tm+1 et alors € # ()
O]

Proposition 3.3. Soit x € K, et soit m > 1, posons

Km,m: U Ky

’LUEWn
€Ky

Alors, {Kp 2 }m>0 est un systéme fondamental de voisinage de .

Démonstration. Montrons que pour m > 1, K, ; est un voisinage de x.

Soit m € N*, Prenons (2,,)neny € K tel que z,, — x pour d.

Alors, comme 7 est surjective, ¥n € N, Jw™ € 3 tel que w(w") = x,.

Comme ¥ est compact, Jw € ¥, Jp : N — N strictement croissante tel que w¥(™) —s w pour 6,
Par continuité de 7, m(w?™) — 7(w) pour d.

Donc, par unicité de la limite, 7(w) = = et 7(w?™) — z pour d.

Comme w?™ — w pour §,, il existe donc N € N* tel que Vn > N on ait 5r(w‘/’("),w) < r™, donc ,
Vi e [1,m], wf(n) = w.

Cela implique donc,
Tp(n) = r(wf™) = (7o J(W(n))1(w¢(n>)2m(w(n))m)(Jm(wcp(n))

= (71' © lew%“wm)(gm(wap(n)))

= Fuywy..wp, (W(Um(W¢(n)) € Kuywsy..wm,

Ainsi, comme on a de plus © € Ky w,y..w,, car £ = w(w) C Kyjw,..w,,, on a AN € N tel que, Vn > N,
Tp(n) € Ky o Ainsi, Ky, , est bien un voisinage de x.

Afin de montrer maintenant que {Kp, z}m>1 est un systeme fondamental de voisinage de x, il est suf-
fisant de prouver que 11111 diam(kK,, ,) = 0, ce faisant, pour V, un voisinage de x donné, il existera
m——+00

m > 1 tel que K, , €V, .

Commencons par montrer que lim max (K,) = 0.
n—+oo weWn,

Par l’absurde, supposons qu'il existe € > 0 tel que pour tout n € N* il existe w(n) € W, tel que

inf diam(Ky,n) > €.
7godlam( wn) > €

diam (K yn )
2

v

Alors, on peut prendre x,,y, € K,n tel que lon ait d(zy, yn) >

DN

Comme 7 est surjective, Jw*(n), w.(n) € ¥ tel que z,, = m(w*(n)) et y, = w(w«(n)).

On peut remarquer que 'on peut choisir wx(n) € Xy, et w*(n) € Xy,

Effectivement, cela est lié au fait qu’il existe k € K tel que x,, = Fw(n)(k), et par surjectivité de m,
3r € ¥ tel que l'on ait (1) = k, d’ou

Tn = (Fw(n) o W)(T) = ﬂ(gw(n) (7—))

Et alors, on pose w*(n) = 0,n)(T) € Ly(n)-
De maniére analogue pour yy, on peut choisir w«(n) € Xy
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Puisque w«(n) € Xy, et w*(n) € Xy, on a le fait que d,(w*(n), ws(n)) < r" d'ot,
tim g, (" (n), . () = 0.
Par continuité de 7,

lim (d(xn,yn)) = lim d(m(w*(n),m(w«(n)) =0

n——+o0o n——+o00

Ce qui est absurde, car ¥n € N*, d(zy,yn) > §.

Ainsi, on a bien lim max diam(K,) = 0 donc a fortiori, lim max diam(K,) =0, et donc
n—-+oo weWy, n—+oo weWy,
€Ky

diam (kK 5) = diam( U Ky) <2 max diam(K,,)
weWn,
’UJGWm ZEGKw

CI?GK'LU

Donc, hrJIrl diam(Ky, ) = 0, Ky, est donce bien un systeme fondamental de voisinage de x.
m—r—+00

O]

Exemple 3.1 (Triangle de Sierpiniski). Soit X = C muni de sa distance euclidienne et ¥ = {1,2,3} ,
considérons le triangle équilatéral T C C donné par ses sommets {p1,p2,p3} avec p1,p2,p3 € C.

Pour 1 < i < 3, considérons les applications suivante qui a z € C associe f;(z) = =5, alors, le triangle
de Sierpinski est défini comme ’ensemble auto-similaire K associé a { fi, f2, f3}

p=n(1)

p2=m7(2) N ps = m(3)

L’illustration ci-dessus permet de se représenter le domaine de définition des différentes fonction
f1, f2, f3, de maniere intuitive, elles contractent le triangle équilatéral en divisant sa taille par 3 et le
déplacent de part et d’autre des différents sommets.

En définissant F'(A) = fi(A) U f2(A) U f3(A) pour une partie A C T, et une suite (T,,)nen tel que
To =T, et pour tout n >0, T,, = F(T;,—1),on a K = ﬂ T,.
n>0

De cette maniére, on remarque donc que K C T et
[iK) N fo(K) = [(T) N fo(T) = {gs}

(
[1E) N f3(K) = f1(T) N f3(T) = {q2}
L2(K) N f3(K) = fo(T) N f3(T) = {q1 }

Ona, m ' ({g}) = (23,32}, ' ({p}) = (13,31}, v ({gs}) = (12,21},
On a donc une expression de I'ensemble critique de . = {K,{1,2,3},{ /1, f2, f3}} :

Gy =n""({a}U{a} U{eh) =7""{a) Ur ' ({e}) Ur ' ({gs}) = {12,13,21, 23,31, 32}

Et alors, on a aussi une expression de I’ensemble post-critique de .Z, Z» = {1,2, 3}
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4 Mesure auto-similaire

Dans cette section, pour un espace métrique (X, d), on notera B(X,d) sa tribu borélienne, ou B(X)
lorsque le contexte est clair.

Il s’agit ici d’une partie assez théorique qui nous est nécessaire a la construction de la dimension de
Hausdorff d’une partie.

Définition 4.1. Soit (X, d) un espace métrique, (X, M) un espace mesurable ainsi que p une mesure
sur (X, M).

Alors, i1 est une mesure complétée si toute partie d’'un ensemble mesurable de mesure nulle est mesu-
rable.

Une mesure sera dite borélienne si sa tribu contient la tribu borélienne.

Si p est une mesure borélienne, alors p est dite réguliere si VA € M, il existe B € B(X) tel que

u(A) = u(B).

Proposition 4.1. Soit (X,d) un espace métrique, (X, M) un espace mesurable, . une mesure boré-
lienne réguliére sur (X, M) et p(X) < +o0.
Alors, on a

VA e M, u(A) =inf{u(U) | U est ouvert de X et A C U} = sup{u(F) | F est fermé de X et F' C A}

Démonstration. Soit A € M, comme p est réguliere, il existe B € B(X,d) tel que u(A) = u(B).
Pour € > 0, il existe F, un fermé de X tel que u(B\Fe) < e.
Comme X est de mesure finie, pu(B\F¢) = u(B) — p(Fe) < e d’on, u(B) — e < u(Fe) < p(B).
Ainsi, on a alors

w(B) = sup{u(F) | F est fermé de X et FF C B}

Pour € > 0, il existe un ouvert O, un ouvert de X tel que u(Oc\B) < €, et alors comme précédemment,
on a également
w(B) =inf{u(U) | U est ouvert de X et B C U}

O
Proposition 4.2 (Mesure de Bernoulli). Soit S un ensemble fini.
Sip = {pi}ies vérifiant Zpi =1 et pour tout 1 € S, 0 < p; < 1, alors il existe une unique mesure
1€S
borélienne réguliére complétée pP sur (X, MP) ot X = SN vérifiant :

m
pour tout w = wiws...wy, € Wy, pP(E,) = pri
=1

On dira alors que pP sera la mesure de Bernoulli de poids p sur 3.

On a également le fait que uP est caractérisée par l'unique mesure borélienne réguliére sur o satisfaisant
la relation suivante :

VA€ B(E.5,), wP(A) = 3 pin? (07 (A)
€S

La preuve cette proposition, et la suivante également, sont admise. Cette preuve est lié au fait que 'on
construit cette mesure auto-similaire a partir d’une mesure extérieure p* restreint a sa tribu extérieure
M(u*), le cours de Jean-Francgois Le Gall dans son ouvrage "Intégration, Probabilités et Processus
Aléatoires" nous donne une construction de mesures & partir de mesures extérieure données.
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Proposition 4.3 (Mesure auto-similaire). Soit & = {K, S, {F;}ies} une structure auto-similaire, et
7w lunique application surjective continue de ¥ — K tel que pour tout w € Wy, Fyyom = 7o 0y,.
Soit uP la mesure de Bernoulli de poids p sur ¥, et posons NP = {A | AC K et m~1(A) € MP}.
Alors, (K,NP) est un espace mesurable, et on définit VP la mesure sur (K, NP) vérifiant

VA € NP, vP(A) = pP(m 1 (A))

Alors, VP est une mesure borélienne réguliére sur (K, NP).
uP sera appelé la mesure auto-similaire sur K de poids p.

Théoréme 4.1. Soit £ = {K, S, {Fi}ics} une structure auto-similaire, et w l'unique application sur-
jective continue de ¥ = SN — K tel que pour tout w € W, Fy, 0 = T 0 0.

Soit P la mesure de Bernoulli sur ¥ de poids p

Soit VP la mesure auto-similaire sur K de poids p

Soit Ioo = {w € X | |7~ Y (7(w))| = +o0}.

Alors, on a équivalence entre les deux propriétés suivantes
m
1) Yw = wiws.. wy, € Wy, VP(Ky) = pri
i=1

”) :up(zoo) =0

—3
s
&

Remarque : Notons premiérement que dans le cadre général, on a toujours v (K,,) >

=1
Effectivement, pour w = wiws...w,, € Wy on a
T oo, (X) = Fy,om(X)
Comme 7 est surjective, m(¥) = K, on a donc alors
T ooy (X) = Fu(K) =Ky
=1 lomoo,(X) =71 YKy)

Comme 0,(X) C 7t omoo,(X), on a donc

m

ow(X) C 71'_I(KVw) = P (ow(¥)) < Np(ﬂ'_l(Kw)) = pri < VP (Ky)
i=1

Le théoreme ci-dessus nous permet alors d’affirmer dans quels cas cette inégalité est un cas d’égalité.
Pour prouver ce théoreme, nous allons avoir besoin dans un premier temps de deux lemmes qui nous
permettront de réduire ’équivalence du théoréme a démontrer en une équivalence plus agréable a
prouver.

Lemme 4.1. Soit A € MP, posons
Ag={w € ¥ | 0™(w) € A pour une infinité de m € N}

Alors, Ay appartient a MP, et uP(Ag) > pP(A).
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Démonstration. Pour A € MP, posons A, = U ow(A) pour m € N, et montrons que Ay =

weWnm,
lim sup(4,,).
Remarquons premiérement que 1’on a, pour m € N,

Effectivement, si il existe w € W,,, avec w = wjws...wy, tel que 'on ait 7 € o,(A), alors il existe Kk € A
tel que 7 = wk et alors

o™(r)=0c"(wk) =K €A
Si maintenant on a pour 7 = T17y... € X tel que 0™ (1) € A, alors pour T = 11 72...T;, € Wy, , on a bien
T € 0z(4).
Cela nous indique que :

An= ] ow(d)=(")"1(4)

wWeW,
D’ou
lim sup(A,,) = limsup((¢™) " 1(A)) = Ag
Comme ¢™ est continue, donc mesurable, et comme A, = (¢)~!(A), puisque A € MP, on a A, €
MP et donc Ag = limsup(A,) € MP.
On a

liminf(A$) = U ﬂ A = U (U An>c (ﬂ U A )c (limsup(4,))°

m>0 k>m m>0 \k>m m>0k>m

s

Il s’agit bien d’une union disjointe : deux mots ne commencant pas pas par le méme symbole sont

différents, donc :
() =Y p() =S g =1
€S 1€S

On a aussi

Donc, pP est une mesure de probabilité.

Ainsi, d’apres le lemme de Fatou, on a
P (liminf(AY)) < liminf(uP(AY))

= pP((limsup(4,))°) < liminf(uP(AYS))

Comume,

liminf(pP(A5)) = liminf(1—pP(A,)) = 14+ lim  inf (—pP(4,) = 1— lim sup(pP(A,) = 1-limsup(pP(Ay,))

n—+oo k>n n——+o0o k>n

Et d’autre part,

P (limsup(A,)°) = 1 — uP(lim sup(A4.,))

Cela nous indique bien que

P (lim sup(Ap)) > limsup(u”(Ay))
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Calculons maintenant pour m € N, uP(A,,).
On a,

up<Am>=up< U aw<A>)

we Wm

Or, il s’agit ici une union disjointe, car si on a deux mots w,7 € W,,, avec w # 7, tous les mots qui
commencent par w differeront des mots qui commencent par 7 donc a fortiori, o,,(A) No(A) = 0.

Ainsi,

Montrons premierement par récurrence sur m € N* que pour tout w € W,
1 (ow(A)) = pup?(A)

Pourm=1,j€ S,ona:

= > pur( =Y piP(o; ' (05(A)))
weWy i€S
Or, pour i € S, on a a; '(0j(A)) =0 sii# j donc, pP(o; (0j(A))) =0sii# j.
Comme d’autre part o; est injective ( si oj(w) = 0]( T) alors jw = j7 et donc w =17 )
on a Jj_l(aj (A)) = A et alors, on a bien linitialisation de la récurrence .

)) = _pit (07 (05(A)) = pjP(A)

1€S
Pour I'hérédité, soit m € N tel que 'on ait pP(o,(A)) = pwpP(A), alors, soit w € Wi,41, il existe
7€ W,, et j €S tel que l'on ait w = j7.
Ainsi,
1P (0w(A)) = 1P (0j(0:(A) =D pi (o7 (05(0-(A))))
i€S

on a, o; (oj(o,(A)) =0sii#jet O'j_l(O'j(O'T(A))) =0,(A)), donc

P (ow(A)) = pjn’(o-(A))
Par hypothese de récurrence, p”(0-(A)) = prpP(A) et comme pjp; = pjr = Pw, on a bien I'hérédité.

Montrons deuxiemement par récurrence que ), cw. Pw = 1 pour tout m € N*.
L’initialisation étant vérifiée par hypotheses, si on a maintenant m € N* tel que Z pw = 1, alors

wGWm
Yo =Y, >, Pw=Y, Y, PiPw= (Zm) ( > pw) =1
wWEWm 41 €S weWn, €S weW,, i€S wEWm
L’hérédité est bien vérifiée, et alors
Yo wP(ow(A) = D purP(A) = uP(A)
weWn, weWnm,
Comme maintenant, p(limsup(A,)) = pP(Ap), cela nous amene finalement a
i (Ag) > limsup(a?(A,)) = lim sup(uP(A)) = p?(4)
Et le lemme est prouvé. O
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Lemme 4.2. Posons, T ={w € X | |7~ (7(w))| > 1} Alors, T € B(%,6,) , Ioo € MP, et on a

Zo CZo C T et pP(Zo) = pP (Zoo) = p*(Z)

Démonstration. Pour tout m € N, posons

Im= |J KunK,
w,wEWn,
wH#v

I,,, étant fermé comme union finie d’intersection de fermé, ainsi on a bien I, € B(X).

Montrons & présent que Z = U 7 Y(In)

m>1
Cela permettra alors de conclure que comme 7 est continue, pour m > 1, 771(I,,) sera un borélien,
et donc Z sera un borélien.

Montrons que Z C | J 77! (In).
m>1
Soit w = wiws... € Z, alors il existe a = ajas... € ¥ avec a # w et 7(a) = w(w). En posant

m = s(a,w)+ 1, a* = ajas...a, € Wy, , w* = wiws...wy, € Wi,
on a G, # Wy, donc a* # w*, et
T(w) = 7(ow+ (0™ (w)) = Fu=(7(c™(w))) € K=

m(w) = 7m(a) € Ky

Ainsi, 7(w) € I, donc

w e n (I, C U 7 (1)
n>1

Montrons que U xY(I,,) C T.
m>1
Supposons qu’il existe m > 1 tel que w = wyws... € 7 (Ly,).
i.e, il existe a* € W, w* € Wy, avec a* # w* tel que w(w) € K+ N Ky
Comme 7(w) € K=, il existe k € K tel que m(w) = Fy- (k).
Comme 7 est surjective, il existe 7 € X tel que w(7) = k, et alors

T(w) = Fy+(7(7)) = 7(0w= (7))
Par un raisonnement analogue, il existe k € X tel que
m(w) = m(0ax(k))

comme oy, ( )7&0 (k),onaw e .
Ainsi, U Y(I,,) = T, et alors comme remarqué précédemment, Z € B(X) .
m>1

Montrons maintenant que Zg C Z

Soit w = wyws... € Ty, alors, il existe une suite strictement croissante {my}ren € NN tel que, pour
tout k € N, o™k (w) € T.

En d’autre termes, pour k € N, il existe 7(k) € ¥ tel que 'on ait

(" (w)) = n(r(k)) et 7(k) # o™ (w)

Posons a présent,
w(k) = wiw... W, 7(k)
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Posons ny, le premier indice tel que wy, # w(k)p, et ng > kp,.
Quitte a prendre une suite {un, }, oy € NN strictement croissante avec ug = 1 tel que 'on ait My, > N,
on a

My < Mg < My < Ny < Mgy < Mgy o

On a, Vk € N

T(w(k)) = T(Owsws.cavny (T(K)) = Py oy, (T(T(K))) = Fuyuw..wn, (7(0* (w))) = m(w)

Et, pour k < p, on a ug < up, et on a d’'une part le fait que w(up)
w(uk)nuk # Wy, , ainsi w(up) # w(ug).

Comme, pour tout k¥ € N, on a 7(wy, ) = m(w), on a donc |7~ (7(w))| = 400, et donc w € Zs, et on
a alors montré que 7 C 7.

— Y
nu, = Wn,, , et d’autre part, on a

Or, d’apres le lemme 4.1, comme on a montré que Z € B(X) C MP, on a uP(Zy) > uP(Z), et alors
WP(Ty) = pP(T).

Comme on a le fait que Zoo € Z, on a Zyg C Zo, C Z, et donc comme on sait que p? est une mesure
complétée et finie, on a également Z,, € MP et donc on a le lemme voulu

WP(To) = 1P () = 2 (T)

On peut a présent prouver le théoréme 4.1.
Le lemme 4.2 nous affirme que pP (1) = p?(Zp), ce qui, comme annoncé précédemment, nous suggere
une équivalence plus simple a démontrer.

Preuwve du théoréme 4.1 . Si puP(Z) = 0, alors, pour tout w € W,
VP (Ky) = pP(n 7 (Kw))
Or, on a 7 1(K,) = 7~ (F,(K)), comme 7 est surjective, on a K = 7(X), et alors on a
7 (EKy) = 17 (Fu(n(D) = 77 (1 (0w(X))) = 77 (7(Sw))
Par hypothese, m est puP-presque stirement injective, on a donc
w1 (Bw)) = 1P (Zw)

Ainsi,
VP (Ky) = pP(n 1 (Ky)) = 1P (S0) = Pu

Réciproquement, si uP(Z) > 0, alors on a
VP (Ku) = i (771 (Kw)) > 1P (Zw) = pu

Et done, on a équivalence entre pP(Z) = 0 et vP(Ky) = pw, puisque pf(Zo) = pP(Z), on a équivalence
entre uP(Zs) = 0 et vP(Ky,) = pw, donc le théoreme est prouvé. O

Corollaire 4.1. Si, on a pour tout x € K l’ensemble 7=1(x) fini, alors pour tout w € Wi, on a
VP (Ky) = pu-

Démonstration. Par hypothése on a pour tout 7 € ¥, |7~ 1(7(7))| < +oo et alors I, = 0, et donc
p(Is) = 0 d’ou le résultat a 'aide du théoreme 4.1. O
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Théoréme 4.2. Soit £ = {K,S,{Fi}tics} une structure auto-similaire, et m l'unique application
surjective continue de ¥ = SN — K tel que pour tout w € W, Fy, o = T 0 0y.

Soient (1 une mesure borélienne sur (K, M(u)), uP la mesure de Bernoulli sur ¥ de poids p = (p;)ics,
VP la mesure auto-similaire associée a puP de poids p = (p;)ics et

pP(I) =0avec T ={w e ¥ | |7 Y (x(w))| > 1}
Si, il existe ¢ > 0 tel que l'on ait
Vw € Wy, p(Ky) < P (Ky)

Alors,
VA € M(u) 1 M(P), (4) < c?(A)

Démonstration. Pour U un ouvert de K, posons
W(U) ={we WK, CU}

Définissons une relation d’ordre sur W (U) : pour w, 7 € W(U), posons w < 7 ssi ¥,, C 3.
Effectivement, < est réflexive par définition car l'inclusion est réflexive, elle est antisymétrique, car
pour w,7 € W(U), si ¥, = ¥, on a w = 7 et elle est transitive car 'inclusion est transitive.
En posant W (U) I’ensemble des éléments maximaux de W (U) pour <, on a la caractérisation sui-
vante :

w = wiwz..w, € WH(U) ssi Ky CU et Ky 1 €U (%)

En effet, si w = wiws...w,, € W(U) vérifiant (%) , et siona 7 € W(U) tel que w < 7, i.e w = TW avec
w e Wi
Comme 7 € W(U), si @ # (), on aurait l’existence de n € N* tel que w € W, et,

WIW... W—pn, = T , et alors, Ky w0, = K7 CU

Ce qui est absurde car
Kw1w2...wm7n g lewz...wm,1 ,@ U

Donc, @ est le mot vide, et w = 7. et alors w € W (U).

Si maintenant w = wiws...w,, € WT(U), supposons que W = wiws...w,_1 € W(U), alors comme
Yuw C Xg, et vu que w # W, w ne serait plus un élément maximal de W (U) et on aboutit a une
contradiction.

Montrons a présent que U = U Ky.
weW+(U)
Soit k € U. Comme 7 est surjective, il existe w = wjws... € ¥ tel que k = 7(w). prenons maintenant
m =min{n € N* | k € Ky,wsy..w, }-
D’aprés la caractérisation précédente, wiws...w,, appartient & W (U), et k € Ky ws,..w,, €t donc,
ke |J Ko
weW+(U)
Comme pour tout w € W+ (U), on a par définition K,, C U, on a I'inclusion inverse U D U Ky
weW+(U)
et on a alors égalité.

On a donc

Montrons que
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Premiérement, si il s’agit d’une union disjointe, alors c’est automatique.

Soit w,v € WH(U) avec w # v et w = wiws...w, € Wy, v = v103...0m, € Wy, et K,y N K, # () et soit
ke Ky,NK,.

Comme k € Ky, alors Ja € ¥ tel que k = Fy(n(a)) = m(op(a)). De méme, 35 € ¥ tel que
k= n(ou(8)).

Done, w € Z, et alors, puisque k = 7w(w), on a k € w(Z).

Donc, v?(K,, N Ky) =0 car K, N K, C w(Z) , d’ou v?(K, N K,) < vP(w(I)) .

On peut a présent remarquer que vP(n(Z)) = pP(Z), par définition on a

VP (n(Z)) = pP(n~H (n(Z)))

Or, on peut démontrer que 7! (7(Z)) = Z, pour ce faire il suffit de montrer que 7~ 1(7(Z)) C Z (I'autre
inclusion étant vraie dans le cas général pour toute fonction de ¥ dans K).

Soit n € 7= 1(7(Z)), il existe donc w € T tel que 7(n) = 7 (w).

Par définition de Z, |7~ !(7(w))| > 1 Or

7= ()] = 7~ (m(w))] > 1

Donc, 1 € Z, et alors Z = 71 (7(Z)), cela implique donc que v”(7(Z)) = pP(Z) = 0 donc
V(Ko N K,) = 0.

En posant maintenant pour w € W+ (U)
Ay =

Ks\ [ K.
veWt(U)
vFEwW

Alors, comme P est une mesure finie,

VP (Ay) = VP (Ky) — VP ﬂ K,

veW(U)
vFW
Comme ﬂ K, C KN Ky avec w' # w et w' € WH(U), on a
veWt(U)
vFW
VP ﬂ K,| =0
veW(U)
vFEwW
Et alors,

VI(Kw) = 17 (Aw)

Comme les évenements (Aqy)pep+ () sont disjoints deux a deux,
I/p( U Kw) = up( U Aw) = Z VP (Ay) = Z VP (Ky)
weW+(U) weW+(U)

On a donc

p(U) < Z u(Ky) <c Z VP (Ky) —cz/p< U Kw> =aP(U)

weW+(U) weW+(U) weW+(U)

a l'aide de la proposition 4.1, pour tout A € MP N M(u), il existe une suite d’ouverts décroissante
pour U'inclusion (Uy,)nen tel que pu( ﬂ Un) = u(A) et vP( ﬂ U,) =vP(A).

n>0 n>0
Comme u(U,) < evP(Uy,) pour tout n € N, on a finalement pu(A) < cvP(A). O
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5 Dimension de Hausdorff

Définition 5.1. Soit (X, d) un espace métrique
Pour toute partie A C X bornée, et pour s > 0, § > 0, on définit la quantité

H3(A) = inf{) diam(E;)* | AC | J E; , diam(E;) < 6}
i>1 i>1

On définit également H*(A) = %iH(l] H5(A)
—

Lemme 5.1. Soit (X,d) un espace métrique
Alors, pour toute partie bornée A C X, on a, pourt>s >0, on a

Hi5(A) < 6" "H3(A)

Démonstration. Si A C U E; avec diam(E;) < § pour tout i € N*, alors
i>1

S diam(E;)' = 3 diam(E,)' diam(E;)* < 6° Y diam(E;)*

i>1 i>1 i>1
En passant a la borne inférieure, on obtient H5(A) < 6" 5H3(A) O

Proposition 5.1. Soit (X,d) un espace métrique
Pour toute partie A C X bornée, on a

sup{s € Ry | H*(A) = +oo} =inf{s € Ry | H*(A) =0}

Démonstration. Remarquons premiérement que pour s € Ry, si H*(A) < 400, alors grace au lemme
5.1,Vt > s,onaVd > 0, H5(A) < 6" 5H3(A), et alors en faisant tendre & vers 0, on obtient H'(A) = 0.

S(A
On a également, en supposant H*(A) > 0, alors Vt < s, V0 > 0, on a H5(A) > H5(4) donc

- 5s—t

Maintenant, posons A = {s € Ry | H*(A) = +oo} et B={se€ Ry | H*(A) = 0}.
Posons a = sup(A), et b = inf(B), et supposons que a # b, c’est a dire b > a d’apres la remarque

précédente.

a+b .
Posons € = 5 on a deux cas possibles :

Premier cas, H(A) < +o00
+b

€ . , etb €
Alors, comme > ¢, d’apres la remarque précédente on a H 2 (A) = 0, donc

€ B, mais

€
comme < b, b n’est plus minorant de B, absurde.

Deuxieme cas, H(A) = o0

. c 1. . 4 € s 4
Avec un raisonnement similaire au cas précédent, comme < ¢, la remarque précédente nous

affirme que ’HHTG(A) = 400, a n’est donc plus majorant de A, absurde.
On a donc a = b et on a prouvé la proposition. O
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Définition 5.2 (Dimension de Hausdorff). Soit (X, d) un espace métrique
Pour toute partie A C X bornée, on appelle la dimension de Hausdorff de A T'unique réel a tel que
I’on ait
a=sup{s € Ry | H*(A) = +oo} = inf{s € Ry | H’(A) = 0}
et on la dénotera dimg(A).

Lemme 5.2. Soit (K,d) un espace métrique compact.
Si HYK) < 400, et si il existe des réels strictement positifs c,ly, une mesure de probabilité p sur
(K, B(K)) tel que pour tout x € K, 1 €]0,l] on ait

u(B(z,1)) < cl®
Alors, pour tout borélien A C K, on a

n(A) < cH(A)

Démonstration. Soit A € B(K), alors soit | €]0,lo[, (U;)ier avec U; C K , diam(U;) < [ pour tout
iclet AC|JUi.

el
On a, pour tout i € I, Vz; € U;, U; C B(x;, diam(U;)).
Effectivement, pour a € U;, comme z; € U;, on a bien d(a,z;) < diam(U;) par définition du diametre
d’une partie, et donc a € B(z;, diam(U;)).
On obtient donc par hypothese que p(B(z;, diam(U;))) < ¢ diam(U;)“, et alors

p(A) < p (U Ui> <Y wu(Ui) <Y p(B(wi, diam(U;)) < Y (diam(U;))*
el el el el

On a alors

p(A) < Hi'(A)

En faisant tendre [ vers 0, on obtient le lemme voulu
n(A) < H(A)
O

Définition 5.3. Pour0 < a < 1, N € N*, R = (rq,...,rn5) € RY avec, pour tout i € [1,N],0 < r; < 1,
on définit
A(R,a) = {w = wywa...w,, € Wiv | Panws. w1 > @ > Twywy..awm

m
avec, pour m € N*, 7y wo. w0, = H Tw;
=1

Théoréme 5.1. Soit (K,d) un espace métrique compact, supposons que pour R = (ri,...,rn) avec
pour tout i € [1,N] , 0 <r; <1 supposons lexistence de c1,c,ce, M € R tel que l'on ait

vYw e W, diam (K ) < c17y

ainsi que , pour tout x € K, pour tout a €)0, ci|

{we W)Y | we A(R,a) , d(z,Ky) < caa}| <M

En posant v la mesure auto-similaire sur K de poids (r{');ci,n], et en posant o lunique réel tel que

Alors, il existe c3,cq € RY tel que pour tout A € B(K,d) on ait

csv(A) < HY(A) < eqrv(A)
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Remarque : Cela nous indiquera donc que 0 < HY(K) < +00, et donc dimy(K) = a.
Ce théoreme nous permet donc sous certaines hypotheses de calculer efficacement la dimension de
Hausdorff de K.

Démonstration. Commengons par remarquer que sous les hypotheéses du théoréme, en posant u la
mesure de Bernoulli sur ¥ de poids (rf');cp1,n7, alors on a nécessairement u(Z) = 0.

Effectivement, la condition [{w € W/ | w € A(R,a) , d(z,K,) < cea}| < M pour tout x € K
implique que, pour tout x € K I’ensemble 77 1(z) est de cardinal majoré par M et est donc fini.

En invoquant le corolaire 4.1, on a u(Zs) = 0 avec T, = {w € X | |7~} (w(w))| = +oo}, d’aprés le
lemme 4.2, on obtient p(Z) = 0.

Cela nous permettra donc en particulier d’utiliser dans la suite de cette démonstration le théoreme 4.2.

Pour 0 < a < 1, on note A, = A(a, R) et pour w € W}V on définit
Ao(w) = {v € WN | wv € Ay}

Montrons que pour a < 7, min_(7;)
1€[1,N]

E «
7,"LU’U

vEAG (V)

Pour cela, prouvons d’abord que pour a < Iﬁllglv ﬂ(ri)

=1 (%

vEA,

(Notons que si a > rﬁlnﬂ( ri), alors A, = 0)
IS

Considérons la preuve dans le cas N = 2, avec donc ¥ = %(2) = {1, 2},

Posons a < min(ry,72).

Si premiérement on a p = 71 = 79, alors, il existe un unique n € N tel que p™ > a > p" !, et donc
Ao =W, ={1,2}". On a alors

n
Sorg= Y pre=2p =[]0 +p) =1
vEAq ve{1,2}n i=1
Si maintenant r1 # ro, supposons sans perte de généralité que r1 > ro.

Considérons I’arbre binaire suivant ou ’ensemble des nceuds représente ’ensemble des éléments de

W, -

0

N
VAVEEVAN

/\ /\ /\ /\

Considérons cet arbre en ajoutant une condition supplémentaire : si un noeud représenté par v € W,
appartient & A,, alors on supprime de ’arbre I’ensemble de ses descendants.

Cette construction nous permet d’obtenir un arbre binaire de hauteur finie ( de hauteur majorée par
I'unique entier n tel que 7 < a et r} 1> ) et dont I’ensemble des feuilles sont les différents éléments
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de A,.

Remarquons que si 7 = 7 7...7T,, € A, avec 7 finissant par 1, alors son voisin 7/ = 7y...7,,_12 appartient
également a A,, effectivement, si on a r- .., > a > r; , alors r, ;. | oty > G €t
Teryoat <Tr < adonc 7 € Ay. En notant M = |A,], on a la représentation suivante :

=7

v1 € Ay v € Ay

Avec Ay = {v; e W, , i € [1, Mﬂ},ln I'unique entier tel que tel que 77 < a et 77! > a et p Punique
entier tel que tel que 75 <aet " >a
Intéressons nous premierement aux éléments de A, commencant par 1.
Considérons 1’élément représenté par la feuille la plus a gauche dans notre représentation binaire
v; = 1" € A, et le second vy = 17712 € A,.
En considérant la somme des deux termes ry + ry,, on obtient
ro ey = 1 TN = TN g = 0

On supprime désormais de I’arbre binaire le parent de v; et vs et on cherche désormais I’élément v3 le
plus a gauche de notre nouvel arbre binaire.
En posant 7 = 17722, on a deux cas possibles :
Soit r; < a, alors T € A, il s’agit donc de v3 € Ay /{v1,v2}.
Pour la somme des 3 premiers éléments de (), on a

-1 -2 -2 -2

A S A I S (6 I D

On supprime désormais de ’arbre binaire le parent de v3 et on cherche désormais I’élément vy le plus
a gauche de notre nouvel arbre binaire.

Si maintenant r, > a, on a alors 71 € A, car ryq = r,r1 = r’f_12 =1y, < aet donc 72 € Ay, v3 =171,
et on a également le deuxieme élément le plus a gauche de notre arbre est v4 = 72 car vs finit par 1,
on a alors

o o (n—1a_« (n=2)a_2a _ (n=2)a_ay/ ay (n—=2)a_«
Ty + 70, =171 Ty + 1] 5t =nr) re(ri +1§) =1 s

Pour la somme des 4 premiers éléments de (), on obtient :

n—1)a n—2)a n—2)a
r$‘1+r32+rﬁ3+rﬁ4:r§ )—l-rg Ug:q{ )

On supprime désormais de ’arbre binaire le parent de vz, v4 et on cherche désormais I’élément vs le
plus & gauche de notre nouvel arbre binaire.
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On procede ainsi par récurrence pour trouver que la somme de () des mots commencant par 1 vaut
r{, on procéde de maniére analogue pour trouver que la somme de (*) des mots commencant par 2
vaut r§, et alors, on obtient que

ng‘: Z ry + Z ry=ri+ry=1

vEA, vEA, vEA,
v=11,7eEW, v=27,TEW,

a présent, pour w € W, avec w = wiwa...Wy,, on a
Ag(w) = {v =v1v2..0, € W, | wv € Ay}

= {v = v102...0% € Wi | T(wo)1...(w0)main_1 > @ Two)
={v=vv2..un € Wy | ToTuy .0, > @ > Twly}

={v =v1v2..un € Wy | 1oy, > ri >y} = A%

w

a
On a donc pour b < —

Tw

Zrﬁ‘:l@ Z Tow = To
vEAy vEAL(w)
Pour N = 2.
Nous admettrons le résultat ci-dessus dans le cadre général.
Montrons a présent que pour w € W,

Kw = U va
vEAq(w)

Comme on a K, = F,(K,) C F,(K) = Ky, on a la premiére inclusion K,, 2 U Ko
vEAL (W)
Soit & présent k € K, il existe 7 = my1... € X tel que k = fo,(7(7)) = 7(0w(7)).

pour b < 1y, Ti?vﬂ(ri)’ on a 'existence de 7 = 1y 72...7, € W), tel que r7,+,. 7, , > b > 1z, (en prenant
i€[l,

donc 7 € Ap) et alors
k=m(0w(1)) = m(ow(oz(0"(7))) = m(owi(0"(T)) = fur(d"(T)) € Kuz

En prenant b tel que Ay = Ag(w), on obtient le résultat voulu K,, = U Ko

VEAL(w)
Or par hypothese, on a pour v € Ay(w), diam (K, ) < c17wy < c1a, donc on obtient
Heyo(K Z diam (K )" < (1) Z re, = (c1rw)®

v, (w) vEN (w)

Comme p(Zoo) = p(Z) =0, on a vP(K,,) = r% d’apres le théoreme 4.1
Ainsi, on a
Heya(Kuw) < (1) v (Ku)

En faisant tendre a vers 0, on obtient
HY(Kw) < (1) (Kuw)

Montrons a présent que pour tout z € K, pour tout a €]0, ¢,[, en notant A, , = {v € A, | d(z, K,) <
coa} , on a
Y B(x, c2a)) U PO (*x)
vEAG,z
Soit z € K, on a 7 (B(caa,x)) = {7 € ¥ | d(z,7(7)) < caa} en particulier, VN € N, pour 7 =
T172... € 7 H(B(c2a,x))
d(x, Krjry..7y) < d(z,m(7)) < 20
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et, il existe n € Ntel que v, |, >a > 7Tr7y. 1,
En posant 7 = 7 72...7,, on a T € Ay 4, et comme par choix de 7 on a 7 € 33 donc on a bien I'inclusion

Cela implique que

V(B(r,c20)) = plr (Blr, ) < 30 u(S) = 30 18

veAa,z ’UEAa,z
Or, par hypothese, |Aq .| < M, et puisque pour v € A, on a 7, < a, cela implique que
v(B(x,ca)) < Ma®

Réécrivons & présent Ma® = Mc, “(cpa)®, alors comme pour tout z € K on a v(B(z,ca)) <
Mecy*(c2a)®, et comme le résultat précédent nous indique que HY(K) < cfv(K) < oo, le lemme
5.2 nous affirme alors que pour tout A € B(K,d)

c3v(A) < HY(A)

Avec c3 = M~ 1¢§.
De plus, comme on a H*(K,) < cfv(K,y) alors comme H® est une mesure borélienne sur (K,d), le
théoréme 4.2 nous indique que pour tout A € B(K,d), on a

HY(A) < cuv(A)
Avec ¢4 = cf.
O

Proposition 5.2. Soit R™ muni de sa distance euclidienne d, soit pour tout i € [1, N], F; une r;
similitude avec 0 < r; < 1, soit K l’ensemble auto-similaire associé a {F1,...Fy}, soit R = (1)1, nN]
et considérons ¥ = X(N) = [1, N]N.

Alors, si il existe un ouvert O C R™ non vide borné tel que

N
U Fi(0) C O et F;(0) N F;(0) =0 pour i # j (%)
=1

Alors, il existe c1,co, M > 0 tel que, pour tout w € Wy, pour tout 0 < a < 1
diam(Ky,) < c1ry

Et, pour tout xr € K,
{w e A(R,a) | d(z, Ku) < c2a}| < M

m
Avec pour w = WiWa... Wy, Ty = H Tuw;
=1

Démonstration. Soit O C R™ satisfaisant (*), montrons que K C O.
N

En posant pour tout partic A C R", F(A) = U F;(A), et en posant pour tout n € N*, O,, = F(O,,_1)
i=1

et Oy = O, par récurrence on obtient que pour tout n € N, O,, C O, et alors ET (0,) C O, d’apres
n o0
le théoréme 1.1 ,on a K = lim (O,) C O.
n——+0o .
Cette relation nous indique en particulier que pour tout w € W,, K,, C O, C

= w -
Sans perte de généralité, on peut supposer que diam(O) < 1 et donc diam(K,) < diam(O,) =
diam(Oy) = 7.
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Montrons a présent que pour tout z € K, pour tout 0 < a < 1, en notant A(R,a) = A, et en
définissant Ay, = {v € Ay | d(z, K,) < a}, on a

U Oy C B(x,2a)

’weAa,w

Soit w = wiwa...Wn, € Ngz, dONC Ty v, > @ > Ty et d(x, Ky,) < a et montrons que pour tout
y € Oy, d(z,y) < 2a.
On sait que K, C Oy, on a donc plusieurs cas possible :

(i) 1y ¢ Ku, 2 ¢ Oy
Alors, pour ¢ € K, on a
d(z,y) <d(z,c)+d(c,y) = d(z,y) < ir}l{f (d(z,c)) + diam(O,) < 2a
CEKy
(17) 1 y ¢ Ky, € Oy, alors d(z,y) < diam(Oy) < a < 2a
(i7i) : y € Ky, © ¢ Oy, le résultat du calcul effectué dans le cas (i) reste valide.
(1v) : y € Ky, x € Oy, le résultat du calcul effectué dans le cas (i7) reste valide.
On a donc bien O,, C B(z,2a) et on a prouvé U Ow C B(z,2a).
’LUGAa,z
Soit A la mesure de Lebesgue sur R”, alors comme par hypothése, si w # v, on a O, N O, = 0 et donc

A( U Ow) = Y. MOw)=XO0) Y (ru)"

WEANg 2 WEAq,z WEAq,z

Donc
AO) Z (ro)" < AN(B(z,2a)) = C(2a)"
wEAa,z
Avec C' = A\(B(0,1)).
En posant D = min (r;), on a pour w = wiwa...Wy, € Ag 4

i€[1,N]
m m—1
Tw:HTwiED Hrwi>Da
i=1 i=1
Donc
AO) Z a"D" < C(2a)"
’U}GAa,z
c2m
= |A < ——
Aol < AO)Dn
Et, la proposition est démontrée. O

Corollaire 5.1. Sous les hypothéses de la proposition 5.2, on a alors dimg (K, d) = « ot «v est ['unique
réel satisfaisant

Démonstration. La proposition 5.2 nous permet d’appliquer le théoreme 5.1, et alors 0 < HY(K) <
+00, et donc dimgy (K) = a. O

Exemple 5.1. L’ensemble triadique de Cantor K vérifie les hypotheses de la proposition 5.2 (par
exemple avec 'ouvert O =0, %[), comme le rapport de similitude des fonctions {fi, fo} associés a K

sont de %, il suffit de trouver le nombre « tel que 2(%)0‘ =1 et alors, dimy (K) = %
In(3)

Le triangle de Sierpinski précédemment évoqué est quand a lui de dimension ()"
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