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Introduction

Dans ce document, nous commencerons par construire les ensembles auto-similaire sur un espace mé-
trique complet (X, d), une structure principale qui nous guidera pour l’étude des fractales.
L’idée est la suivante : une fractale est un objet géométrique qui représente des motifs similaires sur
une échelle arbitrairement fine, il semble donc légitime de vouloir exprimer une fractale comme un
ensemble stable par image directe de contraction de lui-même, d’où la provenance de la notion "d’auto-
similarité".
On peut voir d’une certaine manière ces constructions d’ensemble auto-similaire comme une extension
du théorème de Banach-Picard, avec la donnée de non pas une seule application contractante, mais N
applications contractante, et appliqué cette fois ci à des sous ensembles compact de X.

Par la suite on introduira la notion d’espace décalé, il s’agit de considérer un alphabet de N symboles
et s’intéresser à l’ensemble des mots de longueur infini constitué de ces symboles.
Cette notion est étroitement reliée aux ensembles auto-similaire : on verra que l’on peux munir un
espace décalé (que l’on notera Σ) d’une distance δr afin que (Σ, δr) soit un espace métrique complet,
et on considérera des applications de décalage (qui seront des contractions) tel que Σ sera un ensemble
auto-similaire par rapport à ces applications.
On définira par la suite une extension de la notion d’ensemble auto-similaire, que l’on nommera struc-
ture auto-similaire, et des notions tel que les ensembles critique, ensemble post-critique d’une structure
auto-similaire.

Ensuite, nous nous intéresserons aux mesures de Bernoulli, aux mesures auto-similaires qui sont né-
cessaire pour aborder la notion de dimension de Hausdorff d’une partie bornée d’un espace métrique.
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1 Construction des ensembles auto-similaires

Dans cette section, nous supposerons que (X, d) est un espace métrique complet et séparé .

Définition 1.1. On définit, ∀A ⊂ X et ∀r > 0

Ur(A) =
⋃
x∈X

B(x, r)

Avec, B(x, r) la boule ouverte centrée en x de rayon r.

On définit également,
C(X) = {A ⊂ X | A est compact}

Nous allons maintenant munir C(X) d’une distance δ :

Proposition 1.1 (Distance de Hausdorff). On définit, ∀A,B ∈ C(X) ,

δ(A,B) = inf {r > 0 | B ⊆ Ur(A) et A ⊆ Ur(B)}

Alors, δ est une distance sur C(X), et de plus, (C(X), δ) est un espace métrique complet.
On appellera cette distance la distance de Hausdorff.

Démonstration. On a bien, ∀A,B ∈ C(X) , δ(A,B) = δ(B,A) par symétrie de la définition.

Si δ(A,B) = 0, alors, ∀n ∈ N∗, B ⊆ U1/n(A) donc, ∀x ∈ A,∃xn ∈ B tel que d(x, xn) ≤ 1
n

Or, comme B est compact, B est a fortiori fermé et comme lim
n→+∞

d(x, xn) = 0, on a bien x ∈ B

Donc, A ⊆ B. De manière analogue, on a l’inclusion inverse B ⊆ A et alors, A = B.

Soit A,B,C ∈ C(X), et soit s > δ(B,C), r > δ(A,B).
Alors, en particulier : C ⊆ Us(B) et B ⊆ Ur(A), donc, C ⊆ Us(Ur(A)) ⊆ Us+r(A)
On a de même, A ⊆ Ur(B) et B ⊆ Us(C) donc, A ⊆ Ur(Us(C)) ⊆ Us+r(C)
Donc, en particulier, δ(A,C) < s+r, ainsi en passant à la borne inférieure sur s : δ(A,C) ≤ δ(B,C)+r
, et en faisant de même pour r : δ(A,C) ≤ δ(B,C)+δ(A,B) et alors, δ est bien une distance sur C(X).

Montrons que (C(X), δ) est bien un espace métrique complet :

Soit (An)n∈N une suite de Cauchy de C(X), montrons que Bn =
⋃
k≥n

Ak est une partie compacte

de C(X) pour tout entier naturel n.
Comme (Bn)n∈N∗ est une suite décroissante pour l’inclusion, il suffit de montrer que B1 est compact
afin de démontrer que Bn est compact ∀n ∈ N∗

Comme (X, d) est complet, il suffit de montrer que B1 est précompact.
Soit donc r > 0, comme (An)n∈N une est suite de Cauchy, ∀ϵ > 0 , ∃N ∈ N tel que ∀n,m ≥ N ,
δ(An, Am) ≤ ϵ et choisissons ϵ = r

2
Ainsi, δ(An, AN ) ≤ r

2 , on a donc An ⊆ U r
2
(AN ) et ce ∀n ≥ N

Comme AN est compact,

∃kN ∈ N∗ , ∃ (x1, ..., xkN
) ∈ XkN tel que AN ⊆

kN⋃
i=1

B(xi,
r

2)
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Donc, on a : ⋃
i≥N

Ai ⊆ U r
2
(AN ) ⊆

kN⋃
i=1

B(xi, r)

Ainsi, {x1, ..., xkN
} est un r-réseau de BN .

Comme A1, ..., AN−1 sont compacts, on a ∀i ∈ J1, N − 1K on a un r-réseau Ii de Ai, et alors,(
N−1⋃
i=1

Ii

)
∪ ({x1, ..., xkN

}) est un r-réseau de B1 et donc, B1 est précompact.

comme B1 ⊂ X et (X, d) est complet, B1 est compact, ce qui implique que ∀n ∈ N∗ , Bn est compact.

Posons maintenant A =
⋂
n≥1

Bn

Comme (Bn)n∈N est non vide et décroissant pour l’inclusion, A est un compact non vide.
Soit r > 0, on a vu qu’il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , Bn ⊆ Ur(AN ). Comme A ⊆ Bn, on a
A ⊆ Ur(AN ).

Montrons maintenant que AN ⊆ Ur(A).
On a ∀n ∈ N∗, BN ⊆ Ur(Bn), comme (Bn)n∈N∗ est décroissante pour l’inclusion, on a aussi BN ⊆
Ur(Bn) ce ∀n ∈ J1, N − 1K , d’où AN ⊆ BN ⊆ Ur(A) et alors, δ(An, A) ≤ r, ce ∀n ≥ N
On a bien ainsi An −→ A pour δ, et alors (C(X), δ) est complet.

Lemme 1.1. Soit A1, A2, B1, B2 ∈ C(X), alors on a la majoration suivante :

δ(A1 ∪A2, B1 ∪B2) ≤ max(δ(A1, B1), δ(A2, B2))

Démonstration. Soit r > max(δ(A1, B1), δ(A2, B2)), alors, comme r > δ(A1, B1), on a B1 ⊆ Ur(A1)
comme r > δ(B1, B2), on a B2 ⊆ Ur(A2) Ainsi, B1 ∪B2 ⊆ Ur(A1 ∪ A2) De manière symétrique, on a
également A1 ∪A2 ⊆ Ur(B1 ∪B2).
Cela nous indique que r ≥ δ(A1 ∪A2, B1 ∪B2), en faisant tendre r vers max(δ(A1, B1), δ(A2, B2)), on
obtient le résultat escompté.

Lemme 1.2. Soit r < 1 et soit f une fonction r-contractante de X dans X pour d, c’est à dire,
∀a, b ∈ X , d(f(a), f(b)) ≤ rd(a, b), alors : ∀A,B ∈ C(X) , δ(f(A), f(B)) ≤ rδ(A,B)

Démonstration. Premièrement, comme f est une contraction, f est continue de X dans X, donc,
∀A ∈ C(X), on a bien f(A) ∈ C(X) donc il fait bien sens de considérer pour A,B ∈ C(X) l’ex-
pression δ(f(A), f(B)).

Soit maintenant s > 0 tel que A ⊆ Us(B) , et B ⊆ Us(A), soit y ∈ f(B) , on a bien y ∈ f(Us(A)) c’est
à dire, ∃y′ ∈ Us(A) tel que, y = f(y′),
on a également ∀x ∈ f(A), ∃x′ ∈ A tel que x = f(x′), donc, d(x, y) = d(f(x′), f(y′)) ≤ rd(x′, y′)
et comme y′ ∈ Us(A), d(x′, y′) ≤ s) d’où, d(x, y) ≤ rs, ce qui implique que y ∈ Usr(f(A)), ainsi,
f(B) ⊆ Usr(f(A)).
De manière symétrique, on arrive à f(A) ⊆ Usr(f(B)), ainsi cela implique que δ(f(A), f(B)) ≤ sr,
puis en faisant tendre s vers δ(A,B), on obtient bien le lemme voulu.

A l’aide de ces deux précédents lemmes, et de notre première proposition, on est maintenant à même
de démontrer un théorème central permettant de définir la notion d’ensemble auto-similaires, relatifs
à une donnée de N fonctions contractantes de X dans X.
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Théorème 1.1. Soit N ∈ N∗, supposons que, ∀i ∈ J1, NK, fi : X −→ X soit ri-contractante pour d.
Alors, ∃!K ∈ C(X) tel que,

K =
N⋃
i=1

fi(K)

Démonstration. Posons,

∀A ∈ C(X) , F (A) =
N⋃
i=1

fi(A)

Montrons alors que F est une contraction pour δ .
Soit A,B ∈ C(X), on a

δ(F (A), F (B)) = δ

(
N⋃
i=1

fi(A),
N⋃
i=1

fi(B)
)

Or, le lemme 1.1 nous donne avec une récurrence que

δ

(
N⋃
i=1

fi(A),
N⋃
i=1

fi(B)
)

≤ max
i∈J1,NK

δ(fi(A), fi(B))

.
Or, d’après le lemme 1.2 , δ(F (A), F (B)) ≤ maxi∈J1,NK riδ(A,B), ainsi, en posant R = maxi∈J1,NK ri,
on a bien R < 1 et δ(F (A), F (B)) ≤ Rδ(A,B) et F est alors bien une contraction.

D’après la proposition 1.1 , comme (C(X), δ) est complet, le théorème du point fixe de Banach-
Picard nous affirme qu’il existe un unique K ∈ C(X) tel que K = F (K), de plus, un tel K étant
donné par la limite de n en l’infini de la quantité Fn(A), ce pour toute partie compacte A de X.

Définition 1.2 (Ensemble auto-similaire). Soit N ∈ N∗, supposons que, ∀i ∈ J1, NK, fi : X −→ X
soit ri-contractante pour d.
Alors, l’unique K ∈ C(X) vérifiant

K =
N⋃
i=1

fi(K)

est appelé l’ensemble auto-similaire associé à {f1, ..., fn}

Exemple 1.1 (L’ensemble triadique de Cantor). Considérons le cas où X = [0, 1], muni de la distance
euclidienne et les fonctions suivantes :

f1 : [0, 1] −→ [0, 1]
x 7−→ x

3

f2 : [0, 1] −→ [0, 1]
x 7−→ x+2

3

Alors, on peut définir l’ensemble triadique de Cantor K comme suit :
On pose K0 = [0, 1], et on définit pour tout n ∈ N∗

Kn = f1(Kn−1) ∪ f2(Kn−1)

Et on définit K =
⋂
n≥0

Kn, voici une visualisation de la construction de l’ensemble K :
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K0

K1

K2

K3

K4

On peut remarquer que K est un ensemble compact :
Montrons premièrement que pour tout n ∈ N, Kn est compact.
Effectivement, K0 = [0, 1] est un ensemble compact, et si on suppose pour un entier n > 0 que Kn

est compact, alors f1(Kn) et f2(Kn) sont compact comme image directe d’une fonction continue d’un
compact, donc Kn+1 est compact comme union de deux compact, et alors par récurrence Kn est com-
pact pour tout entier n.
Ainsi, K est fermé par intersection de fermé, borné car contenu dans le segment [0, 1], et comme X
est de dimension fini, être fermé borné est équivalent à être compact.

On a à présent

f1(K) ∪ f2(K) = f1

⋂
n≥0

Kn

 ∪ f2

⋂
n≥0

Kn


Comme f1 et f2 sont injectives, on a

f1(K) ∪ f2(K) =
⋂
n≥0

f1(Kn) ∪ f1(Kn) =
⋂
n≥0

Kn+1

Or, comme (Kn)n∈N est une suite décroissante pour l’inclusion, on a
⋂
n≥0

Kn+1 = K0 ∩
⋂
n≥0

Kn+1 =⋂
n≥0

Kn = K.

Comme les fonctions f1 et f2 sont 1
3 contractantes, par unicité des ensembles auto-similaire, on obtient

que l’ensemble triadique de Cantor peut être en réalité vu comme l’ensemble auto-similaire associé à
{f1, f2}.
On peut donc voir certaines fractales comme une construction donnée par des ensembles auto-similaire,
en réalité, on peut voir chaque ensemble auto-similaire dans un espace euclidien comme une représen-
tation fractale.
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2 Ensembles décalés

Dans cette section, nous allons traiter la notion d’espace décalé, une structure fondamentale liée à la
topologie des fractales.
De manière purement intuitive, il s’agit de prendre une collection finie de N symboles et de considérer
l’ensemble formé des mots de longueur infini, cet espace sera défini comme l’espace décalé avec N
symboles.
On verra par la suite que l’on peut munir un espace décalé d’une distance qui nous forme un espace
métrique compact, et alors on sera en mesure de faire le lien avec la section précédente pour construire
des ensembles auto-similaires sur des espaces décalés.

Définition 2.1. Soit n ∈ N∗, N ∈ N∗ on définit les objets suivants :

WN
n = {1, ..., N}n = {w1w2...wn|wi ∈ J1, NK}, ∀i ∈ J1, nK}

où WN
n est défini comme l’ensemble des mots de longueur n par rapport aux symboles {1, ..., N}

WN
0 = {∅}

avec ∅ défini comme le mot vide
WN

∗ =
⋃
i≥1

WN
i

WN
∗ sera donc défini comme l’ensemble des mots de longueur finie

Pour w ∈ WN
∗ , on notera aussi |w| la longueur du mot w.

ΣN = {1, ..., N}N

ΣN sera défini comme l’espace décalé avec N symboles
On définit pour n ∈ N et w = w1w2... ∈ ΣN , τ ∈ WN

∗ les applications suivantes

στ : ΣN −→ ΣN

w 7−→ τw

σn : ΣN −→ ΣN

w 7−→ wn+1wn+2...

Avec pour τ = τ1τ2...τm, la notation de concaténation τw = τ1τ2...τmw1w2...
On définira également, pour w ∈ WN

∗ , ΣN
w = σw(ΣN ) .

Dans le reste de cette section, on se fixera N > 0 et on dénotera WN
n , WN

∗ , ΣN , ΣN
w par Wn, W∗ , Σ

, Σw.

Théorème 2.1. Pour w, τ ∈ Σ, r < 1 si w ̸= τ , alors on définit δr(w, τ) = rs(w,τ) avec
s(w, τ) = min{i ∈ N | wi ̸= τi} − 1 et si w = τ , on pose δr(w, τ) = 0.

Alors, (Σ, δr) est un espace métrique compact.

Démonstration. Soit r < 1, Montrons que δr est bien une distance sur Σ.
Par définition, w = τ ⇔ δr(w, τ) = 0, et δr(w, τ) = δr(τ, w) on a donc l’axiome de séparation et de
symétrie. ( on aussi que ∀w, τ ∈ Σ , δr(w, τ) ≥ 0 )
Montrons maintenant l’inégalité triangulaire :
Remarquons premièrement une caractérisation de s(w, τ) : pour w, τ ∈ Σ : on a (m = s(w, τ)) ⇔
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(∀i ∈ J1,mK , wi = τi et wm+1 ̸= τm+1 ) .
Soit w, τ, k ∈ Σ et supposons par l’absurde que l’on ait min(s(w, τ), s(τ, k)) > s(w, k).
Alors, notons a = s(w, τ) et b = s(τ, k) , et supposons sans perte de généralité que a ≥ b. On sait que :

∀i ∈ J1, aK , wi = τi , wa+1 ̸= τa+1 (1)

∀i ∈ J1, bK , τi = ki , τb+1 ̸= kb+1 (2)
en notant c = s(w, k), on a

∀i ∈ J1, cK , wi = ki , wc+1 ̸= kc+1

Or, comme a ≥ b > c, (1) nous affirme que wc+1 = τc+1 et (2) nous affirme également que τc+1 = kc+1
, donc wc+1 = kc+1, absurde.
Ainsi, on a pour tout w, τ ∈ Σ , min(s(w, τ), s(τ, k)) ≤ s(w, k), comme r < 1, on a

δr(w, k) ≤ δr(w, τ)

δr(w, k) ≤ δr(τ, k)
et, en sommant les deux inégalités, on obtient bien l’inégalité triangulaire voulu.
δr est donc bien une distance sur Σ.

Montrons maintenant que (Σ, δr) est un espace métrique compact.
Soit {wn}n∈N ∈ ΣN et montrons qu’il existe τ ∈ Σ tel que l’ensemble
Em = {n ≥ 1 | wnj = τj , ∀j ∈ J1,mK} soit de cardinal infini ( avec la notation, wnj étant le j-ème
symbole du terme wn ∈ Σ )
Par récurrence, pour m=1 on a , ∀n ∈ N , wn1 ∈ J1, NK, ainsi, il existe φ : N −→ N strictement
croissante et au moins un τ1 ∈ J1, NK tel que wφ(n)

1 = τ1 , ∀n ∈ N. ( Donc E1 est bien de cardinal
infini )

Supposons maintenant l’existence de m ∈ N , φ : N −→ N strictement croissante et τ1, ..., τm ∈ J1, NK
tel que

∀j ∈ J1,mK , wφ(n)
j = τj

on a , ∀n ∈ N , wnm+1 ∈ J1, NK et alors, comme précédemment,

∃τm+1 ∈ J1, NK , ∃ψ : N −→ N tel que ∀n ∈ N, wψ(n)
m+1 = τm+1

Et alors,
∀j ∈ J1,m+ 1K , wφ(ψ(n))

j = τj

On construit ainsi par récurrence une suite φn : N −→ N et τ ∈ Σ avec τ = τ1τ2... tel que
∀m ∈ N , ∀j ∈ J1 , mK , wφm(n)

j = τj et alors, par argument diagonal, en posant φ̃(n) = φn(n) ,
∀n ∈ N , on a bien wφ̃(n) −→ τ pour δr.
Comme dans un espace métrique, être compact est équivalent à être séquentiellement compact, (Σ, δr)
est un espace métrique compact.

Pour le restant de ce document, on se fixera définitivement un réel r < 1.
On peut remarquer maintenant que pour i ∈ J1, NK, σi : Σ −→ Σ est une similitude de rapport r.
Effectivement, on a

∀τ, w ∈ Σ , δr(σi(w), σi(τ)) = δr(iw, iτ) = rs(w,τ)+1 = rδr(w, τ)

En l’occurrence, σi est une r-contraction, et on a

Σ =
N⋃
i=1

Σi ⇒ Σ =
N⋃
i=1

σi(Σ)
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Et alors, Σ est l’ensemble auto-similaire associé à {σ1, ..., σN}.

Théorème 2.2. Soit K ⊆ X l’ensemble auto-similaire associé à {f1, ..., fN}
Pour τ ∈ W∗ avec τ = τ1...τm, posons fτ = fτ1 ◦ fτ2 ◦ ... ◦ fτm ainsi que Kτ = fτ (K), on a alors

∀w ∈ Σ avec w = w1w2... , ∃!xw ∈ K tel que
⋂
m≥1

Kw1...wm = {xw}

En posant
π : Σ −→ K

w 7−→ xw

Alors, π est une application continue, surjective et on a la relation suivante : ∀i ∈ J1, NK , π◦σi = fi◦π.

Par abus le langage on sera parfois amené à confondre
⋂
m≥1

Kw1...wm avec le singleton qu’il contient,

soit π(w) .

Démonstration. Soit w ∈ Σ tel que w = w1w2..., alors on a ∀m ∈ N∗,

Kw1...wm+1 = fw1...wm(Kwm+1) ⊆ fw1...wm(K) = Kw1...wm

Puisque (Kw1...wn)n∈N∗ est une suite de compact ( car fτ est continue ∀τ ∈ W∗, l’image d’un compact
par une application continue est un compact ) et est décroissante pour l’inclusion, on sait alors que⋂
m≥1

Kw1...wm est (un compact) non vide.

Puisque les fi sont par hypothèse ri-contractantes pour i ∈ J1, NK, en posant R = max{ri | i ∈ J1, NK},
comme R < 1, les fi sont R-contractantes et alors

diam(fi(K)) = sup
x,y∈fi(K)

(d(x, y)) ≤ R sup
x,y∈K

(d(x, y)) = R diam(K)

Par récurrence, on obtient diam(Kw1...wm) ≤ Rmdiam(K) et ce, pour tout m ∈ N∗.
Cela implique que diam(

⋂
m≥1

Kw1...wm) = 0, et comme
⋂
m≥1

Kw1...wm est non vide, il s’agit d’un singleton.

L’application π est donc bien définie, montrons que π est continue :
Soit ϵ > 0, alors il existe m ∈ N tel que Rmdiam(K) ≤ ϵ
En posant λ = rm, si on prends w, τ ∈ Σ tel que δr(w, τ) ≤ λ , alors ∀i ∈ J1,mK , wi = τi et dans ce
cas, Kw1...wm = Kτ1...τm

Or, π(w) ∈ Kw1...wm et τ ∈ Kτ1...τm donc

d(π(x), π(τ)) ≤ diam(Kw1...wm) ≤ Rmdiam(K) ≤ ϵ

Et ainsi, π est bien continue.

Montrons maintenant que π ◦ σi = fi ◦ π.
Soit i ∈ J1, NK et w = w1w2.. ∈ Σ, alors

{π(σi(w))} =
⋂
m≥1

Kσi(w1...wm) =
⋂
m≥1

Kiw1...wm =
⋂
m≥1

fi(Kw1...wm) = fi

 ⋂
m≥1

Kw1...wm

 = {fi(π(w))}

Montrons maintenant que π est surjective.
D’après une remarque précédente, Σ est l’ensemble auto-similaire associé à {σ1, ..., σN} , ainsi, Σ =
N⋃
i=1

σi(Σ) et alors, on a

π(Σ) = π

(
N⋃
i=1

σi(Σ)
)

=
N⋃
i=1

fi(π(Σ)) (car π ◦ σi = fi ◦ π)
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Et alors, π(Σ) est l’ensemble auto-similaire associé à {f1, ..., fN}, par unicité des ensembles auto-
similaires, K = π(Σ), π est bien surjective.

Proposition 2.1. Soit w ∈ W∗, posons ẇ = ww... ∈ Σ
Alors, π(ẇ) est le seul point fixe de fw.

Démonstration. Soit w ∈ W∗, prouvons premièrement que π ◦ σw = fw ◦ π.

La propriété étant vraie pour tout mot de longueur 1 ( voir théorème 2.1 ), supposons qu’il existe
n ∈ N∗ tel que pour tout mot τ ∈ Wn on ait π ◦ στ = fτ ◦ π.
Soit κ ∈ Wn+1, alors, ∃i ∈ J1, NK et ∃τ ∈ Wn tel que κ = iτ .
Alors, on a

fiτ ◦ π = fi(fτ ◦ π) = fi(π ◦ στ ) = (fi ◦ π) ◦ στ = (π ◦ σi) ◦ στ = π ◦ σiτ

Donc, la propriété est vraie pour tout mot de longueur n+ 1, et par récurrence, on a prouvé ce
premier résultat.

Maintenant, comme par définition σw(ẇ) = ẇ, on obtient fw(π(ẇ)) = π(σw(ẇ)) = π(ẇ) donc, π(ẇ)
est un point fixe de fw, mais comme fw est une contraction, le théorème de Banach-Picard nous affirme
qu’il est unique.

Proposition 2.2. Supposons que ∀i ∈ J1, NK, fi est injective.
Alors, ∀w, τ ∈ Σ avec w ̸= τ , on a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

i) π(w) = π(τ)

ii) π(σs(w,τ)(w)) = π(σs(w,τ)(τ))

Démonstration. i) ⇒ ii) : Soit w = w1w2... ∈ Σ , τ = τ1τ2... ∈ Σ alors on a ∀n ∈ N, w = σw1w2...wn ◦
σn(w).
Donc, en particulier pour m = s(w, τ), on a :

π(w) = (π ◦ σw1w2...wm) ◦ σm(w) = fw1w2...wm(π(σm(w))

De même,
π(τ) = fτ1τ2...τm(π(σm(τ))

Or, comme m = s(w, τ), ∀i ∈ J1,mK on a wi = τi et alors, puisque par hypothèse π(w) = π(τ), on a

fw1w2...wm(π(σm(w)) = fw1w2...wm(π(σm(τ))

Puisque qu’une composée de fonctions injective est toujours injective, on obtient bien π(σm(w)) =
π(σm(τ))

ii) ⇒ i) : en posant m = s(w, τ), on a w1w2...wm = τ1τ2...τm et on a donc :

π(w) = fw1w2...wm(π(σm(w)) = fτ1τ2...τm(π(σm(w)) = fτ1τ2...τm(π(σm(τ)) = π(τ)
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3 Structure auto-similaire

Pour S un ensemble fini, on définit l’ensemble décalé avec S symboles de manière analogue à la section
précédente.
En d’autres termes, on posera Σ(S) = SN l’ensemble décalé avec S symboles, Wn(S) = Sn, W∗(S) =⋃
n≥1Wn(S) et pour w ∈ Σ(S) , τ ∈ W∗(S) , n ∈ N on définira également στ (w) = τw , σn(w1w2...) =

wn+1wn+2... , Στ (S) = στ (Σ(S)).
Si le contexte est clair, on notera également Σ(S),Wn(S),W∗(S),Στ (S) par Σ,Wn,W∗,Στ .
On peut remarquer que l’ensemble des résultats obtenus à la section précédente sur les espaces décalés
à N symboles sont toujours valides pour les ensembles décalés à S symboles.

Définition 3.1 (Structure auto-similaire). Soit (K, d) un espace métrique compact, S un ensemble
fini.
Posons Σ = SN et , ∀i ∈ S, Fi : K −→ K est une application injective continue.
Alors, le triplet L = {K,S, {Fi}i∈S} est appelé une structure auto-similaire si par définition il existe
une application π : Σ −→ K continue surjective tel qu’on ait la relation ∀i ∈ S, Fi ◦ π = π ◦ σi

On peut remarquer que d’après la section précédente, si S = J1, NK avec N ∈ N∗, et si l’on se donne
un ensemble auto-similaire K relatif à {f1, ..., fN}, alors {K,S, {fi}i∈N} est bien une structure auto-
similaire.

Proposition 3.1. Si {K,S, {Fj}i∈S} est une structure auto-similaire, alors, pour tout n ∈ N, pour
τ = τ1τ2...τn ∈ Wn, si on pose Fτ = Fτ1 ◦ Fτ2 ◦ ... ◦ Fτn , et en posant également Kτ = Fτ (K), on a le
fait suivant

∀w ∈ Σ avec w = w1w2... ,
⋂
m≥1

Kw1...wm = {π(w)}

Ainsi, l’application π est unique et est définie par la formule ci-dessus.

Démonstration. Premièrement, nous pouvons montrer que ∀w ∈ W∗, on a toujours la relation
Fw ◦ π = π ◦ σw.

La propriété Fw ◦ π = π ◦ σw étant vraie par définition pour tout mot de longueur 1, supposons qu’il
existe n ∈ N∗ tel que pour tout mot τ ∈ Wn on ait Fτ ◦ π = π ◦ στ .
Soit κ ∈ Wn+1, alors, ∃i ∈ S et ∃τ ∈ Wn tel que κ = iτ .
Alors, on a

Fκ ◦ π = Fiτ ◦ π = Fi(Fτ ◦ π) = Fi(π ◦ στ ) = (Fi ◦ π) ◦ στ = (π ◦ σi) ◦ στ = π ◦ σiτ = π ◦ σκ

(il s’agit ici d’une preuve analogue à celle faite dans la proposition 2.1)

Cela nous indique que, ∀w = w1w2... ∈ Σ, on a pour tout n ∈ N∗

π(w) = π(σw1w2...wn(σn(w)) = Fw1w2...wn(π(σn(w)) ∈ Fw1w2...wn(K) = Kw1w2...wn

d’où, π(w) ∈
⋂
n≥1

Kw1w2...wn .
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Soit maintenant x ∈
⋂
n≥1

Kw1w2...wn , autrement dit, pour m ∈ N∗, ∃xm ∈ K tel que x = Fw1w2...wm(xm).

Par hypothèse, π est surjective, donc ∃τm ∈ Σ tel que xm = π(τm), on a alors

x = (Fw1w2...wm ◦ π)(τm) = π(σw1w2...wm(τm)) = π(τ̃m)

Avec τ̃m = σw1w2...wm(τm) ∈ Σw1w2...wm .

Or, δr(τ̃m, w) ≤ rm −→ 0 lorsque m −→ +∞, comme π est par hypothèse continue, d(π(τ̃m), π(w)) −→
0 lorsque m −→ +∞, d’où puisque x = π(τ̃m), on a bien d(x, π(w)) = 0 donc π(w) = x et alors, l’en-
semble

⋂
n≥1

Kw1w2...wn est réduit au singleton {π(w)}, ainsi l’application π est unique, et est bien définie

par la formule ci-dessus.

Définition 3.2. Soit L = {K,S, {Fi}i∈S} une structure auto-similaire.
On définit les objets suivants

CL =
⋃

i,j∈S,i̸=j
(Fi(K) ∩ Fj(K))

CL = π−1(CL )

PL =
⋃
n≥1

σn(CL )

V0 = π(PL )

CL sera appelé l’ensemble critique de L , et PL sera appelé l’ensemble post-critique de L .

Pour la suite, on se fixera L = {K,S, {Fi}i∈S} une structure auto-similaire, et dans ce contexte on
notera à présent C,C ,P, V0 à la place de CL ,CL ,PL , V0(L ) .

Proposition 3.2. On a

i) π−1(V0) = P

ii) Si pour w, τ ∈ W∗ on a Σw ∩ Στ = ∅, alors Kw ∩Kτ = Fw(V0) ∩ Fτ (V0)

iii) C = ∅ ⇔ π est injective

Démonstration. Preuve de i) : Montrons π−1(V0) ⊆ P .

Soit w ∈ π−1(V0), i.e. ∃v ∈ P tel que π(w) = π(v), d’où ∃n ∈ N∗, ∃τ ∈ C tel que π(w) = π(σn(τ)).
Posons κ = στ1...τn(w), on obtient :

π(κ) = (π ◦ στ1...τn)(w) = Fτ1...τm(π(w)) = (Fτ1...τm ◦ π)(σm(τ)) = π(στ1...τm(σm(τ)) = π(τ)

Or, comme τ ∈ C , on a bien π(κ) = π(τ) ∈ C d’où, κ ∈ C .
Or, par construction, σm(κ) = w et σm(κ) ∈ P, donc finalement, w ∈ P.
L’autre inclusion étant immédiate, car on a nécessairement pour toute application f : Σ −→ K, pour
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toute partie A de Σ la relation A ⊆ f−1(f(A)), ainsi, P = π−1(V0).

Preuve de ii) : Soient w, τ ∈ W∗ tel que Σw ∩ Στ = ∅ et montrons que Fw(K) ∩ Fτ (K) ⊆ Fw(V0) ∩
Fτ (V0)).

Soit x ∈ Fw(K) ∩ Fτ (K). i.e. ∃a, b ∈ Σ tel que x = π(wa) = π(τb).
Comme Σw ∩ Στ = ∅, ∃k ∈ N∗ tel qu’on ait :

k < |w|, k < |τ | et, ∀i ∈ J1, kK, wi = τi et wk+1 ̸= τk+1

On a π(wa) = Fw1...wk
(π(σk(wa))) et π(τb) = Fτ1...τk

(σk(τb)))
Mais, w1...wk = τ1...τk et comme Fw1...wk

est injective, on obtient π(σk(wa)) = π(σk(τb), Or

π(σk(wa)) =
⋂
m≥1

F(σk(wa))1...(σk(wa))m
(K) ⊆ F(σk(wa))1(K) = Fwk+1(K)

Puisque l’on a (σk(wa))1 = wk+1 par choix de k < |w|.

Symétriquement, π(σk(τb)) ⊆ Fτk+1(K) on a alors :

π(σk(wa)) ∈ Fwk+1(K) ∩ Fτk+1(K)

Comme wk+1 ̸= τk+1 , on obtient que σk(wa) ∈ C .
Or, k < |w|, donc ∃n ∈ N∗ tel que k + n = |w| et alors,

a = σk+n(wa) = σn(σk(wa))

Comme σk(wa) ∈ C , a ∈ P.

De manière analogue, on conclut que b ∈ P, d’où π(a), π(b) ∈ V0

Cela nous amène à
x = π(wa) = (π ◦ σw)(a) = Fw(π(a)) ∈ Fw(V0)

x = π(τb) = (π ◦ στ )(b) = Fτ (π(b)) ∈ Fτ (V0)

Ce qui nous affirme finalement que x ∈ Fw(V0) ∩ Fτ (V0) d’où Fw(K) ∩ Fτ (K) ⊆ Fw(V0) ∩ Fτ (V0)).
Et comme Fw(V0) ∩ Fτ (V0) ⊆ Fw(K) ∩ Fτ (K), on a égalité .

Preuve de iii) : Si π est injective, supposons que ∃i, j ∈ S tel que Fi(K) ∩ Fj(K) ̸= ∅.

Alors, comme π est surjective, ∃w ∈ Σ tel que π(w) ∈ Fi(K) ∩ Fj(K).
Puisque π(w) ∈ Fi(K), alors nécessairement, ∃τ ∈ Σ tel que π(w) = π(iτ), de même, on a l’exis-
tence de κ ∈ Σ tel que π(w) = π(jκ), et par injectivité de π, iτ = jκ, absurde car i ̸= j. donc
Fi(K) ∩ Fj(K) = ∅ et alors il s’en suit que C = ∅.

Par contraposition, si π est non injective, d’après la proposition 2.2, si il existe w, τ ∈ Σ tel que
π(w) = π(τ) et w ̸= τ , alors en prenant m = s(w, τ), on a π(σm(w)) = π(σm(τ)).

En posant w = w1w2... et τ = τ1τ2..., on a (σm(w))1 = wm+1, (σm(τ))1 = τm+1 ainsi,

π(σm(w)) =
⋂
k≥1

Kwm+1...wm+k
⊆ Kwm+1
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π(σm(w)) = π(σm(τ)) ⊆ Kτm+1

On a donc Fwm+1 ∩ Fτm+1 ̸= ∅ or, par choix de m = s(w, τ), on a bien wm+1 ̸= τm+1 et alors C ̸= ∅
.

Proposition 3.3. Soit x ∈ K, et soit m ≥ 1, posons

Km,x =
⋃

w∈Wn
x∈Kw

Kw

Alors, {Km,x}m≥0 est un système fondamental de voisinage de x.

Démonstration. Montrons que pour m ≥ 1, Km,x est un voisinage de x.

Soit m ∈ N∗, Prenons (xn)n∈N ∈ KN tel que xn −→ x pour d.
Alors, comme π est surjective, ∀n ∈ N, ∃wn ∈ Σ tel que π(wn) = xn.
Comme Σ est compact, ∃w ∈ Σ , ∃φ : N −→ N strictement croissante tel que wφ(n) −→ w pour δr.
Par continuité de π, π(wφ(n)) −→ π(w) pour d.
Donc, par unicité de la limite, π(w) = x et π(wφ(n)) −→ x pour d.

Comme wφ(n) −→ w pour δr, il existe donc N ∈ N∗ tel que ∀n ≥ N on ait δr(wφ(n), w) ≤ rm, donc ,
∀i ∈ J1,mK, wφ(n)

i = wi.

Cela implique donc,

xφ(n) = π(wφ(n)) = (π ◦ σ(wφ(n))1(wφ(n))2...(wφ(n))m
)(σm(wφ(n))

= (π ◦ σw1w2...wm)(σm(wφ(n)))
= Fw1w2...wm(π(σm(wφ(n)) ∈ Kw1w2...wm

Ainsi, comme on a de plus x ∈ Kw1w2...wm car x = π(w) ⊆ Kw1w2...wm , on a ∃N ∈ N tel que, ∀n ≥ N ,
xφ(n) ∈ Km,x. Ainsi, Km,x est bien un voisinage de x.

Afin de montrer maintenant que {Km,x}m≥1 est un système fondamental de voisinage de x, il est suf-
fisant de prouver que lim

m→+∞
diam(Km,x) = 0, ce faisant, pour Vx un voisinage de x donné, il existera

m ≥ 1 tel que Km,x ⊆ Vx .

Commençons par montrer que lim
n→+∞

max
w∈Wn

(Kw) = 0.
Par l’absurde, supposons qu’il existe ϵ > 0 tel que pour tout n ∈ N∗ il existe w(n) ∈ Wn tel que
inf
n≥0

diam(Kwn) ≥ ϵ.

Alors, on peut prendre xn, yn ∈ Kwn tel que l’on ait d(xn, yn) ≥ diam(Kwn)
2 ≥ ϵ

2 .

Comme π est surjective, ∃w∗(n), w∗(n) ∈ Σ tel que xn = π(w∗(n)) et yn = π(w∗(n)).
On peut remarquer que l’on peut choisir w∗(n) ∈ Σw(n) et w∗(n) ∈ Σw(n).
Effectivement, cela est lié au fait qu’il existe k ∈ K tel que xn = Fw(n)(k), et par surjectivité de π,
∃τ ∈ Σ tel que l’on ait π(τ) = k, d’où

xn = (Fw(n) ◦ π)(τ) = π(σw(n)(τ))

Et alors, on pose w∗(n) = σw(n)(τ) ∈ Σw(n).
De manière analogue pour yn, on peut choisir w∗(n) ∈ Σw(n).
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Puisque w∗(n) ∈ Σw(n) et w∗(n) ∈ Σw(n), on a le fait que δr(w∗(n), w∗(n)) ≤ rn d’où,
lim

n→+∞
δr(w∗(n), w∗(n)) = 0.

Par continuité de π,
lim

n→+∞
(d(xn, yn)) = lim

n→+∞
d(π(w∗(n), π(w∗(n)) = 0

Ce qui est absurde, car ∀n ∈ N∗, d(xn, yn) ≥ ϵ
2 .

Ainsi, on a bien lim
n→+∞

max
w∈Wn

diam(Kw) = 0 donc a fortiori, lim
n→+∞

max
w∈Wn
x∈Kw

diam(Kw) = 0, et donc

diam(Km,x) = diam(
⋃

w∈Wm
x∈Kw

Kw) ≤ 2 max
w∈Wm
x∈Kw

diam(Kw)

Donc, lim
m→+∞

diam(Km,x) = 0, Km,x est donc bien un système fondamental de voisinage de x.

Exemple 3.1 (Triangle de Sierpiński). Soit X = C muni de sa distance euclidienne et Σ = {1, 2, 3} ,
considérons le triangle équilatéral T ⊆ C donné par ses sommets {p1, p2, p3} avec p1, p2, p3 ∈ C.
Pour 1 ≤ i ≤ 3, considérons les applications suivante qui à z ∈ C associe fi(z) = z−pi

2 , alors, le triangle
de Sierpiński est défini comme l’ensemble auto-similaire K associé à {f1, f2, f3}

f2(T ) f3(T )

p2 = π(2̇) p3 = π(3̇)

p1 = π(1̇)

• •

•

•q3

•
q1

•q2

f1(T )

L’illustration ci-dessus permet de se représenter le domaine de définition des différentes fonction
f1, f2, f3, de manière intuitive, elles contractent le triangle équilatéral en divisant sa taille par 3 et le
déplacent de part et d’autre des différents sommets.

En définissant F (A) = f1(A) ∪ f2(A) ∪ f3(A) pour une partie A ⊆ T , et une suite (Tn)n∈N tel que
T0 = T , et pour tout n > 0, Tn = F (Tn−1), on a K =

⋂
n≥0

Tn.

De cette manière, on remarque donc que K ⊆ T et

f1(K) ∩ f2(K) = f1(T ) ∩ f2(T ) = {q3}

f1(K) ∩ f3(K) = f1(T ) ∩ f3(T ) = {q2}

f2(K) ∩ f3(K) = f2(T ) ∩ f3(T ) = {q1}

On a , π−1({q1}) = {23̇, 32̇}, π−1({q2}) = {13̇, 31̇}, π−1({q3}) = {12̇, 21̇}.
On a donc une expression de l’ensemble critique de L = {K, {1, 2, 3}, {f1, f2, f3}} :

CL = π−1({q1} ∪ {q2} ∪ {q3}) = π−1({q1}) ∪ π−1({q2}) ∪ π−1({q3}) = {12̇, 13̇, 21̇, 23̇, 31̇, 32̇}

Et alors, on a aussi une expression de l’ensemble post-critique de L , PL = {1̇, 2̇, 3̇}
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4 Mesure auto-similaire

Dans cette section, pour un espace métrique (X, d), on notera B(X, d) sa tribu borélienne, ou B(X)
lorsque le contexte est clair.
Il s’agit ici d’une partie assez théorique qui nous est nécessaire à la construction de la dimension de
Hausdorff d’une partie.

Définition 4.1. Soit (X, d) un espace métrique, (X,M) un espace mesurable ainsi que µ une mesure
sur (X,M).
Alors, µ est une mesure complétée si toute partie d’un ensemble mesurable de mesure nulle est mesu-
rable.
Une mesure sera dite borélienne si sa tribu contient la tribu borélienne.
Si µ est une mesure borélienne, alors µ est dite régulière si ∀A ∈ M, il existe B ∈ B(X) tel que
µ(A) = µ(B).

Proposition 4.1. Soit (X, d) un espace métrique, (X,M) un espace mesurable, µ une mesure boré-
lienne régulière sur (X,M) et µ(X) < +∞.
Alors, on a

∀A ∈ M, µ(A) = inf{µ(U) | U est ouvert de X et A ⊆ U} = sup{µ(F ) | F est fermé de X et F ⊆ A}

Démonstration. Soit A ∈ M, comme µ est régulière, il existe B ∈ B(X, d) tel que µ(A) = µ(B).
Pour ϵ > 0, il existe Fϵ un fermé de X tel que µ(B\Fϵ) ≤ ϵ.
Comme X est de mesure finie, µ(B\Fϵ) = µ(B) − µ(Fϵ) ≤ ϵ d’où, µ(B) − ϵ ≤ µ(Fϵ) ≤ µ(B).
Ainsi, on a alors

µ(B) = sup{µ(F ) | F est fermé de X et F ⊆ B}

Pour ϵ > 0, il existe un ouvert Oϵ un ouvert de X tel que µ(Oϵ\B) ≤ ϵ, et alors comme précédemment,
on a également

µ(B) = inf{µ(U) | U est ouvert de X et B ⊆ U}

Proposition 4.2 (Mesure de Bernoulli). Soit S un ensemble fini.
Si p = {pi}i∈S vérifiant

∑
i∈S

pi = 1 et pour tout i ∈ S, 0 < pi < 1, alors il existe une unique mesure

borélienne régulière complétée µp sur (Σ,Mp) où Σ = SN vérifiant :

pour tout w = w1w2...wm ∈ W∗, µ
p(Σw) =

m∏
i=1

pwi

On dira alors que µp sera la mesure de Bernoulli de poids p sur Σ.
On a également le fait que µp est caractérisée par l’unique mesure borélienne régulière sur σ satisfaisant
la relation suivante :

∀A ∈ B(Σ, δr), µp(A) =
∑
i∈S

piµ
p(σ−1

i (A))

.

La preuve cette proposition, et la suivante également, sont admise. Cette preuve est lié au fait que l’on
construit cette mesure auto-similaire à partir d’une mesure extérieure µ∗ restreint à sa tribu extérieure
M(µ∗), le cours de Jean-François Le Gall dans son ouvrage "Intégration, Probabilités et Processus
Aléatoires" nous donne une construction de mesures à partir de mesures extérieure données.
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Proposition 4.3 (Mesure auto-similaire). Soit L = {K,S, {Fi}i∈S} une structure auto-similaire, et
π l’unique application surjective continue de Σ −→ K tel que pour tout w ∈ W∗, Fw ◦ π = π ◦ σw.
Soit µp la mesure de Bernoulli de poids p sur Σ, et posons N p = {A | A ⊆ K et π−1(A) ∈ Mp}.
Alors, (K,N p) est un espace mesurable, et on définit νp la mesure sur (K,N p) vérifiant

∀A ∈ N p, νp(A) = µp(π−1(A))

Alors, νp est une mesure borélienne régulière sur (K,N p).
µp sera appelé la mesure auto-similaire sur K de poids p.

Théorème 4.1. Soit L = {K,S, {Fi}i∈S} une structure auto-similaire, et π l’unique application sur-
jective continue de Σ = SN −→ K tel que pour tout w ∈ W∗, Fw ◦ π = π ◦ σw.
Soit µp la mesure de Bernoulli sur Σ de poids p
Soit νp la mesure auto-similaire sur K de poids p
Soit I∞ = {w ∈ Σ | |π−1(π(w))| = +∞}.

Alors, on a équivalence entre les deux propriétés suivantes

i) ∀w = w1w2...wm ∈ W∗, ν
p(Kw) =

m∏
i=1

pwi

ii) µp(I∞) = 0

Remarque : Notons premièrement que dans le cadre général, on a toujours νp(Kw) ≥
m∏
i=1

pwi .

Effectivement, pour w = w1w2...wm ∈ W∗ on a

π ◦ σw(Σ) = Fw ◦ π(Σ)

Comme π est surjective, π(Σ) = K, on a donc alors

π ◦ σw(Σ) = Fw(K) = Kw

⇒ π−1 ◦ π ◦ σw(Σ) = π−1(Kw)

Comme σw(Σ) ⊆ π−1 ◦ π ◦ σw(Σ), on a donc

σw(Σ) ⊆ π−1(Kw) ⇒ µp(σw(Σ)) ≤ µp(π−1(Kw)) ⇒
m∏
i=1

pwi ≤ νp(Kw)

Le théorème ci-dessus nous permet alors d’affirmer dans quels cas cette inégalité est un cas d’égalité.
Pour prouver ce théorème, nous allons avoir besoin dans un premier temps de deux lemmes qui nous
permettront de réduire l’équivalence du théorème à démontrer en une équivalence plus agréable à
prouver.

Lemme 4.1. Soit A ∈ Mp, posons

A0 = {w ∈ Σ | σm(w) ∈ A pour une infinité de m ∈ N}

Alors, A0 appartient à Mp, et µp(A0) ≥ µp(A).
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Démonstration. Pour A ∈ Mp, posons Am =
⋃

w∈Wm

σw(A) pour m ∈ N, et montrons que A0 =

lim sup(Am).
Remarquons premièrement que l’on a, pour m ∈ N,

τ ∈
⋃

w∈Wm

σw(A) ⇔ σm(τ) ∈ A

Effectivement, si il existe w ∈ Wm avec w = w1w2...wm tel que l’on ait τ ∈ σw(A), alors il existe κ ∈ A
tel que τ = wκ et alors

σm(τ) = σm(wκ) = κ ∈ A

Si maintenant on a pour τ = τ1τ2... ∈ Σ tel que σm(τ) ∈ A, alors pour τ̃ = τ1τ2...τm ∈ Wm , on a bien
τ ∈ στ̃ (A).
Cela nous indique que :

Am =
⋃

w∈Wm

σw(A) = (σm)−1(A)

D’où
lim sup(An) = lim sup((σn)−1(A)) = A0

Comme σm est continue, donc mesurable, et comme Am = (σm)−1(A), puisque A ∈ Mp, on a Am ∈
Mp, et donc A0 = lim sup(An) ∈ Mp.
On a

lim inf(Acn) =
⋃
m≥0

⋂
k≥m

Acn =
⋃
m≥0

 ⋃
k≥m

An

c =

 ⋂
m≥0

⋃
k≥m

An

c = (lim sup(An))c

On a aussi
µp(Σ) = µp

(⋃
i∈S

Σi

)
Il s’agit bien d’une union disjointe : deux mots ne commençant pas pas par le même symbole sont
différents, donc :

µp(Σ) =
∑
i∈S

µp(Σi) =
∑
i∈S

pi = 1

Donc, µp est une mesure de probabilité.

Ainsi, d’après le lemme de Fatou, on a

µp(lim inf(Acn)) ≤ lim inf(µp(Acn))

⇒ µp((lim sup(An))c) ≤ lim inf(µp(Acn))

Comme,

lim inf(µp(Acn)) = lim inf(1−µp(An)) = 1+ lim
n→+∞

inf
k≥n

(−µp(An) = 1− lim
n→+∞

sup
k≥n

(µp(An) = 1−lim sup(µp(An))

Et d’autre part,

µp(lim sup(An)c) = 1 − µp(lim sup(An))

Cela nous indique bien que

µp(lim sup(An)) ≥ lim sup(µp(An))
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Calculons maintenant pour m ∈ N, µp(Am).
On a,

µp(Am) = µp

 ⋃
w∈Wm

σw(A)


Or, il s’agit ici une union disjointe, car si on a deux mots w, τ ∈ Wm avec w ̸= τ , tous les mots qui
commencent par w diffèreront des mots qui commencent par τ donc a fortiori, σw(A) ∩ στ (A) = ∅.
Ainsi,

µp(Am) =
∑

w∈Wm

µp(σw(A))

Montrons premièrement par récurrence sur m ∈ N∗ que pour tout w ∈ Wm,

µp(σw(A)) = pwµ
p(A)

Pour m = 1, j ∈ S, on a :

µp(σj(A)) =
∑
w∈W1

pwµ
p(σ−1

w (σj(A))) =
∑
i∈S

piµ
p(σ−1

i (σj(A)))

Or, pour i ∈ S, on a σ−1
i (σj(A)) = ∅ si i ̸= j donc , µp(σ−1

i (σj(A))) = 0 si i ̸= j.
Comme d’autre part σj est injective ( si σj(w) = σj(τ) alors jw = jτ et donc w = τ )
on a σ−1

j (σj(A)) = A et alors, on a bien l’initialisation de la récurrence .

µp(σj(A)) =
∑
i∈S

piµ
p(σ−1

i (σj(A))) = pjµ
p(A)

Pour l’hérédité, soit m ∈ N tel que l’on ait µp(σw(A)) = pwµ
p(A), alors, soit w ∈ Wm+1, il existe

τ ∈ Wm et j ∈ S tel que l’on ait w = jτ .
Ainsi,

µp(σw(A)) = µp(σj(στ (A)) =
∑
i∈S

piµ
p(σ−1

i (σj(στ (A))))

on a, σ−1
i (σj(στ (A))) = ∅ si i ̸= j et σ−1

j (σj(στ (A))) = στ (A)), donc

µp(σw(A)) = pjµ
p(στ (A))

Par hypothèse de récurrence, µp(στ (A)) = pτµ
p(A) et comme pjpτ = pjτ = pw, on a bien l’hérédité.

Montrons deuxièmement par récurrence que ∑w∈Wm
pw = 1 pour tout m ∈ N∗.

L’initialisation étant vérifiée par hypothèses, si on a maintenant m ∈ N∗ tel que
∑

w∈Wm

pw = 1, alors

∑
w∈Wm+1

pw =
∑
i∈S

∑
w∈Wm

piw =
∑
i∈S

∑
w∈Wm

pipw =
(∑
i∈S

pi

) ∑
w∈Wm

pw

 = 1

L’hérédité est bien vérifiée, et alors

µp(Am) =
∑

w∈Wm

µp(σw(A)) =
∑

w∈Wm

pwµ
p(A) = µp(A)

Comme maintenant, µp(lim sup(An)) = µp(A0), cela nous amène finalement à

µp(A0) ≥ lim sup(µp(An)) = lim sup(µp(A)) = µp(A)

Et le lemme est prouvé.
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Lemme 4.2. Posons, I = {w ∈ Σ | |π−1(π(w))| > 1} Alors, I ∈ B(Σ, δr) , I∞ ∈ Mp, et on a

I0 ⊆ I∞ ⊆ I et µp(I0) = µp(I∞) = µp(I)

Démonstration. Pour tout m ∈ N, posons

Im =
⋃

w,v∈Wm
w ̸=v

Kw ∩Kv

Im étant fermé comme union finie d’intersection de fermé, ainsi on a bien Im ∈ B(Σ).

Montrons à présent que I =
⋃
m≥1

π−1(Im)

Cela permettra alors de conclure que comme π est continue, pour m ≥ 1, π−1(Im) sera un borélien,
et donc I sera un borélien.

Montrons que I ⊆
⋃
m≥1

π−1(Im).

Soit w = w1w2... ∈ I, alors il existe a = a1a2... ∈ Σ avec a ̸= w et π(a) = π(w). En posant

m = s(a,w) + 1, a∗ = a1a2...am ∈ Wm , w∗ = w1w2...wm ∈ Wm

on a am ̸= wm donc a∗ ̸= w∗, et

π(w) = π(σw∗(σm(w)) = Fw∗(π(σm(w))) ∈ Kw∗

π(w) = π(a) ∈ Ka∗

Ainsi, π(w) ∈ Im, donc
w ∈ π−1(Im) ⊆

⋃
n≥1

π−1(In)

Montrons que
⋃
m≥1

π−1(Im) ⊆ I.

Supposons qu’il existe m ≥ 1 tel que w = w1w2... ∈ π−1(Im).
i.e, il existe a∗ ∈ Wm, w∗ ∈ Wm avec a∗ ̸= w∗ tel que π(w) ∈ Kw∗ ∩Ka∗ .
Comme π(w) ∈ Kw∗ , il existe k ∈ K tel que π(w) = Fw∗(k).
Comme π est surjective, il existe τ ∈ Σ tel que π(τ) = k, et alors

π(w) = Fw∗(π(τ)) = π(σw∗(τ))

Par un raisonnement analogue, il existe κ ∈ Σ tel que

π(w) = π(σa∗(κ))

comme σw∗(τ) ̸= σa∗(κ), on a w ∈ I.
Ainsi,

⋃
m≥1

π−1(Im) = I, et alors comme remarqué précédemment, I ∈ B(Σ) .

Montrons maintenant que I0 ⊆ I∞.
Soit w = w1w2... ∈ I0, alors, il existe une suite strictement croissante {mk}k∈N ∈ NN tel que, pour
tout k ∈ N, σmk(w) ∈ I.
En d’autre termes, pour k ∈ N, il existe τ(k) ∈ Σ tel que l’on ait

π(σkm(w)) = π(τ(k)) et τ(k) ̸= σkm(w)

Posons à présent,
w(k) = w1w2...wmk

τ(k)
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Posons nk le premier indice tel que wnk
̸= w(k)nk

et nk > km.
Quitte à prendre une suite {un}n∈N ∈ NN strictement croissante avec u0 = 1 tel que l’on ait muk

> nk,
on a

mu0 < nu0 < mu1 < nu1 < mu2 < nu2 ...

On a, ∀k ∈ N

π(w(k)) = π(σw1w2...wmk
(τ(k)) = Fw1w2...wmk

(π(τ(k))) = Fw1w2...wmk
(π(σkm(w))) = π(w)

Et, pour k < p, on a uk < up, et on a d’une part le fait que w(up)nuk
= wnuk

, et d’autre part, on a
w(uk)nuk

̸= wnuk
, ainsi w(up) ̸= w(uk).

Comme, pour tout k ∈ N, on a π(wuk
) = π(w), on a donc |π−1(π(w))| = +∞, et donc w ∈ I∞ et on

a alors montré que I ⊆ I∞.

Or, d’après le lemme 4.1, comme on a montré que I ∈ B(Σ) ⊆ Mp, on a µp(I0) ≥ µp(I), et alors
µp(I0) = µp(I).
Comme on a le fait que I∞ ⊆ I, on a I0 ⊆ I∞ ⊆ I, et donc comme on sait que µp est une mesure
complétée et finie, on a également I∞ ∈ Mp et donc on a le lemme voulu

µp(I0) = µp(I∞) = µp(I)

On peut à présent prouver le théorème 4.1.
Le lemme 4.2 nous affirme que µp(I∞) = µp(I0), ce qui, comme annoncé précédemment, nous suggère
une équivalence plus simple à démontrer.

Preuve du théorème 4.1 . Si µp(I) = 0, alors, pour tout w ∈ W∗,

νp(Kw) = µp(π−1(Kw))

Or, on a π−1(Kw) = π−1(Fw(K)), comme π est surjective, on a K = π(Σ), et alors on a

π−1(Kw) = π−1(Fw(π(Σ))) = π−1(π(σw(Σ))) = π−1(π(Σw))

Par hypothèse, π est µp-presque sûrement injective, on a donc

µp(π−1(π((Σw))) = µp(Σw)

Ainsi,
νp(Kw) = µp(π−1(Kw)) = µp(Σw) = pw

.

Réciproquement, si µp(I) > 0, alors on a

νp(Kw) = µp(π−1(Kw)) > µp(Σw) = pw

Et donc, on a équivalence entre µp(I) = 0 et νp(Kw) = pw, puisque µp(I∞) = µp(I), on a équivalence
entre µp(I∞) = 0 et νp(Kw) = pw, donc le théorème est prouvé.

Corollaire 4.1. Si, on a pour tout x ∈ K l’ensemble π−1(x) fini, alors pour tout w ∈ W∗, on a
νp(Kw) = pw.

Démonstration. Par hypothèse on a pour tout τ ∈ Σ, |π−1(π(τ))| < +∞ et alors I∞ = ∅, et donc
µ(I∞) = 0 d’où le résultat à l’aide du théorème 4.1.
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Théorème 4.2. Soit L = {K,S, {Fi}i∈S} une structure auto-similaire, et π l’unique application
surjective continue de Σ = SN −→ K tel que pour tout w ∈ W∗, Fw ◦ π = π ◦ σw.
Soient µ une mesure borélienne sur (K,M(µ)), µp la mesure de Bernoulli sur Σ de poids p = (pi)i∈S,
νp la mesure auto-similaire associée à µp de poids p = (pi)i∈S et

µp(I) = 0 avec I = {w ∈ Σ | |π−1(π(w))| > 1}

Si, il existe c > 0 tel que l’on ait

∀w ∈ W∗, µ(Kw) ≤ cνp(Kw)

Alors,
∀A ∈ M(µ) ∩ M(νp), µ(A) ≤ cνp(A)

Démonstration. Pour U un ouvert de K, posons

W (U) = {w ∈ W∗|Kw ⊆ U}

Définissons une relation d’ordre sur W (U) : pour w, τ ∈ W (U), posons w ≤ τ ssi Σw ⊆ Στ .
Effectivement, ≤ est réflexive par définition car l’inclusion est réflexive, elle est antisymétrique, car
pour w, τ ∈ W (U), si Σw = Στ on a w = τ et elle est transitive car l’inclusion est transitive.
En posant W+(U) l’ensemble des éléments maximaux de W (U) pour ≤, on a la caractérisation sui-
vante :

w = w1w2...wm ∈ W+(U) ssi Kw ⊆ U et Kw1w2...wm−1 ⊈ U (∗)
En effet, si w = w1w2...wm ∈ W (U) vérifiant (∗) , et si on a τ ∈ W (U) tel que w ≤ τ , i.e w = τw̃ avec
w̃ ∈ W∗.
Comme τ ∈ W (U), si w̃ ̸= ∅, on aurait l’existence de n ∈ N∗ tel que w̃ ∈ Wn et,

w1w2...wm−n = τ , et alors, Kw1w2...wm−n = Kτ ⊆ U

Ce qui est absurde car
Kw1w2...wm−n ⊆ Kw1w2...wm−1 ⊈ U

.
Donc, w̃ est le mot vide, et w = τ . et alors w ∈ W+(U).
Si maintenant w = w1w2...wm ∈ W+(U), supposons que w̃ = w1w2...wm−1 ∈ W (U), alors comme
Σw ⊆ Σw̃, et vu que w ̸= w̃, w ne serait plus un élément maximal de W (U) et on aboutit à une
contradiction.

Montrons à présent que U =
⋃

w∈W+(U)
Kw.

Soit k ∈ U . Comme π est surjective, il existe w = w1w2... ∈ Σ tel que k = π(w). prenons maintenant
m = min{n ∈ N∗ | k ∈ Kw1w2...wn}.
D’après la caractérisation précédente, w1w2...wm appartient à W+(U), et k ∈ Kw1w2...wm et donc,
k ∈

⋃
w∈W+(U)

Kw.

Comme pour tout w ∈ W+(U), on a par définition Kw ⊆ U , on a l’inclusion inverse U ⊇
⋃

w∈W+(U)
Kw

et on a alors égalité.

On a donc
µ(U) ≤

∑
w∈W+(U)

µ(Kw) ≤ c
∑

w∈W+(U)
νp(Kw)

Montrons que ∑
w∈W+(U)

νp(Kw) = νp

 ⋃
w∈W+(U)

Kw


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Premièrement, si il s’agit d’une union disjointe, alors c’est automatique.
Soit w, v ∈ W+(U) avec w ̸= v et w = w1w2...wn ∈ Wn, v = v1v2...vm ∈ Wm et Kw ∩ Kv ̸= ∅ et soit
k ∈ Kw ∩Kv.
Comme k ∈ Kw, alors ∃α ∈ Σ tel que k = Fw(π(α)) = π(σw(α)). De même, ∃β ∈ Σ tel que
k = π(σv(β)).
Donc, w ∈ I, et alors, puisque k = π(w), on a k ∈ π(I).
Donc, νp(Kw ∩Kv) = 0 car Kw ∩Kv ⊆ π(I) , d’où νp(Kw ∩Kv) ≤ νp(π(I)) .
On peut à présent remarquer que νp(π(I)) = µp(I), par définition on a

νp(π(I)) = µp(π−1(π(I)))

Or, on peut démontrer que π−1(π(I)) = I, pour ce faire il suffit de montrer que π−1(π(I)) ⊆ I (l’autre
inclusion étant vraie dans le cas général pour toute fonction de Σ dans K).
Soit η ∈ π−1(π(I)), il existe donc w ∈ I tel que π(η) = π(w).
Par définition de I, |π−1(π(w))| > 1 Or

|π−1(π(η))| = |π−1(π(w))| > 1

Donc, η ∈ I, et alors I = π−1(π(I)), cela implique donc que νp(π(I)) = µp(I) = 0 donc
νp(Kw ∩Kv) = 0.

En posant maintenant pour w ∈ W+(U)

Aw = Kw \
⋂

v∈W+(U)
v ̸=w

Kv

Alors, comme νp est une mesure finie,

νp(Aw) = νp(Kw) − νp

 ⋂
v∈W+(U)
v ̸=w

Kv


Comme

⋂
v∈W+(U)
v ̸=w

Kv ⊆ Kw ∩Kw′ avec w′ ̸= w et w′ ∈ W+(U), on a

νp

 ⋂
v∈W+(U)
v ̸=w

Kv

 = 0

Et alors,
νp(Kw) = νp(Aw)

Comme les évènements (Aw)w∈W+(U) sont disjoints deux à deux,

νp

 ⋃
w∈W+(U)

Kw

 = νp

 ⋃
w∈W+(U)

Aw

 =
∑

w∈W+(U)
νp(Aw) =

∑
w∈W+(U)

νp(Kw)

On a donc

µ(U) ≤
∑

w∈W+(U)
µ(Kw) ≤ c

∑
w∈W+(U)

νp(Kw) = cνp

 ⋃
w∈W+(U)

Kw

 = cνp(U)

à l’aide de la proposition 4.1, pour tout A ∈ Mp ∩ M(µ), il existe une suite d’ouverts décroissante
pour l’inclusion (Un)n∈N tel que µ(

⋂
n≥0

Un) = µ(A) et νp(
⋂
n≥0

Un) = νp(A).

Comme µ(Un) ≤ cνp(Un) pour tout n ∈ N, on a finalement µ(A) ≤ cνp(A).
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5 Dimension de Hausdorff

Définition 5.1. Soit (X, d) un espace métrique
Pour toute partie A ⊂ X bornée, et pour s ≥ 0, δ > 0, on définit la quantité

Hs
δ(A) = inf{

∑
i≥1

diam(Ei)s | A ⊆
⋃
i≥1

Ei , diam(Ei) ≤ δ}

On définit également Hs(A) = lim
δ→0

Hs
δ(A)

Lemme 5.1. Soit (X, d) un espace métrique
Alors, pour toute partie bornée A ⊂ X, on a, pour t > s ≥ 0, on a

Ht
δ(A) ≤ δt−sHs

δ(A)

Démonstration. Si A ⊆
⋃
i≥1

Ei avec diam(Ei) ≤ δ pour tout i ∈ N∗, alors

∑
i≥1

diam(Ei)t =
∑
i≥1

diam(Ei)t−sdiam(Ei)s ≤ δt−s
∑
i≥1

diam(Ei)s

En passant à la borne inférieure, on obtient Ht
δ(A) ≤ δt−sHs

δ(A)

Proposition 5.1. Soit (X, d) un espace métrique
Pour toute partie A ⊂ X bornée, on a

sup{s ∈ R+ | Hs(A) = +∞} = inf{s ∈ R+ | Hs(A) = 0}

Démonstration. Remarquons premièrement que pour s ∈ R+, si Hs(A) < +∞, alors grâce au lemme
5.1, ∀t > s, on a ∀δ > 0, Ht

δ(A) ≤ δt−sHs
δ(A), et alors en faisant tendre δ vers 0, on obtient Ht(A) = 0.

On a également, en supposant Hs(A) > 0, alors ∀t < s, ∀δ > 0, on a Ht
δ(A) ≥ Hs

δ(A)
δs−t

donc
Ht(A) = +∞.

Maintenant, posons A = {s ∈ R+ | Hs(A) = +∞} et B = {s ∈ R+ | Hs(A) = 0}.
Posons a = sup(A), et b = inf(B), et supposons que a ̸= b, c’est à dire b > a d’après la remarque
précédente.
Posons ϵ = a+ b

2 , on a deux cas possibles :

Premier cas, Hϵ(A) < +∞

Alors, comme ϵ+ b

2 > ϵ, d’après la remarque précédente on a H
ϵ+b

2 (A) = 0, donc ϵ+ b

2 ∈ B, mais

comme ϵ+ b

2 < b, b n’est plus minorant de B, absurde.

Deuxième cas, Hϵ(A) = +∞
Avec un raisonnement similaire au cas précédent, comme ϵ+ a

2 < ϵ, la remarque précédente nous

affirme que H
ϵ+a

2 (A) = +∞, a n’est donc plus majorant de A, absurde.
On a donc a = b et on a prouvé la proposition.
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Définition 5.2 (Dimension de Hausdorff). Soit (X, d) un espace métrique
Pour toute partie A ⊂ X bornée, on appelle la dimension de Hausdorff de A l’unique réel a tel que
l’on ait

a = sup{s ∈ R+ | Hs(A) = +∞} = inf{s ∈ R+ | Hs(A) = 0}

et on la dénotera dimH(A).

Lemme 5.2. Soit (K, d) un espace métrique compact.
Si Hα(K) < +∞, et si il existe des réels strictement positifs c, l0, une mesure de probabilité µ sur
(K,B(K)) tel que pour tout x ∈ K, l ∈]0, l0[ on ait

µ(B(x, l)) ≤ clα

Alors, pour tout borélien A ⊂ K, on a
µ(A) ≤ cHα(A)

Démonstration. Soit A ∈ B(K), alors soit l ∈]0, l0[, (Ui)i∈I avec Ui ⊂ K , diam(Ui) ≤ l pour tout
i ∈ I et A ⊆

⋃
i∈I

Ui.

On a, pour tout i ∈ I, ∀xi ∈ Ui, Ui ⊆ B(xi, diam(Ui)).
Effectivement, pour a ∈ Ui, comme xi ∈ Ui, on a bien d(a, xi) ≤ diam(Ui) par définition du diamètre
d’une partie, et donc a ∈ B(xi,diam(Ui)).
On obtient donc par hypothèse que µ(B(xi,diam(Ui))) ≤ c diam(Ui)α, et alors

µ(A) ≤ µ

(⋃
i∈I

Ui

)
≤
∑
i∈I

µ(Ui) ≤
∑
i∈I

µ(B(xi, diam(Ui)) ≤ c
∑
i∈I

(diam(Ui))α

On a alors
µ(A) ≤ Hα

l (A)
En faisant tendre l vers 0, on obtient le lemme voulu

µ(A) ≤ Hα(A)

.

Définition 5.3. Pour 0 < a < 1, N ∈ N∗, R = (r1, ..., rN ) ∈ RN avec, pour tout i ∈ J1, NK, 0 < ri < 1,
on définit

Λ(R, a) = {w = w1w2...wm ∈ WN
∗ | rw1w2...wm−1 > a ≥ rw1w2...wm}

avec, pour m ∈ N∗, rw1w2...wm =
m∏
i=1

rwi

Théorème 5.1. Soit (K, d) un espace métrique compact, supposons que pour R = (r1, ..., rN ) avec
pour tout i ∈ J1, NK , 0 < ri < 1 supposons l’existence de c1, c2, c∗,M ∈ R∗

+ tel que l’on ait

∀w ∈ WN
∗ , diam(Kw) ≤ c1rw

ainsi que , pour tout x ∈ K, pour tout a ∈]0, c∗[

|{w ∈ WN
∗ | w ∈ Λ(R, a) , d(x,Kw) ≤ c2a}| ≤ M

En posant ν la mesure auto-similaire sur K de poids (rαi )i∈J1,NK, et en posant α l’unique réel tel que

N∑
i=1

rαi = 1

Alors, il existe c3, c4 ∈ RN∗ tel que pour tout A ∈ B(K, d) on ait

c3ν(A) ≤ Hα(A) ≤ c4ν(A)
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Remarque : Cela nous indiquera donc que 0 < Hα(K) < +∞, et donc dimH(K) = α.
Ce théorème nous permet donc sous certaines hypothèses de calculer efficacement la dimension de
Hausdorff de K.

Démonstration. Commençons par remarquer que sous les hypothèses du théorème, en posant µ la
mesure de Bernoulli sur Σ de poids (rαi )i∈J1,NK, alors on a nécessairement µ(I) = 0.

Effectivement, la condition |{w ∈ WN
∗ | w ∈ Λ(R, a) , d(x,Kw) ≤ c2a}| ≤ M pour tout x ∈ K

implique que, pour tout x ∈ K l’ensemble π−1(x) est de cardinal majoré par M et est donc fini.
En invoquant le corolaire 4.1, on a µ(I∞) = 0 avec I∞ = {w ∈ Σ | |π−1(π(w))| = +∞}, d’après le
lemme 4.2, on obtient µ(I) = 0.
Cela nous permettra donc en particulier d’utiliser dans la suite de cette démonstration le théorème 4.2.

Pour 0 < a < 1, on note Λa = Λ(a,R) et pour w ∈ WN
∗ on définit

Λa(w) = {v ∈ WN
∗ | wv ∈ Λa}

Montrons que pour a < rw min
i∈J1,NK

(ri)

rαw =
∑

v∈Λa(v)
rαwv

Pour cela, prouvons d’abord que pour a < min
i∈J1,NK

(ri)

∑
v∈Λa

rαv = 1 (∗)

(Notons que si a ≥ min
i∈J1,NK

(ri), alors Λa = ∅)

Considérons la preuve dans le cas N = 2, avec donc Σ = Σ(2) = {1, 2}N.
Posons a < min(r1, r2).
Si premièrement on a p = r1 = r2, alors, il existe un unique n ∈ N tel que pn > a ≥ pn−1, et donc
Λa = Wn = {1, 2}n. On a alors

∑
v∈Λa

rαv =
∑

v∈{1,2}n

pnα = 2npnα =
n∏
i=1

(pα + pα) = 1

Si maintenant r1 ̸= r2, supposons sans perte de généralité que r1 > r2.

Considérons l’arbre binaire suivant où l’ensemble des nœuds représente l’ensemble des éléments de
W∗ :

∅

1

11

... ...

12

... ...

2

21

... ...

22

... ...

Considérons cet arbre en ajoutant une condition supplémentaire : si un nœud représenté par v ∈ W∗
appartient à Λa, alors on supprime de l’arbre l’ensemble de ses descendants.
Cette construction nous permet d’obtenir un arbre binaire de hauteur finie ( de hauteur majorée par
l’unique entier n tel que rn1 ≤ a et rn−1

1 > a ) et dont l’ensemble des feuilles sont les différents éléments
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de Λa.
Remarquons que si τ = τ1τ2...τm ∈ Λa avec τ finissant par 1, alors son voisin τ ′ = τ1...τm−12 appartient
également à Λa, effectivement, si on a rτ1...τm−1 > a ≥ rτ , alors rτ ′1...τ ′

m−1 = rτ1...τm−1 > a et
rτ ′1...τ ′

m < rτ ≤ a donc τ ′ ∈ Λa. En notant M = |Λa|, on a la représentation suivante :

∅

1

11

...

...

1n−1

v1 ∈ Λa v2 ∈ Λa

...

...

...

12

...

...

... vi ∈ Λa

...

...

2

21

... ...

...

... 2p−1

... vM ∈ Λa

Avec Λa = {vi ∈ W∗ , i ∈ J1,MK}, n l’unique entier tel que tel que rn1 ≤ a et rn−1
1 > a et p l’unique

entier tel que tel que rp2 ≤ a et rp−1
2 > a

Intéressons nous premièrement aux éléments de Λa commençant par 1.
Considérons l’élément représenté par la feuille la plus à gauche dans notre représentation binaire
v1 = 1n ∈ Λa et le second v2 = 1n−12 ∈ Λa.
En considérant la somme des deux termes rαv1 + rαv2 , on obtient

rαv1 + rαv2 = rnα1 + r
(n−1)α
1 rα2 = r

(n−1)α
1 (rα1 + rα2 ) = r

(n−1)α
1

On supprime désormais de l’arbre binaire le parent de v1 et v2 et on cherche désormais l’élément v3 le
plus à gauche de notre nouvel arbre binaire.
En posant τ = 1n−22, on a deux cas possibles :
Soit rτ ≤ a, alors τ ∈ Λa il s’agit donc de v3 ∈ Λa/{v1, v2}.
Pour la somme des 3 premiers éléments de (∗), on a

rαv1 + rαv2 + rαv3 = r
(n−1)α
1 + r

(n−2)α
1 rα2 = r

(n−2)α
1 (rα1 + rα2 ) = r

(n−2)α
1

On supprime désormais de l’arbre binaire le parent de v3 et on cherche désormais l’élément v4 le plus
à gauche de notre nouvel arbre binaire.

Si maintenant rτ > a, on a alors τ1 ∈ Λa car rτ1 = rτr1 = rn−1
1 2 = rv2 ≤ a et donc τ2 ∈ Λa, v3 = τ1,

et on a également le deuxième élément le plus à gauche de notre arbre est v4 = τ2 car v3 finit par 1 ,
on a alors

rαv3 + rαv4 = r
(n−1)α
1 rα2 + r

(n−2)α
1 r2α

2 = r
(n−2)α
1 rα2 (rα1 + rα2 ) = r

(n−2)α
1 rα2

Pour la somme des 4 premiers éléments de (∗), on obtient :

rαv1 + rαv2 + rαv3 + rαv4 = r
(n−1)α
1 + r

(n−2)α
1 rα2 = r

(n−2)α
1

On supprime désormais de l’arbre binaire le parent de v3, v4 et on cherche désormais l’élément v5 le
plus à gauche de notre nouvel arbre binaire.
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On procède ainsi par récurrence pour trouver que la somme de (∗) des mots commençant par 1 vaut
rα1 , on procède de manière analogue pour trouver que la somme de (∗) des mots commençant par 2
vaut rα2 , et alors, on obtient que∑

v∈Λa

rαv =
∑
v∈Λa

v=1τ,τ∈W∗

rαv +
∑
v∈Λa

v=2τ,τ∈W∗

rαv = rα1 + rα2 = 1

à présent, pour w ∈ W∗ avec w = w1w2...wm, on a

Λa(w) = {v = v1v2...vn ∈ W∗ | wv ∈ Λa}

= {v = v1v2...vn ∈ W∗ | r(wv)1...(wv)m+n−1 > a ≥ rwv}

= {v = v1v2...vn ∈ W∗ | rwrv1...vn > a ≥ rwrv}

= {v = v1v2...vn ∈ W∗ | rv1...vn >
a

rw
≥ rv} = Λ a

rw

On a donc pour b ≤ a

rw ∑
v∈Λb

rαv = 1 ⇔
∑

v∈Λa(w)
rαwv = rαw

Pour N = 2.
Nous admettrons le résultat ci-dessus dans le cadre général.
Montrons à présent que pour w ∈ W∗,

Kw =
⋃

v∈Λa(w)
Kwv

Comme on a Kwv = Fw(Kv) ⊆ Fw(K) = Kw, on a la première inclusion Kw ⊇
⋃

v∈Λa(w)
Kwv.

Soit à présent k ∈ Kw, il existe τ = τ1τ2... ∈ Σ tel que k = fw(π(τ)) = π(σw(τ)).
pour b < rw min

i∈J1,NK
(ri), on a l’existence de τ̃ = τ1τ2...τn ∈ Wn tel que rτ1τ2...τn−1 > b ≥ rτ̃ , (en prenant

donc τ̃ ∈ Λb) et alors

k = π(σw(τ)) = π(σw(στ̃ (σn(τ))) = π(σwτ̃ (σn(τ)) = fwτ̃ (σn(τ)) ∈ Kwτ̃

En prenant b tel que Λb = Λa(w), on obtient le résultat voulu Kw =
⋃

v∈Λa(w)
Kwv

Or par hypothèse, on a pour v ∈ Λa(w), diam(Kwv) ≤ c1rwv ≤ c1a, donc on obtient

Hα
c1a(Kw) ≤

∑
v∈Λa(w)

diam(Kwv)α ≤ (c1)α
∑

v∈Λa(w)
rαwv = (c1rw)α

Comme µ(I∞) = µ(I) = 0, on a νp(Kw) = rαw d’après le théorème 4.1
Ainsi, on a

Hα
c1a(Kw) ≤ (c1)αν(Kw)

En faisant tendre a vers 0, on obtient

Hα(Kw) ≤ (c1)αν(Kw)

Montrons à présent que pour tout x ∈ K, pour tout a ∈]0, c∗[, en notant Λa,x = {v ∈ Λa | d(x,Kv) ≤
c2a} , on a

π−1(B(x, c2a)) ⊂
⋃

v∈Λa,x

Σv (∗∗)

Soit x ∈ K, on a π−1(B(c2a, x)) = {τ ∈ Σ | d(x, π(τ)) ≤ c2a} en particulier, ∀N ∈ N, pour τ =
τ1τ2... ∈ π−1(B(c2a, x))

d(x,Kτ1τ2...τN ) ≤ d(x, π(τ)) ≤ c2a
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et, il existe n ∈ N tel que rτ1...τn−1 > a ≥ rτ1τ2...τn

En posant τ̃ = τ1τ2...τn, on a τ̃ ∈ Λa,x, et comme par choix de τ̃ on a τ ∈ Στ̃ donc on a bien l’inclusion
(∗∗).
Cela implique que

ν(B(x, c2a)) = µ(π−1(B(x, c2a))) ≤
∑

v∈Λa,x

µ(Σv) =
∑

v∈Λa,x

rαv

Or, par hypothèse, |Λa,x| ≤ M , et puisque pour v ∈ Λa on a rv ≤ a, cela implique que

ν(B(x, c2a)) ≤ Maα

Réécrivons à présent Maα = Mc−α
2 (c2a)α, alors comme pour tout x ∈ K on a ν(B(x, c2a)) ≤

Mc−α
2 (c2a)α, et comme le résultat précédent nous indique que Hα(K) ≤ cα1 ν(K) < ∞, le lemme

5.2 nous affirme alors que pour tout A ∈ B(K, d)

c3ν(A) ≤ Hα(A)

Avec c3 = M−1cα2 .
De plus, comme on a Hα(Kw) ≤ cα1 ν(Kw) alors comme Hα est une mesure borélienne sur (K, d), le
théorème 4.2 nous indique que pour tout A ∈ B(K, d), on a

Hα(A) ≤ c4ν(A)

Avec c4 = cα1 .

Proposition 5.2. Soit Rn muni de sa distance euclidienne d, soit pour tout i ∈ J1, NK, Fi une ri
similitude avec 0 < ri < 1, soit K l’ensemble auto-similaire associé à {F1, ...FN}, soit R = (ri)i∈J1,NK,
et considérons Σ = Σ(N) = J1, NKN.
Alors, si il existe un ouvert O ⊆ Rn non vide borné tel que

N⋃
i=1

Fi(O) ⊂ O et Fi(O) ∩ Fj(O) = ∅ pour i ̸= j (∗)

Alors, il existe c1, c2,M > 0 tel que, pour tout w ∈ W∗, pour tout 0 < a < 1

diam(Kw) ≤ c1rw

Et, pour tout x ∈ K,
|{w ∈ Λ(R, a) | d(x,Kw) ≤ c2a}| ≤ M

Avec pour w = w1w2...wm, rw =
m∏
i=1

rwi

Démonstration. Soit O ⊂ Rn satisfaisant (∗), montrons que K ⊂ O.

En posant pour tout partie A ⊂ Rn, F̃ (A) =
N⋃
i=1

Fi(A), et en posant pour tout n ∈ N∗, On = F̃ (On−1)

et O0 = O, par récurrence on obtient que pour tout n ∈ N, On ⊆ O, et alors lim
n→+∞

(On) ⊆ O, d’après
le théorème 1.1 , on a K = lim

n→+∞
(On) ⊆ O.

Cette relation nous indique en particulier que pour tout w ∈ W∗, Kw ⊆ Ow ⊆ Ow.
Sans perte de généralité, on peut supposer que diam(O) ≤ 1 et donc diam(Kw) ≤ diam(Ow) =
diam(Ow) = rw.
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Montrons à présent que pour tout x ∈ K, pour tout 0 < a < 1, en notant Λ(R, a) = Λa et en
définissant Λa,x = {v ∈ Λa | d(x,Kv) ≤ a}, on a⋃

w∈Λa,x

Ow ⊆ B(x, 2a)

Soit w = w1w2...wm ∈ Λa,x, donc rw1w2...wm−1 > a ≥ rw et d(x,Kw) ≤ a et montrons que pour tout
y ∈ Ow, d(x, y) ≤ 2a.
On sait que Kw ⊆ Ow, on a donc plusieurs cas possible :

(i) : y /∈ Kw, x /∈ Ow
Alors, pour c ∈ Kw, on a

d(x, y) ≤ d(x, c) + d(c, y) ⇒ d(x, y) ≤ inf
c∈Kw

(d(x, c)) + diam(Ow) ≤ 2a

(ii) : y /∈ Kw, x ∈ Ow, alors d(x, y) ≤ diam(Ow) ≤ a ≤ 2a
(iii) : y ∈ Kw, x /∈ Ow, le résultat du calcul effectué dans le cas (i) reste valide.
(iv) : y ∈ Kw, x ∈ Ow, le résultat du calcul effectué dans le cas (ii) reste valide.
On a donc bien Ow ⊆ B(x, 2a) et on a prouvé

⋃
w∈Λa,x

Ow ⊆ B(x, 2a).

Soit λ la mesure de Lebesgue sur Rn, alors comme par hypothèse, si w ̸= v, on a Ow ∩Ov = ∅ et donc

λ

 ⋃
w∈Λa,x

Ow

 =
∑

w∈Λa,x

λ(Ow) = λ(O)
∑

w∈Λa,x

(rw)n

Donc
λ(O)

∑
w∈Λa,x

(rw)n ≤ λ(B(x, 2a)) = C(2a)n

Avec C = λ(B(0, 1)).
En posant D = min

i∈J1,NK
(ri), on a pour w = w1w2...wm ∈ Λa,x

rw =
m∏
i=1

rwi ≥ D
m−1∏
i=1

rwi > Da

Donc
λ(O)

∑
w∈Λa,x

anDn ≤ C(2a)n

⇒ |Λa,x| ≤ C2n
λ(O)Dn

Et, la proposition est démontrée.

Corollaire 5.1. Sous les hypothèses de la proposition 5.2, on a alors dimH(K, d) = α où α est l’unique
réel satisfaisant

N∑
i=1

rαi = 1

Démonstration. La proposition 5.2 nous permet d’appliquer le théorème 5.1, et alors 0 < Hα(K) <
+∞, et donc dimH(K) = α.

Exemple 5.1. L’ensemble triadique de Cantor K vérifie les hypothèses de la proposition 5.2 (par
exemple avec l’ouvert O =]0, 1

2 [), comme le rapport de similitude des fonctions {f1, f2} associés à K
sont de 1

3 , il suffit de trouver le nombre α tel que 2(1
3)α = 1 et alors, dimH(K) = ln(2)

ln3) .
Le triangle de Sierpiński précédemment évoqué est quand à lui de dimension ln(3)

ln(2) .
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