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Introduction.

Dans ce mémoire on se propose d’étudier les fonctions elliptiques, fonctions qui possédent deux
périodes indépendantes.

Les fonctions méromorphes peuvent se classer dans trois catégories différentes selon leur périodicité
et 'une d’entre elles est celle des fonctions elliptiques.

Dans une premiére partie, nous démontrerons des résultats importants a propos des fonctions
elliptiques, notamment le fait qu'une telle fonction entiére est constante, nous parlerons aussi de
I'ordre d’une fonction elliptique et les résultats qui découlent de cette définition.

Dans un second temps, nous étudierons de nombreux exemples de fonctions elliptiques telles que
la fonction p de Weierstrass, les fonctions de Jacobi ou bien le sinus lemniscatique ainsi que leurs
applications aux fonctions elliptiques. En effet, nous verrons que toute fonction elliptique est une
fraction rationnelle de p et o’ ou encore un produit de fonctions de Jacobi 65.

1 Préliminaires.

Définition 1.1

Une fonction méromorphe f:Q)— C est dite périodique de période T € C* si pour tout z dans C :
z+717€Q et f(z+7)=f(2)

Remarque 1.2

Il n’y a pas unicité de la période d’une telle fonction, en effet, pour tout A dans 7%, X\ est une
période de f.

On note Ay I'’ensemble des périodes de la fonction f

Soit f une fonction méromorphe non constante, de trois choses l'une :
Ap=0

- Il existe T € C* une période de f avec |T1| minimal tel que Ay=m7Z*

- Il existe 11,79 € C* deux périodes de f tel que :

%%]R et V7 € Ap:3l(n,m) €Z?, T=nT1+mn
2

Nous appellerons de telles périodes T, et o des périodes fondamentales de f

Toute fonction méromorphe avec trois périodes indépendantes est constante

Remarques 1.5

(i) Le théoréme nous dit en réalité que si nous sommes dans le 3°™° cas : Ay =717+ 17 ;
avec T et To des périodes fondamentales de f

(i) Il n’y a pas unicité des périodes fondamentales de f, par exemple, +7 et +75 en sont aussi

(i1i) Toute fonction vérifiant le 3°™° cas est dite doublement périodique



Tllustration du 3°™¢ cas

Soit f une fonction périodique non constante, l'ensemble Af ne contient pas de point d’accumu-
lation, c’est un ensemble discret de C.

Démonstration.
On démontre ce lemme par I’absurde.
Posons o € Ay un point d’accumulation et soit P I'ensemble des poles de f.
Il existe une suite (7,,) de Ay telle que (7,,) converge vers « tel que pour tout i# j : 7;#7;
Soit zg € C\P, 2o+ € C\P car a € Ay, par continuité de la fonction f et périodicité :
flzo+a)= lim f(zo+7n)= f(20)
n— 400

Ainsi, zp+ « est un zéro non isolé de la fonction méromorphe f — f(zp). Ainsi par le théoréme
des zéros isolés, f — f(zo) est identiquement nulle, donc f = f(zo), ce qui est impossible car f est
supposée non constante. O

Remarque 1.7

Pour tout A non vide tel que A C Ay. Alors, il existe 7 € A tel que : |7|=inf{|7|, 7€ A}

En effet, {|7|,7 € A} est une partie non vide minorée par 0 sans point d’accumulation. Elle admet
donc un minimum.

Démonstration de la proposition.

Si Ay ={0}, nous sommes dans le 1°" cas. On suppose donc maintenant que Ay {0}

D’aprés la remarque précédente, on sait qu’il existe 7 € A tel que
|7|=1inf{|7|,7 € A}

Posons B=7Z. 1l est immédiat que B C Ay.

Si B= Ay, nous somme dans le 2™ cas, en revanche si B+ Ay, il faut montrer que nous sommes
dans le 3°™° cas.

En utilisant & nouveau la remarque pour Af\B, il existe 7o € Af\B tel que
|7o| =inf{|7|,7 € A;\B}
- Montrons pour commencer que n ¢ R. Supposouns par I'absurde qu’il existe A € R tel que o= A71.
T2

Alors A€ R\Z, car o€ Af\B, et de plus 7o — [A |11 = (A — [X|)T1 € Ay, avec A — | A ] €]0; 1], ce qui
est impossible d’aprés la définition de 7,

- Montrons maintenant que toute période 7 de A¢ peut s’écrire de maniére unique sous la forme
T=nT+mm, n,meE7Z.



En effet, puisque n ¢ R, {11, 72} forme une base de C en tant que IR espace vectoriel; ce qui entraine
T2

I'existance de deux scalaires uniques Aj et Ay tels que 7= A\171 + Ao7o.

. . . 1
De plus, il existe deux entiers nj et na tels que |A; —ng| < 5 et | A2 — ng| <

Ainsi :

No| =

(/\1 —n1)7'1—|— ()\2 —ng)TQZT —nN1T1 —ngTQEAf

Par conséquent :

1.

2.

Si Ay —n1=2Xs—n9=0, alors 7 =n17 + namo

Si A —n1=0et Ag—ng#0, alors (A2 —n2)72 € Ay et [(A2 — na)Ta| < |72
Donc, par définition de 72, (A2 — n2)m2 € B, d’out l'existence d’un n € Z tel que

T=nT1+NaTo

. Le cas Ay —n1#0 et Ao —ng =0 est impossible car (A —n1)7 € Ay et [(A —n1)71| < |7, ce

qui contredit la défintion de 7

Si (A1 —n1)(A2 —n2) #0, on a, puisque % ¢R:
2

|T*Tl17‘17ng7'2| g |()\17n1)71|+|()\27n2)7'2|
1
SETCARAE)
< [

Donc, par défintion de 7o, 7 — n17 — name € B, d’ou l'existence d’'un n € Z tel que

T=nT1+NaTo



2 Fonctions elliptiques

2.1 Définitions.

I Définition 2.1 I
On appelle fonction elliptique toute fonction méromorphe dans C non constante doublement
périodique

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux résultats principaux des fonctions elliptiques
avant d’expliciter des exemples dans les sections suivantes.

I Définition 2.2 I
Soient a € C et 71, 5 € C*, on appelle parallélogramme issu de a l’ensemble :

P.(11,m2) ={a+rm+sm,0<r, s<1}

Dans le cas ou f est une fonction elliptique de périodes fondamentales 7, et 75 et a =0, on parlera
d’un parallélogramme fondamental de f. On le notera dans la suite P (7, 72)

a+T1+ T2

a+71

a+ Ty

Tllustration d’un parallélogramme issu de a

2.2 Théoréme de Liouville.

Toute fonction f elliptique holomorphe sur C est constante.

Soient a € C et 11,72 € C* tels que % ¢ R. Alors pour tout z dans C, on peut associer un unique
2

¢ € Py(11,T2) et deux uniques n,m € Z tel que z=( + nrm + mms

Démonstration.

La démonstration est similaire & celle du précédent lemme en considérant z — a.

En effet, % ¢ R, donc {71, 72} est une base de C en tant que R espace vectoriel; ce qui entraine
l’existanceQde deux scalaires uniques « et 3 tels que :

z—a=an+fn=(a—|a))n+ (8- 8])+ a|n+ [F]m
€[0,1[ €[0,1]



Donc on a bien montré 'existance d’une telle décomposition, il faut desormais montrer I'unicité.
Pour cela, supposons que :
Gtnim+mime=2=C+nem+men

et donc
G— G =(n1—n2)m1 + (M1 —m2)To
De plus, (1, (2 € Py(11,72), donc il existe r,s€]—1,1] tel que (o— G1=rm1+ 872

Par unicité de la décomposition dans la base {71, 72} on en déduit :

r=ni1—no€Z r=
{ 1—N2€ — {5

car le seul entier entre —1 et 1 est 0
s=mi—mo €7

I
oo

D’ou 'unicité. O

I Remarque 2.5 I

Grace a ce lemme, nous pouvons en déduire l’egalité suivante :

C=J Pur(m,m)
YEAf

[

#

Ilustration du lemme 2.4 et de I'égalité précédente

Démonstration du théoréme 2.3.
Soit P(71,72) un parallélogramme fondamental de f.

La fonction f étant holomorphe sur C, elle est donc continue et ainsi bornée sur OP (71, 72), et par
le principe du maximum, f est bornée sur P(7y, 72).

Ainsi, d’aprés le lemme 2.4, tout nombre complexe z peut s’écrire sous la forme :
z=(+nm+mry avec (€ P(11,72) et n,meZ
On en déduit donc

sup [f(2)|= sup [f(Q)]<+o0
zeC CEP(71,72)

La fonction f est donc bornée et entiére, donc constante par le théoréme de Liouville.

2.3 Ordre d’une fonction elliptique.

Soit z € C. D’apres le lemme 2.4, il existe ¢ € P(71,72) et n,m € Z tel que z=(+nri+mmo.

Vient alors :

2z € C est un zéro ou un pdle d’ordre p d’une fonction elliptique f si et seulement si  est respec-
tivement un zéros ou un pole d’ordre p




Démonstration.
- Si z est un pole d’ordre p, par la caracterisation des poles il existe ¢ tel que l'on ait :

%imohi”f(z—i—h):c — %imohpf(C—l-nTl—l—ng—l—h):c
— Ain})hpf(CJrh):C
<= ( est un pole d’ordre p de f

- Si 2z est un zéro d’ordre p. Remarquons que si f est elliptique, — est aussi elliptique (C est connexe

f
donc M(C) est un corps, 7 est donc méromorphe), ainsi on a :
) ) U 1
z est un zéro d’ordre p de f <= =z est un pole d’ordre p de 7
T 1
<= ( est un pole d’ordre p de 7

<= ( est un zéro d’ordre p de f

I Théoréme 2.7 I

Toute fonction elliptique f posséde au moins un pole dans P(r1,T2)

Démonstration.

Par I'absurde, si f ne posséde aucun pole dans P(71,72). Par la proposition 2.6, f ne posséde aucun
pole dans C, ainsi, f est entiére. Ainsi, f est donc constante, ce qui est une contradiction. O

Le nombre fini de péle (compté avec multiplicité) d’une fonction elliptique f dans un de ses
parrallélogrammes fondamentals P(11,72) est appelé l'ordre de f.

Démonstration.

Pour que cette définition ait un sens, il faut montrer que le nombre de pole (compté avec multi-
plicité), est indépendant de la paire de périodes fondamentales.

Soient (711, 72) et (w1, ws) deux paires de périodes fondamentales de f. Désignons A et B respecti-
vement l’ensemble des poles de f dans P(7y,72) et P(wi,wa).

D’aprés le Théoréme 2.7 et le lemme 2.4, A et B sont non vides et finis.

Posons alors j: ;4% avec z = ( +nwy +mwa, (€ B et n,m € Z. Cette fonction est bien définie

—
par unicité de la décomposition de z démontré dans le lemme 2.4. 11 suffirait alors de montrer que
j est bijective pour obtenir le résultat voulu.

- Soit 21,22 € A tel que j(z1) = j(zz2). Alors, z1 — 22 € Ay et il existe, puisque (71, 72) est une paire
de période fondamentale et de ce fait forme une base de C en tant que R espace vectoriel, deux
scalaires r et s tels que :

21— 29=7T1+ ST2

Comme de plus 21,20 € P(11,72) et z1—22€ A5 : —=1<r,s<1,1,5€Z



Par conséquent, par 'unicité d’une telle décomposition, r =s=0 et on a bien z; = zs.
- Soit ¢ € B. Alors, il existe z € A et n,m € Z tels que :
(=z4+nm+mn

Ainsi, (w1, ws) étant une paire de périodes fondamentales de f, il existe p1, p2, ¢1, g2 € Z tel que :

z = (—nm1+mmn
¢ —n(piw1 + qiwa) — m(powi + gows)
= (+(—npi—mpawi+(—ng —mg)w:

Drou, j(z)=¢
La fonction j est donc bijective, A et B étants finis, on en déduit que |A|=|B]| O

L’ordre d’une fonction elliptique est supérieur ou égal a 2

La somme des résidus des poles de f dans un de ses parrallélogrammes P,(71,72) est nulle.

Démonstration.
Soient {b1,...,b,} les n poles distincts de f contenus dans P(7,72).
Supposons pour commencer que {by,...,b,} NIOP (1, 72) = 2.

En supposant le bord P(7q,72) oriénté positivement, on a d’apreés le théoréme des résidus :

Ainsi :
AP(nﬂ)f(z)dz = Llf(z)dz+L2f(z)dz+/73f(z)dz+/v4f(z)dz
1 1 1 1
- Tl/o f(”1>dt+72/0 f(TlthTz)dtfﬁ/O f(72+tn)dt—72/0 f(trs)dt

1 1 1 1
= Tl/o f(t'rl)dt+7'2/0 f(t'rg)dt—ﬁ/o f(t'rl)dt—'rg/o ftms) dt
=0

Supposons desormais qu’au moins un des poles b; se trouve sur le bord de P(71,72).



Les poles étant isolés, il existe o € C* tel que sur le bord du parallélogramme fondamental translaté
Pa:{<+aa<ep(7—la7_2)}

il n’y ai aucun pole de la fonction f mais que son intérieur contienne tous les poles de f contenus
dans P(71,T2) et seulement ceux-ci.

En effet, soit S I'ensembe des poles de f, SN P, est fini, donc il existe 7 € [0, 1] tel que :
{Fri+sm,s€]0,1[}NS=2

De méme, il existe § € [0, 1] tel que
{rri+3m,rel0,1}NS=2

On pose alors a =771 + 8§73, ainsi :

O(Po) ={(F+7r)m1+ 82,7 €[0, 1[JU{Fr1+ (s + 8)12, s € [0, 1[JU{(F +7r)11+ (§+ 1)72,7 €[0,1[} U
{F+D7m+ 5+ 8)12,s€[0,1JU{(F+ 1)1+ (§+ 1)1}

n’intersecte pas S par Ay périodicité de f.

Ainsi par un calcul identique au précédent appliqué au parallélogramme P,, on obtient que la
somme des résidus est nulle. g

Démonstration de la proposition 2.9.

Supposons par 'absurde que o( f) < 2.

- Si o(f) =0, f ne posséde pas de pole et est donc holomorphe. Or toute fonction elliptique
holomorphe est constante, ce qui contredit I’hypothése

- Si o(f)=1. Posons p I'unique pdle (simple) de f.

Au voisinnage de p on peut alors écrire f(z)= + g(z), avec g une fonction holomorphe.

Z—p
Mais alors, Res(f, p) = A, d’aprés le lemme 2.10 on a donc A =0, donc f est est holomorphe;
finalement f est constante contrairement a I’hypothése.

O

{ Théoreme 2.11 |

Toute fonction elliptique d’ordre m posséde exactement m zéros (comptés avec multiplicité) dans
P.(11,72), aeC

Soit f une fonction elliptique Ag-périodique, f' est une fonction ellitique A-périodique.

Démonstration.
Pour tout z€ C, A€ Ay : f(z+A) = f(2)
Ainsi en dérivant cette égalité on obtient : f'(z+ )= f'(2)

La dérivée d’une fonction méromorphe est aussi une fonction méromorphe, on en déduit alors que
f' est une fonction élliptique Ag-périodique.

O
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Démonstration du théoréme.
Supposons pour commencer qu’il n’y ait ni zéro ni pole de f sur OP(r1, 72).

En supposant 0P (71, 72) orienté positivement, d’aprés le théoréme de l'indice :

2im(p—v) = / f’(z)

(
1 / 1 I 1 /
= T1/ f tTl)dt+TQ f Tl+tT2 dt—Tl/ (T2+tT1 dt — T2/ f
0 0

(tm1) 0 f T1+ t72) (72+t7'1) f(tr
- f(tm) 1f’ (t12) 7 1f’(t7'1) 7 1f’ (tT2)
- Tl/o f(t’l'l) dt + 1 . f(tTQ dt 1/ f(tTl) dt — ] f tTQ) dt

Ou p et v sont réspectivement le nombre de zéros et de poles (comptés avec multiplicité) de la
fonction f dans P(71,72).

Suppsons & présent qu’au moins un des poles ou un des zéros de f se trouve sur le bord OP(71,72).
Les poles étant isolés, il existe a € C* tel que sur le bord du parallélogramme fondamental translaté

Pa:{g+a7C€P(TlaT2)}

il n’y ait aucun pole de la fonction f mais que son intérieur contienne tous les poles de f contenus
dans P(71,T2) et seulement ceux-ci.

Ainsi par un calcul identique au précédent appliqué au parallélogramme P, (71, 72), on montre que
dans P, (71,72), donc dans P(71,72), la fonction f a le méme nombre de zéros que de podles (comptés
avec multiplicité). O

Remarque 2.13

Nous avons démontré au passage que l’ensemble des fonctions élliptiques de périodes T et T
est stable par dérivation et que c’est un corps pour l'addition et la multiplication, mais nous ne
savons pas encore s’il existe des fonctions elliptiques non triviales.

Soit f une fonction elliptique d’ordre m. Alors Yw € C, ’équation f(z) =w admet exactement m
solutions (comptés avec multiplicité).

Soit f une fonction elliptique. Alors, si aq,...,a, sont les p zéros distincts d’ordres respectifs
Ny, ...,Np et by, ..., 0, les poles distincts d’ordre respectifs mq, ..., m, de la fonction f dans
P.(11,72), a € C, il existe deux entiers n et m tel que :

2 q
E n;a; — g mjbj =nT1 +mta
j=1 j=1

Démonstration.

Supposons pour commencer qu’il n’y a ni zéros ni poles de f sur OP (71, 72). En supposant 9P (71, 72)
orienté positivement, d’aprés le théoréme des résidus :

€L ZReSaJ<Id ) i esp, <Id—>

2im OP(71,72) f

11



- a; étant un zéro d’ordre n; de f, il existe 6; >0 et g; € H(B(a;, §;)) tel que Vz € B(aj,n;) :
f(2)=(z = a;)"g;(2) et g;(2) #0

et donc, on a

n;aj gl(z)
0w k)

D’ou

f/
Resa](IdT) =nja;
- b; étant un pole d’ordre m; de f, il existe p; >0 et h; € H(B(bj, p;)) tel que Vz € B(b;, p;) :

f(2) = (2 =b;j)""ih;(2) et h;(z) #0

et donc, on a

_ . myb; hi(z)
7o - = T G)

/
Resy, <Idf7) =—m,b;

D’autre part, en revenant a la définition de 'intégrale curviligne, on a :

f'(z) . _ b (i) [t mt) 4,
/ap(n,m)z 7(2) dz = 7'1/0 Tyt Fond) dt+T2/ (71 + Tot)r—% 7 1+7-2t)

1 / 1
f(71t+7'2 Tgt
—T Tt + To —T Tot
1/0(1 )f( 71t + 72) o

ot) fy [ Pt
n & QA CFnn) &

1
S'(t)
; T ) dt=Fk;2ir k;€Z

Pour cela, posons pour s € [0,1] : uj(s) = f(155)e ") ot v;(s) :/ T;
0

D’ou

Montrons désormais que pour j=1,2:

Ainsi, pour tout s€]0,1[ on a :

uj(s) =7;f (rjs)e =) — ff((g;)) frs)e” =0

Puis, grace a la continuité de la fonction u, pour tout s € [0, 1] : u;(s) = £(0)

Par conséquent,

F(0)=u;(1) = f(rj)e vV = f(0)e~D

et donc .
I
’Uj(l) = f (Tjt) dt = k‘jQZ"/T kj (S Z
En ré ) 0 f(TJt)
n résumeé,
P q
Z leaj — Z mjbj = kQTl — leQ
j=1 j=1
et en prenant n=ky et m = —k1, on obtient le résultat.

Supposons a présent qu’au moins un des poles ou un des zéros de f se trouve sur le bord OP (71, 72).
Les poles étant isolés, il existe o € C* tel que sur le bord du parallélogramme fondamental translaté

Pa:{g‘i‘a,CEP(Tl,Tg)}
il n’y ai aucun pole de la fonction f mais que son intérieur contienne tous les poles de f contenus
dans P(71,T2) et seulement ceux-ci.

Ainsi par un calcul identique au précédent appliqué au parallélogramme P,, on peut conclure. [J
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3 La fonction p de Weierstrass

Dans le chapitre précédent, nous avons vu de nombreux résultats sur les fonctions elliptiques. Il est
trés aisé de constuire des fonctions ne possédant qu’une seule période, cependant, il est beaucoup
plus compliquer de construire des fonctions (non triviales) admettant deuz periodes fondamentales
distinctes. Dans cette partie nous allons traiter ’ezemple de la fonction o de Weierstrass. Aprés
avoir construit cette fonction, nous montrerons que toute fonction elliptique de méme période que
o est une fonction rationnelle de @ et @'

3.1 Définition de la fonction p de Weierstrass.

Soient 11, 70 € C* tels que % ¢ R fixés et posons
2

VkeN : Yp={(n,m) € Z* max (|n|,|m|) =k}

Tous les Ty, sont symétriques par rapport a l'origine. Autrement dit,

(n,m)eYyr < (—n,—m)eTy

Illustration de Yy pour k=1,2,3
Posons de plus :
Yn,meZ: op m=nT+Mm
A={opm,n,meZ} et A*=A\{0}

A définit un réseau symétrique par rapport a l'origine.

IProposition / Définition 3.1I

Etant donné un réseau A, on lui associe une fonction notée o, ou p s’il n’y a pas de confusion
& craindre, et définie sur C\A par

_ 1 _r 1
oa(z) = 22 +7§* <(2—’Y)2 ’)/2>

Cette fonction est appelée fonction o de Weierstrass.

La fonction p est méromorphe dans C. Plus particulierement :

1. peH(C\A) et p'(2)=—2) (z_—l,y)s

YEA

2. Tous les points du réseau A sont des poles doubles de p de résidu 0

13



Pour montrer cette proposition ainsi que la bonne définition de g, nous allons d’abord démontrer
deux lemmes :

Pour tout k€ N* :

ot § =min {|oy, m|, (n,m) € T1}

Démonstration.

On a pour tout £ >0 :

Tkl = K(n,m) € 2% max (|n|, |m[) <k} = [{(n,m) € 2% max (|n|, |m[) <k — 1}
= (2k+1)?—(2k—1)?
= 8k

T contient donc 8k points.
Ensuite, pour tout (n,m) € Yy : |op,m| > kd. En effet, supposons sans perte de généralité || > |72
Nécessairement, 6 = |72| = |00,1]. Ainsi on a :
|n71 +m7e| = max (|n|, |m|)|m| =ké
On a alors immeédiatement :
1 1
Tl S 2, TP

8
S PRz

(n,m)€eTy

Pour tout w € A, la suite (U, ,) définie par

est uniformément convergente sur tout compact K C C\(A*\{w})

Démonstration.

K étant un compact, il existe un nombre 7 > 0 tel que K C B(0,). Ainsi, puisque pour tout z € K
et tout |0y, m| = [nT1 + M| > 21

Ug,m — (22— 2200 m+ O’%_ym)

Jr%.,m(z - Jnﬂn)2

z2(z — 20m,m)

Un,m(z - O-Tl-,m)Q
o2
— o-nvm
= 2
|on,m[3|1— z
On,m
10r
<
|on,ml



On obtient ainsi, d’apres le lemme précédent, que pour tout couple d’entier j > 1>

2r

]

j
1 1
sup [Wa,(2) = Wua(e)] = sup | - [ 37 <<H E o2 )
zeK zeK |20 (n,m)eYs n,m n,m
On,mFW
J 1
<wrd | > o
k=141 \ (n,m)er, ' ™
j
o 8§ L
03 k2
k=Il+1

Par conséquent, (¥, ,)pen est une suite de Cauchy sur K pour ||-||oo, €lle est donc uniformément

convergente sur K.

O

Nous pouvons désormais démontrer la proposition 3.2.

Démonstration.

1. Pour montrer que la fonction p est bien définie sur C\A, on écrit :

o(2)

Ensuite, d’aprés le théoréme

1 1 1
S+ <———>
2 —2 A2
S AN e

+oo
1 1 1
B ( ) )
2 E: E: _ 27 2
‘ k=1 \ (n,m)€Ty (z=0onm) On,m
1
—+ lim ¥
ot lim Wop(2)

de Weierstrass3-! et le lemme 3.4, la fonction

‘I’Q = lim ‘I’Q,p
p—+oo

est holomorphe dans C\A* et

W(2)

D’ot pe H(C\A) et

P 1 Y
lim —
f Z <_(z—02 )3)
k=1 \ (n,m)eTy o
1
-2)
yEA* (Z_ ,Y)
o) =~ + W (z) = -2 Y —
23 (z—7)3

YEA

3.1. Soit (fy) une suite de fonction holomorphes dans un ouvert U de C qui convergent compactement sur U vers

une fonction f. Alors f est holomorphe dans U, et pour tout k € N, la suite des dérivées k-iéme ( fT(Lk)) convergent

compactement sur U vers f (k)
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2. D’aprés ce qui préceéde :
1
0(z) =5 + o(2)

avec ¥o une fonction holomorphe sur C\A*, donc au voisinage de 0. Ainsi la fonction p posséde
en 0 un poéle double de résidu 0.

Maintenant, soit w € A*, posons

1 1
W(z)= lim W(z)= Y <_ i _2)
p—+oo yeAw} (z=7)* v
Alors, puisque ¥, € H(C\(A*\{w})) et
1 1 1
PR =gt & e

la fonction g posséde en w un pole double de résidu O. O

I Remarque 3.5 I

Le résau A étant symétrique par rapport a l'origine, on a :

5 (2 5 ()

YEA*

3.2 Propriétés de la fonction p.

La fonction p est paire.

Démonstration.

Pour tout z € C\A :

(11, 72) est une paire de périodes fondamentales de la fonction p. Autrement dit, A, = A*

Démonstration.

Il n’est pas évident de voir que 7| et 7 sont deux périodes de la fonction gp. En revanche, pour la
fonction p’ c’est est clair. En effet, remplacer z par z+7; (i=1,2) dans 'expression de p’ revient
a effectuer une bijection sur les indices, qui laisse invariante la somme.

On a donc pour tout z € C\A :
P'z+m)—p'(2)=0 j=1,2

16



Ainsi, C\A étant un domaine (ouvert connexe de C), il existe deux constantes c¢; et ¢ telles que
pour tout z € C\A :

plz+1)—pz)=¢; j=1,2

N Tj , . .
Ainsi, en prenant z=—-Z, on a, g étant une fonction paire, que
2

s=o3)-o(-5)-0

Par conséquent, 71 et 72 sont deux périodes de la fonction p. D’ott A* C A,
Montrons a présent Iinclusion réciproque. Pour cela, soit 7 € A,. Alors, puisque I'origine est un

pole double de la fonction p d’aprés la proposition 3.2, on a :

lim 72 h) = lim h2p(h) =140
Jim o(T+h) Lim p(h) =1+

Par conséquent, la fonction g possédant un pole double en 7, on a que 7 € A*. O

{ Théoréme 3.8 |
La fonction g est elliptique paire d’ordre 2 qui admet (71, 72) pour périodes fondamentales.

p’ est une fonction elliptique impaire d’ordre 8 dont (11, 72) est une paire de périodes fondamen-
tales. De plus dans Py:(T1,7T2) :

1. 0 est son unique pole. C’est un péle triple de résidu 0

T1 T2 T1+ T2
— — et

2'2’2 2

sont ses trois uniques zéros (simples)

Démonstration.

1. Nous avons déja vus dans la précédente démonstration que la fonction g’ est périodique avec
pour périodes fondamentales le couple (71, 72).

Ensuite, on a
2
o/() = 2+ W(2)
et Uy € H(C\A*), son unique pole dans P,/(71,72) est un pole triple en 0 de résidu 0.

Ainsi, la fonction dérivée ' est une fonction elliptique impaire (car p est paire) d’ordre 3 dont
(71, T2) est une paire de périodes fondamentales.
2. Soit zg € {%,%, 71;72 } Alors,
©'(20) = —p'(=20) = p'(—20+220) = —p'(20) = '(20)=0
T1 T2 T+ T2

279

Alinsi, sont les trois uniques zéros (simples) de la fonction g’ dans Py/(71, 7). O

Définition 3.10
On définit pour tout jeN, j >3 :

G =3 5

yEA*

La famille 1 est sommable pour o> 2.
|y]«
yEA*
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Démonstration.

Nous avons déja démontré le cas =3 plus haut mais nous aurons besoin du cas général pour la
suite.

+oo

Z|71|a:2 Zg;

YEA* k=1 (n,m)€ET
+oo 1
<2l X e
(kd)
k=1 (n,m)€eYy
+oo
8k
< o
< 2 (@)
k=1
+oo
8 1
< 572 ko1
k=1
Cette série est convergente car o > 2. O

Cherchons & présent le développement de Laurent de p au voisinage de zéro.

Posons pour cela la fonction f défini par f(z)= Z ((z—l——l’y)Q —%), qui est holomorphe au
yEA*

voisinage de 0 d’aprés les différents lemmes qui précédent. De plus, les dérivées successives de f
se calculent aisément en dérivant terme a terme sous le signe > :

1
FOE) = (e S —
2 T
En prenant z=0, il vient
1
F(0) = (=1)"(n+1)! Z Tni e
el
YEA
On rappelle de plus que si v € A*, on a aussi —y € A*. La famille <#) N étant sommable,
YEA*
nous pouvons réorganiser ’ordre des termes dans le calcul de la somme. Ainsi, si n est impair, la
somme RS + (771)n -5 est nulle, donc aussi f (”)(0). Finalement, la formule de Taylor nous donne

le développement en série entiére de f a 'origine, donc le développement de Laurent de g :

Au voisinage de 0 on a

o(x) = 5+ f(2)

+oo
- %+Z <(1)nw< Z fyn1+2>zn>
n=1

yEA*

1 = on—+1
- X (X B

n=1 \vyEA*

—+o0
1
= ;—f—z (2n+1)G2n+222”

n=1

{ Théoreme 3.12 |
La fonction p est solution de l’équation différentielle :

u'? = 4ud — 60G 4u — 140Gy

18



Démonstration.

On a les développements limités au voisinage de 0 suivants :

o(z) = % 4 3Gz 4 5Ge2t + O(2)

p'(z)= ;—32 +6G4z +20Ge23 4+ O(2%)

0'(2)? =25 - %f‘* +80Gs+O(2)

1
p(z)?’:;—l—gz—%l—l— 15Gs+ O(2)

Ainsi, un simple calcul montre que 'on a :
©"%(2) — 49%(2) + 60G49(2) + 140G = O(2)

Par conséquent, la fonction o2 — 403 + 60G4p + 140G est une fonction entiere elliptique. Ainsi,
par le Théoréme 2.3, elle est constante. Cette constante étant nulle (il suffit de prendre la limite
z—0), on obtient alors :

02 =40 — 60G4p — 140G

|
Dans la suite, on pose :
g2=g2(A) =60G4
g3 = g3(A) = 140G,
L’équation différentielle s’écrit alors :
w? = 4u® — gou — g3
Le polynome f=4X3— g2 X — g3 posséde trois zéros distincts, & savoir p(%), p(%) et p(#)

et par conséquent on a, pour tout réseau A, ga(A)> —27g3(A)2#0

Démonstration.

La prémiére partie provient du fait que f(p)= o' et que les trois uniques zéros de o’ dans P(7y,7s)

sont %, % et 2 ; 2 De plus, les trois valeurs p(%), p(%) et p( T JQF TQ) sont distinctes deux
7

a deux, sinon pour j=1,2 'équation p(z)= p(i) aurait quatres solutions dans P(7y, 72) comme

le montre le lemme 3.9 (comptées avec leurs ordres de multiplicité) au lieu de 2, qui est 'ordre de
la fonction g, ce qui est en contradiction avec le corollaire 2.14.

Enfin, on sait que I’équation 23+ px + ¢ =0 posséde une racine double si et seulement si
A=4p3+27¢°=0

Ainsi, en considérant 1'équation 42 — ga(A)z — g3(A) =0, dont nous venons de trouver les 3 solu-
tions distinctes deux a deux, on a

4(%)3 + 27(%)2 #0 < gd(A)—27g3(A) #0
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3.3 Application aux fonctions elliptiques.

1. Siz¢ {0,%, %, TIZTQ} : zo est un zéro simple de la fonction p — ©(20)

Soit zg € P(71,72). Alors :

2. Siz€ {%, %, n ;7—2} : zg est un zéro double de la fonction p — p(z0)
Démonstration.

1. Soit zp ¢ {O,%,%,#}. Alors (_,,# 20, 00 (_,, est I'unique point de P(71,72) tel que

—20=C(_z +nm+mn

En effet, si (_,,= 20, on aurait

nT +mme
ZO =
2
En prenant n,m=—1 ou 0, nous aboutissons a une absurdité. Ainsi, la fonction p(z) — p(zo) étant

paire et elliptique d’ordre 2, zg et (., sont ses deux uniques zéros dans P(71,72).
. TL T2 T1L+T2
2. Soit {— T
Soit zg € 55
de la fonction p — p(zo). O

1 T2 T1+ T2

Si zg € {0,7, 7,7} est un péle ou un zéro d’une fonction ellitptique paire f de périodes T

et 1o, il est d’ordre pair.

}. Alors, zg est un zéro simple de la fonction g’, donc un zéro double

Démonstration.
Pour commencer, on va supposer que zg est une zéro de f. Alors on a (car f est paire) :
f(2n+1)(Z0) — _f(2n+1)(_ZO) _ _f(2n+1)(_ZO + 220) — _f(2n+1)(ZO)
On a donc pour tout n €N :
FE ) (z9) =0

Par ailleurs, la fonction f étant elliptique (donc non constante) :

+oo
Im,R>0,Yz € B(z, R) f(z)zz con(z —20)°"  cam#£0

n=m

Par conséquent, la fonction f admet un zéro d’ordre 2m en zq

.1
Supposons a présent que f posséde un pole d’ordre p en zy. Alors, la fonction 7 posséde un zéro

d’ordre p en zg qui, d’aprés ce qui précéde, est pair. O

Toute fonction elliptique f de période T1 et To posséde au moins un zéro et un péle dans Py,(T1,T2)
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Démonstration.

La fonction f étant elliptique, son ordre m > 2, posséde donc au moins un zéros ¢ dans son
parallélogramme fondamental Pr(w1,w2). Ainsi, puisqu’il existe n,m € Z, a € P,(71, 72) tel que

(=a4+nm+mn
on a, 71 et T2 étant deux périodes de f, que
0=f(¢)= fla+nm+mr)= f(a)

De méme, la fonction f posséde au moins un péle w dans Py(wi,ws), par conséquent, I'unique point
b€ Py(11,72) tel que

w=b+nr +mn

est un pole de f (proposition 2.6). O

{ Théoreme 3.17 |
Toute fonction elliptique f de périodes 1 et T est une fraction rationnelle de p et @’

Démonstration.

Supposons pour commencer que f est paire et n’a ni zéro ni péle en 0 et soit a € Py,(71, 72) un zéro
de la fonction f (un tel a existe par ce qui précéde). Alors, a # 0 et pour 'unique point (_, de
P, (71, 72) tel que :

—a=(_q+nm+mn

on a alors :

a=C_a siae{ﬁ T2 T1+72}

1 2'27 2
' a#é’ SlaG%{EBM}
- 2727 2

2. (Ca de P@(Tla 7_2) et d#ca C*C) = C*d?é c, Cfc

3. Si a est un zéro d’ordre, (_, est aussi un zéro d’ordre p de f. En effet, (_, et —a sont deux
zéros de f de méme multiplicité (proposition 2.6) ainsi que —a et a car :

. fl=a+h) . o\, flath)
Jm =y = ()P lim

Par ailleurs, on désigne par ai,(—q,;...,@n, (—q, la suite de tous les zéros de f dans Py,(71,72). Un zéro

nr M} et g fois sinon (lemme 3.15).

d’ordre p étant répété p fois sil n’appartient pas a {5,?, 5

Ainsi la fonction

(p—p(a1))...(p — plan))
a exactement les mémes zéros (comptés avec multiplicité) que f dans Py(71,72) (lemme 3.14) donc
dans C (proposition 2.6).
De méme, si b1, (—p,;- ., bn, (—p, sont les poles de f dans P,(7i, 1), la fonction
1
(9= p(b1))...(p — p(bn))
a exactement les mémes poles, ainsi que leurs ordres respectifs, que f dans P,(7i,72) donc dans C
(Proposition 2.6). Finalement, puisque n=m (Théoréme 2.11),
(9= p0)..(0 = o(b)
(p—p(a1))...(p — plan))

est une fonction entiére périodique, elle est donc constante (Théoréme 2.3)
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D’ou

fecw—ola)). (9= plan)
(9= p(b1))- (= p(bn))

A présent, supposons que la fonction paire f posséde un zéro ou un pole d’ordre 2k en 0 (lemme
3.15). Alors, en posant :

avec c€ C*

.| k si0estun zérode f
77 —k si0est un pole de f

la fonction @7f devient une fonction elliptique de périodes 7| et 7, n’ayant ni zéro ni pole en 0. On
peut donc lui appliquer le résultat précédent.

Pour finir, supposons que la fonction elliptique f n’est pas paire et posons

£(2) f(2) +2f(_2) et fi(2) f(z) = f(=2)

= = 2

Alors, les deux fonctions f; et % sont paires de périodes 1, et To. Ainsi, puisque

2
f=n+ol
on obtient que la fonction f est une fonction rationnelle de p et g’. O

{ Théoréme 3.18 |
La fonction p verifie la relation algébrique suivante :

w=i(o-o(3) (o~ (3o~ o(232)

Démonstration.

Posons la fonction :

r=(o=o(3)e-o(3)e-o(352))

Le quotient
(')
f

est une fonction entiére par la proposition 3.9 et le lemme 3.14, doublement périodique, et donc,
par le Théoréme 2.3, constante. Il faut désormais calculer cette constante.

Pour cela, posons

1 1
Po(z) = lim Py ,(2)= E — =

ole) = L, Yosl2) . ((2—7)2 72)
Alors, puisque ¥y € H(C\A*) et que dans C :

o) = 5+ Tof2)

on obtient par un simple calcul, que

La constante vaut donc 4. O
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4 Les fonctions de Jacobi

4.1 La fonction 0

Notons H le demi plan de Poincaré : H={z € C,Zm(z) >0}. On définit alors,

{ Définition 4.1 I

Soit 0 la fonction de définie par :
VzeH O(z) — Z eiﬂ-n2z =1+ 22 eiﬂn2z

neZ n>1

Cette fonction est bien définie car la série du second membre converge normalement sur tout
compact de H, donc converge uniformement sur tout compact de H. En effet, si K C H est un
compact, il existe r >0 tel que Zm(z) > r pour tout z € K. Il vient alors :

|ei7rn2z| _ e*'frnzl'm(z) < efwn%

La fonction 0 est donc holomorphe sur H.

1
On a pour tout z€H, 0(z+2)=0(z) et 9(—%) = (E)Eﬁ(z)

Démonstration.
- Pour la premiére égalité, on a que :

.o . 2 . 2 iTn2
et (z242) — etmn?zo2imn? _ pimn?z

Le résultat est alors immédiat. O

Pour la seconde égalité il faut beaucoup plus travailler et demande d’aller chercher d’autres théo-
rémes de divers mondes de I’analyse.

. 1
Remarquons d’abord que si z € H, on a aussi —— € H.
z

En effet, si z=x+1iy avec y >0, 0n a:
e e A o (O W GO B
z a2+ y? z |z]?
1 1
Par ailleurs, le nombre (§>2 désigne plus précisément le nombre |z|5Arg(§>, ou Arg est la déter-
mination principale de 'argument. Ainsi, pour z =14t avec ¢t >0, il vient :
1

(-v

7

Ensuite, soit f:IR — C une fonction continue telle que la série de terme général (f(xz+mn))nez soit
normalement convergente sur tout compact de R.
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Les fonctions F'(x Z flx+n) et (x Z | f(z 4+ n)| sont donc continues et périodiques de
nez nez

/(qu)(x)dx / > 1 f(@+p)lde

période 1. On a :

PEZ
CcVu
= / |f(z+p)|de
PEZ
p+1
Z / x)|dx
PEZ

/ :°|f(x>|d:c

La fonction f est donc intégrable sur R. Il en va donc de méme pour la fonction
rr— f(z)e 2™ yeR
puisqu’elles ont le méme module.

La transformée de Fourier de f
+oo

fly)= fz)e > mevdy

existe donc pour tout y € R et la fonction f est continue.

Calculons maintenant les coefficients de Fourier a,,(F') de F :

an(F)

1
/F(x)e_%’m”dx
/ Z f $+p 7217T’I’7,Idx

pPEZ
N————
CVU
_ Z/fx—i_p —sznxdx
PEZ
Jr
_ Z/p 72i7rn(x7p)dx
PEZ
p+1
— Z/ f 7217rn:vd1.
PEZL
+o0 )
_ f(l,)efm'frnxdx
= f(n)

I Théoréme 4.3 I

Soit F une fonction continue périodique dont la série de Fourier est normalement convergente.
Alors on a pour tout x €R :

F(x)= Z a,(F)e%mme

neZ

Démonstration.

Notons :
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Cette fonction est continue (continue sur tout compact de R). Pour calculer ses coefficients de
Fourier, on peut intégrer la série terme a terme. Il vient alors immediatement a,(g) =a,(F) pour
tout n € Z.

Posons h=F — g. Cette fonction est continue et périodique et ses coeflicients de Fourier sont tous
nuls. Mais alors, utilisant le théoréme de Parseval*!, il vient que :

[ @)=Y fan i) =0

nezZ

et puisque h est continue, cette égalité impose h =0. O

IThéoréme 4.4 : Formule sommatoire de Poissonl

Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans C telle que la série Z f(xz+n) converge

5 zZ
normalement sur tout compact, et telle que Z |f(n)| <+4oo. Alors on a's

nez
nez neZ
En particulier, pour £ =0 : Z f(n)= Z f(n)
neZ neZ

Démonstration.

La série de terme général (f(n)e? ™)

nez est normalement convergente sur R puisque la série de

terme général (f(n))necz est absolument convergente.

Sa somme, que ’on appelera g(z), n’est autre, d’aprés le calcul fait plus haut, que la série de Fourier
F. La fonction F' étant périodique de période 1, et sa série de Fourier converge normalement par
hypothése, elle est égale a cette derniére par le théoréme qui précéde. O

Nous voulons appliquer le Théoréme 4.4 a la fonction f:z— ™% ou z € H. Montrons que f
vérifie les conditions du Théoréme.

Sil'on pose A=Zm(z) >0, il vient | f(z 4 n)| =e ™ +™? Soit K un compact de R, il existe a € R
tel que K C[—a,al, et quel que soit z € K, on a

(x+n)?>(|n] —a)? pour n assez grand
Il vient donc
|f(@+n)| <emmAnl =)

La série de terme général (f(z +n))nez est donc normalement convergente. Il ne reste plus qu’a

montrer que la série de terme général (f(n)),ecz est absolument convergente.

I Théoréme 4.5 I

Soit f une fonction continue, intégrable sur R, ainsi que la fonction x+— x f(x). Alors f est

dérivable et on a
+oo

f’(y) :/ —2imx f(z)e~ 27"V dx

—0oQ

Démonstration.

Posons pour n € Z la fonction g,, définie par :

4.1. Théoréme de Parseval : Pour tout f € Lo(T) : || f||?:= Z | F(n)|2
nez
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si bien que l'on a f= lim g,. Sur le compact [-n;n] on a:
n—-+o0o

3§(gy, y) ‘ =|—2imx f(x)e 2"V | = 27z f(x)|

Avec x+—— 27z f(z) indépendante de y et intégrable sur [—n;n].

On peut donc dériver sous le signe / et on a

s = [ —2ima fl)emvas

—n
Comme la fonction z f(x) est intégrable sur R, la limite G(y)= lim gj, existe, et plus précisément,
n—

+oo
gy, converge uniformément vers G. En effet, pour n,me€Z n<m, on a :

194(y) — g(y)| < 27 /

n

"ol f(@)] de+ 2 / e f(@)]

Et le second membre peut-étre rendu aussi petit que 'on veut pour m et n assez grands. Mais
alors, d’aprés le théoréme usuel de dérivée d’une limite, il vient :

F(y)=G(y)

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =e™"2, zeH. Alors :

2

=)

Démonstration.

Appliquons le Théoréme 4.5. Nous obtenons :

. +oo o
f/(y) :/ — Qi et z—2imxy dz
— 00
Faisons une intégration par partie avec les fonctions suivantes :
o, .

U(IE) — elmzz . ’U(ZL’) — 672z7rxy

u/(z) =2inzx imz?z v'(x) = —2imy e 2Ty
et il vient

f/(y) = |:leimvzz_2i7m’y:|+oo/+mweiw$2z—2imvydx

z oo S 2
—_ /+002Z7Ty ei7r:v2272i7r:vy dz
o %
2w 5
= T?Jf(y)

Le terme de bord est nul car z €e H={z € C,Zm(z) > 0}, En effet, on écrit alors z=a+1ib avec
b>0, on a donc :

|ei7mc22 —2iTxy | — |ei7r:v2a7b7r:v272i7r:vy| — e*bﬂ"CD2

La transformée de Fourier f est donc solution d’une équation différentielle homogéne du 1°* ordre

facile a résoudre. D’ou :
2



11 reste a calculer la constante ¢(z). En évaluant la formule précédente en y =0 on obtient

A foo o, foo o,
c(z)= f(0) :/ e’ de:Q/O e E dx

—0o0

—TTU

. s . . © 1 . 2 . . s
Pour calculer cette derniére intégrale, on considére la fonction u+—— e qui est entiére, que 'on

intégre sur le chemin + ci-dessous ou ’angle « est compris entre —% et %

On a alors :

R

R «@ —
2 2 . . 2,210 . 2,.2,21
/e’“u du = / e~ dt+/ Rieife—mR ™ dH—/Trew‘e’” et qt
N 0 0 0

Pour la 2°™¢ integrale :

(03 [e3
. g 2,216 . 2,210 4 ;
/ Rieile=mh do‘ < / |Rie R +i0] qg
0 0

/0‘ |Ri e‘”RQ(COS(29)+isin(29)).H'g| do
0

_ /QR€77‘-RQCOS(29)(‘19
0

— aR e—Trchos(QG)

Cette expression tend vers 0 lorsque R— +00 puisque cos(2a) > 0.

ﬂ- .

4

+oo 2 +oo ; 2,.2 2%
/ e~ dt :/ retoe =TT e ¢
0 0

Remarquons maintenant que si z€ H, on a :

On obtient alors 1’égalité suivante, valable pour tout |a|<

T z\ _m
0<Arg(z)<m < f§<Arg(7><§

)
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Prenons « de sorte qu’il existe r > 0 tel que re'® = \/%, il vient

“+ o0 +oo _ tzi
2/ e dt = 2 ;/ e idt
0 0

Nous avons donc démontré la formule :

c(z)= (;) ? /_+Ooe_”t2dt

oo

+oo
Il est bien connu que 'intégrale de Gauss / e~ dt est égale a 1, ce qui achéve la démonstra-
— 00

tion. O

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la démonstration du Théoréme 4.2.

En effet, d’aprés le lemme précedent, on a :

fmi=rer i)

La série de terme général f (n) est donc absolument convergente. Appliquons le Théoréme 4.4, il
vient, compte tenu du lemme :

1 n?
riz(z+n)? Z\— 5 —im—+42iTnx
E e (+):(7) 25 e (4.1)

neZ neZ

et I’on obtient le résultat annoncé en faisant x =0 dans cette formule. O

4.2 La fonction 03

Proposition - Définition 4.7
Pour zeH et ue C, posons 03 définie par :
03(,“, Z) _ Z €i7rn2z+2i7rnu
neZ

De plus, la fonction ur— 0s(u, z) est holomorphe sur C.

Démonstration.
On a:
?:777122+2i7fnu| — e*ﬂnZIm(z)f%rnIm(u)

le

Fixons alors z € H, et faisons parcourir u sur un compact K ; il existe ¢ >0 tel que pour tout u € K
on a [Im(u)| <cZm(z) (car Zm(z)>0). Pour u € K on a alors

|ei7rnzz+2i7rnu| < efﬂ'Im(z)(n272|n le)

Pour tout z € H, la série de terme général ei™2+2imnu converge donc normalement (en u) sur tout
compact de C, et donc pour tout z € H, la fonction u+—— 63(u, z) est holomorphe sur C.

O
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On a, pour zeH etueC :
1. O5(u+1,2)=05(u,z2)
2. O3(u+z,2)=e ™ 2Mufs(y, 2)

1 imzul( Z 3
3. 93<u,—;>:e (7)293(uz,z)

Démonstration.

L’égalité 1. s’obtient simplement a 'aide d’un changement de variable dans la somme.
Pour démontrer 2., remarquons que l'on a :

imn?z42imn (utz) im(n+1)2z —irz+2im (n41)u—_2itu

e = €

= e imz—2imu eiw(7t+1)2z+2i7r(n+1)u

Il suffit alors de sommer sur n € Z pour obtenir le résultat.
Enfin, pour I'égalité 3. on a pour u=z €R :

1 7i7rn21+2i7rnz
Os| x,— | = E e z
z

neZ
1
Z\5 i (1 2
4.1) = ~\2 Tiz(x+n)
(1) = (32 e
neZ
et par ailleurs, par définition de 03, il vient :

93(%2,2) — E eiﬂ'n2z+2iﬂ'nazz
neZ

_ 2 eiﬂ'(n+z)2z7i7ra:2z

nez

— e—iﬂ'wzz § eiTr('rL+aL')22

neZ

La formule est donc établie pour w € R. Mais pour z € H fixé, les deux membres de cette formule
sont des fonctions holomorphes en u € C. Le Théoréme de prolongement analytique montre que la
formule est vraie quel que soit u € C O

Nous allons maintenant décomposer 03 en produits infinis.

Pour |g|<1 et zeC on a

m(m 1)

1 [l 0-02)= Y s

n>0 m>0 IT5=, (1= ¢¥)
m(m+1)

2. (1—q"2) ==

I 0-0= 3 o

Pour |g|<1 et |z]<1 on a

3H1—qz anll_)

n=0 m2>=0

29



Démonstration.

Dans un premier temps, montrons que les produits et sommes infinis représentent des fonctions
holomorphes en z dans les domaines indiqués.

Le produit H (1 — ¢"z) défini une fonction holomorphe sur C car la série Z |¢"z| converge
n=0 n=0
normalement sur tout compact de C.

Il en est de méme pour les produits H (1—q"z) et H (1—qm2)~ L

n>=1 n>=0
Ensuite, pour les membres de droite on a :

Sur tout compact K de B(0,1), il existe 0 <r <1 tel que :
(~1)mzm

M - (3)"

_1\m.m
Ainsi, la série converge normalement sur tout compact K de B(0,1), la série Z %
m>0 k=1

est donc holomorphe sur B(0, 1).

Nous allons désormais déterminer le développement en série entiére a l'origine des membres de
gauche. Posons a cet effet :

fz)= H (1—-q"2)=ap+a1z+ - +apzm+--- 2€C
n>=0
Nous avons

fan=T[ 1-a'9=25 o (4252 =f2)

250 142

Cette égalité nous permet alors d’écrire que :
(1+2) Z Apq 2™ = Z amq™z™m & Z (@mq@™ + am—1¢™ "t — ) 2™ =0
m>=0 m>=0 m>=1

On en déduit donc la relation de récurrence qui nous permet de calculer les coefficients a,, a partir
de qp=1":

(1—qg™am=q¢" tam_1 VYm=>1

Les démonstrations des formules 2 et 3 sont analogues, en utilisant respectivement les relations
fonctionelles (14 qz) f(qz) = f(z) et (14 2) f(2)= f(2). O

IThéoréme 4.10 : Jacobil

03(’&, 2) _ H (1 _ e(2n+2)i7rz) H (1 + e(2n+1)i7rz+2i7ru) H (1 + e(2n+1)i7rz72i7ru)

n>0 n>0 n=>0

Démonstration.

Avant de commencer & démontrer ce théoréme, donnons-lui une forme équivalente en changeant
les notations. Remplacons e’ par q et ™ par z. Le théoréme est alors équivalent & 1’égalité

Z qn2zn: H (1_q2n+2)H (1+q2n+1z)H (1+q2n+1z—1)

n>0 n>0 n>0 n>0

Par des arguments similaires & ceux fait dans la démonstration du lemme 4.9, on montre que les
trois produits infinis et la série définissent des fonctions holomorphes sur C.

Remplagons maintenant dans la formule 1 du lemme 4.9 ¢ par ¢? et z par qz.
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Il vient

m(m 1)+m m

[T a-at ZW Zm

n>0 m>=0 m>=0

Multiplions les deux membres de cette égalité par H (1—¢®") et appelons P le résultat obtenu.

n>1
Il vient "
P= H (1 _ q2n+1z) H (1 _ q2n+2) — Z m mH 2n+2m)
n>=0 n>=0 m>=0 n>1

Mais lorsque l'entier m est <0, le produit infini H (1 — ¢?7+2™m) est nul. Quitte a rajouter une

P ) - n21
infinité de zéros, on peut donc écrire

P= % ( m 1:[1 2n+2m)>

Aprés avoir écrit 1 — ¢2"*+2m =1+ (¢?)"(—¢*™), nous remplacons dans la formule 2 du Lemme 4.9,
q par q2 et z par qum, et nous trouvons :

(1— g2n+am) — ¢"* ) (—¢q) - (=1)"q
II % - % -
n>1 k>0 Hj:l (1_q2J) k>0 Hj:l (1_q2J)

Portons cette valeur dans 'expression de P, il vient

P CE ()

k k2+k+2km

meZ n>1

_1)k k2 +k+2km

_ Z<qm22m ( k)q1 -

MmEZ k>0 Hj:l( —q%)
= 2D amk

meZ k=0

q(m+k)2+kzm

I15-, (1—¢%)

que la famille (@ k)mez k>0 est sommable.

O = (—1) . L’objectif est d’intervertir les deux sommes, il faut donc montrer

Il s’agit donc de montrer que la fonction J+— Z |@m, x| est bornée lorsque J parcourt
(m,k)eJ

I’ensemble des parties finies de I’ensemble {m € Z} x {k > 0}. Pour g‘ <1
D amil < D ) Jam]
(m,k)eJ k>0 meZ
Z Z q(m+k) +k m+k —k
- 2
k>0 mez Hjﬂ(l—qj)
—k
q Z Z | m+k)2 m+k
> | &
iso | 1T (1= )|,
S I | 3
k>0 HJ 1( meEZ
<

Jal*|z1- i
I i l% > Ja"

k>0 meZ
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En utilisant & présent 'égalité 3 du Lemme 4.9 en remplacant g par ¢? et z par gz~ ! (ce qui est
licite car pour on a bien |gz~!| <1 par hypothése), il vient

) lgl®lz] ™% ] (=gt
Z .
k>0 j:1(1*|ﬂzg n>0
Ce qui montre que :
7 dam el <] O+ @ H12H)71> 0 g™z < 400
(m,k)eJ n>0 meZ

Nous pouvons desormais intervertir les deux sommes dans ’expression de P, ce qui donne

P=> 2, an
k>0 meZ
(=1

= qm
;;) H j=1 (1_ n;Z

— H (1+q2n+1 71 Z q
n>=0 meZ

- [T -] a-e)
n=0 n=0

L’égalité est donc établie pour g‘ <1, et donc quel que soit ¢ pour |z| > 1. Les deux membres de

I’égalité étant holomorphe pour tout z € C, le théoréme du prolongement analytique montre que
les deux membres sont égaux pour tout z € C.

O

{ Théoréme 4.11 |

0(2) _ H (1 _ e(2n+2)i7rz) H (1 + e(2n+2)i7rz)2

Pour zeH, on a

n=>0 n=0
Pour |q| <1, on a (Euler)
<3m2+m>
I[[ a-am=> -pme* 2
n>0 meZ

Démonstration.
1l sufﬁ3t de faire u = 0 dans le Théoréme 4.10 pour obtenir la premiére formule et de remplacer ¢

par g2 et z par —¢2? dans

Z anZn: H (1iq2n+2)H (1+q2n+lz)H (1+q2n+1271)

n=0 n=0 n>=0 n>=0

pour obtenir la seconde. O
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5 Applications aux fonctions elliptiques.

Soit aq, ..., a, des nombres complexes, posons

n
flw) = H Os(u—ay, 2)
r=1
D’apreés la proposition 4.8 on a :

flu+1) = f(u)

e . . (—’l:ﬂ'zn—QiTLﬂ'u—Q’iﬂ'iaT>
flutz)= H 67”Z72”r(“7‘“)f(u):e =1 f(u)
r=1
Soit by, ..., b, d’autres nombres complexes, posons

g(u)= H Os3(u—b,, 2)

f(w)
g(u)

et d’aprés ce qui précéde on a :

La fonction ¢(u) = est méromorphe dans C, comme quotient de deux fonctions holomorphes,

217 ia,.fibr
plut+1)=p(u) et @u+z)=p(ue <v~:1 T-:1>

Si 'on choisit les a, et b, de facon a avoir

b, (5.1)

n n
E ay =

r=1 T

alors ¢ est doublement périodique, de périodes 1 et z, et méromorphe, donc elle est elliptique.
Nous allons voir que par ce procédé on peut obtenir toutes les fonctions elliptiques.

Soit f une fonction elliptique d’ordre n de période 11 et 7 telle que Im(%) > 0 quitte & échanger
1

les indices. On pose alors z =L ¢ H. La fonction g:ur— f(ut) est elliptique, de périodes 1 et z.
T2

Notons I le réseau {i+ jz, (i, j) € Z%} des périodes de g, ai,...,a, et by,..., b, les zéros et les
poles de g dans un P,(1, z), avec répétitions selon la multiplicité. D’apres la proposition 2.15 on a

b.el

> -

n n
r=1 r=

Il existe donc des entiers ig et jo tels que 'on ait

al.=a ah=an—1o
Posons T pourrefl,n—1] et n— "YU Les a) et b. sont encore dans P,(1,z) et
o pourre[ln—1] et § 170070 Les ol ot (1,2)

vérifient la relation (5.1). Quitte a remplacer les a,. et b, par les a,. et b;., on peut donc supposer que
les représentants choisis au départ vérifient (5.1). D’aprés le Théoréme de Jacobi 4.10 les zéros de

la fonction u— 63(u, z) sont les ¢léments de C de la forme 211 mod(T"). Les zéros de la fonction

z+1

U+— 93<u + ,z) sont les éléments de T'.
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Considérons alors la fonction elliptique

93<u—br+z—;1,z)

de périodes 1 et z. Les zéros de ¢ sont les a, mod(I') et ses poles sont les b, mod(T") pour r € [1,n].
Les fonction elliptiques g et ¢ ont donc les mémes zéros et mémes poles (avec le méme ordre de

multiplicité). Le quotient 9 st donc une fonction elliptique sans zéro ni pole, elle est donc entiére,

c’est finalement une constante.

I Théoréme 5.1 I

Soit f une fonction elliptique d’ordre n de période 11 et T avec Im< >> 0. Soient aq,...,an

T1
et B, ..., On les zéros et poles de f dans un Py(11,T2) figurant autant de fois que leur ordre de
n n
multiplicité, choisis de facon a avoir Z Qo — Z B,-=0. Alors on a
r=1 =1l
He u—ar T1+T2 T2
3 27’1 T1
flu)= ceC

H9 U — ﬁr TH—TQ T2
3 27’1 7'1
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6 Sinus lemniscatique.

6.1 Définition et propriétés.

Définition 6.1
Soit f:[-1,1] — [-w,w] la fonction définie par

1—ut

o= [ L e )

Cette fonction est continue, impaire et strictement croissante. De plus, dans |—1,1] :

1 1
IO ==

La fonction réciproque, notée sl pour sinus lemniscatique est continue, impaire et strictement
croissante. De plus, puisque dans [—w,w] :

P VS S —sl(z)* e im sl'(z) =+/1—-sl(w)*=
V@) =gy = VI-slE)" et lim sl ==l =0

la fonction sl est de classe C1.

Nous allons la prolonger en un premier temps, par une symétrie par rapport a la droite verticale
=w, & [~w, 3w| en posant, pour tout x € [w, 3w] :

sl(z) = —sl(z — 2w)

Nous allons maintenant la prolonger a tout R par 4w-périodicité. Autrement dit, en posant pour
tout zeR :

sl(z + 4w) =sl(x)

Ce prolongement est de classe C! et de plus

1. VzeR:
sl'(z) = x(x) /1 —sl(x)4
ou x est la fonction 4w-périodique définie par

1 size|-w,w]
x(@) _{ —1 siz€]w,3w|
2. VzeR:
sl”(z) = —2s13(x)
et donc sl € C*

3.
sl(0) =sl(2w) =0 et sl(w)=-sl(3w)=1
4.
sl’(0)=—sl'(2w) =1 et sl'(w)=sl'(3w)=0
5. VzeR:

sl(—x) =—sl(z) et sl(zx+2w)=—sl(z)

35



| Remarque 6.2 |

1. Le nombre 4w correspond a la longueur de la lemniscate de Bernoulli

T T
F OvA

En effet, par le changement de variable u = +/cos(20) :

dw=4

1 / —2sin(26) d0 /
\/1—u4 \/l—COS2 20) 2\/cos 20) v/ cos( 20
D’ou le | dans sl

2. 1l est possible de définir la fonction sinus de facon analogue en partant de sa fonction
réciproque arcsin: [—1,1] — [%,%} en posant
todu
0o V1—u?

Ics, w="21 et 4w est la circonférence de T.D’ou le s dans le sl.

arcsin(t) =

2
sl(z)sl’(y) + sl'(x)sl(y)
1 +sl(z)2sl(y)?

Pour tout z,y e R :

sl(z+y) =

Démonstration.

Posons pour tout z,y€R :

sl(z)sl'(y) +sl'(z)sl(y)

F(z,y)= 1+ sl(x)?sl(y)?

Alors,

OF OF )

(1 +Sl($)281(y)2)2<%(w, v-g, ) ) = —2sl(2)sl(y) ((sl'()s1(y))* — (sl(@)sl'())?)

+2sl(2)sl(y) (s1(y)? — sl(2)?) (1 +sl(z)?sl(y)?)

=0
et donc :
oF_oF
ox Oy
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Ainsi, pour (z,y) € R? fixé, la fonction

gt)=F(t,x+y—t) teR
or _oF _

Ox 8y0'

est constante car g’ =
D’ou

F(z,y)=g(z)=g(0)=sl(z +y)

6.2 Prolongement de sl a C.

En remarquant que pour tout ¢ € [—w, w] :

/ dz I qu
— = — =it
[0,is1t)] V1 — 24 o V1—u?
il devient alors naturel de définir la fonction sl sur ’axe des imaginaires par :

sl(iy) =1sl(y)
et, en utilisant la formule donnée & la proposition 6.3, de la prolonger a tout le plan complexe C
en posant :
sl(z)sl’(y) +isl'(x)sl(y)

sz +iy) = 1—sl(x)3sl(y)?

On notera que cette égalité peut aussi s’écrire :

sl(z)? +sl(y)?
st (y) — 751/ (5103

La fonction sl est une fonction méromorphe dans C dont les pdles sont les points de

A={(2p+ 1w +i(2q+ 1w, (p, q) € Z*}

sl(:r+iy):s

Démonstration.
En posant pour tout (z,y)eC/A :

sl(x)sl’(y) sl'(z)sl(y)

u(m, ) :W et U(x, y) :W
on obtient que :
@(x y) = sl’(2)sl’(y) (1 +sl(x)?sl(y)?)
o (= sl@)s1(y)%)?

ov

La derniére égalité est due au fait que v(x, y) =u(y,x) et que 'expression de %(x, y) est symé-
. . 4
trique par rapport aux deux variables = et y. De méme :

oug, sy Sl ~ sl
oy (1 =sl(z)?sl(y)?)?
= 7%(x?y)
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Pour la derniére égalité, il suffit de remarquer cette fois que I’expression —(z, y) est antisymétrique

Ay

par rapport aux deux variables x et y.

Ainsi, dans C/ A, les deux fonctions u et v sont de classe C! et satisfont les équations de Cauchy
Riemann. Par conséquent, la fonction sl est holomorphe dans C/A.

Soit & présent zo=xzg+iyo € A. Alors :

sl(zo)?=sl(yo)?=1 et sl'(xg)=sl"(yo) =1

et donc
. . sl(z)? +sl(y)?
lim [sl(z)] = lim .
ZHZ(,| (@)l (z,9)— (zo,50) | SL(2)sl’(y) — i sl’(x)sl(y)
B lim sl(z)? +sl(y)?
(@,9) = (z0,90) \/(sl(z)sl'(y))2 +(s'(z)sl(y))?
= +OO
Autrement dit, zg est un pole de la fonction sl. O

(4w, 2w + 2iw) est une paire de périodes fondamentales de la fonction sl.

Démonstration.

Pour commencer, constatons que la fonction sl est elliptique. En effet, d’une part
242w 1414
T R
4w 2 #

D’autre part, puisque dans R la fonction sl est 4dw-préiodique, pour tout z € C :

_ sl(z + 4w)sl’(y) + i sl'(z + 4w)sl(y) =sl(2)
1 —sl(z + 4w)3sl(y)?

sl(z +4w)

et de plus

sl(z 4+ 2w)sl'(y + 2w) + i sl'(z 4 2w)sl(y + 2w)

sl(z + 2w + 2iw) = T si(z £ 20751(y 1 202 =sl(z)

Montrons & présent que (4w, 2w 4 2iw) est une paire de période fondamentale de la fonction sl. Pour
cela, soit 7 € Ag), d’apres le lemme 2.4, il existe un unique ¢ € P = {rdw + s(2w + 2iw),0< r,s <1}
et deux uniques entiers n,m tels que :

7= ( + ndw + m(2w + 2iw)
D’ou
C=7—ndw —m(2w + 2iw) € Ag U {0}
Montrons que ¢ =0. Pour cela, raisonnons par l'absurde et supposons que ¢ #0.
Ona(eAget
sl(¢)=sl(0)=0

Or, dans P, les deux seuls zéros de la fonction sl sont 0 et 2w. Par conséquent, on aurait que ¢ =2w
et donc

ce qui est impossible, d’ou la contradiction. O
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sl est une fonction elliptique d’ordre 2.

Démonstration.

D’aprés les deux propositions qui précédent, la fonction sl est elliptique, reste a montrer qu’elle est
d’ordre 2. En effet, dans P(4w, 2w + 2iw) la fonction sl posséde exactement deux zéros, a savoir :
0 et 2w qui sont des zéros simples de sl. En effet :

lim M =sl/(0)=1 et lim sl(z) =sl’/(2w)=-1
z—0 Z z—2w & — 2w

I Remarque 6.7 I

Dans P(4w, 2w + 2iw), la fonction sl posséde exactement deux poles (simples), a savoir : w +iw
et 3w+ iw.
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