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COURBES ALGEBRIQUES REELLES MAXIMALES

RESUME. La géométrie algébrique réelle est 1’étude des sous-ensembles de
R” et P(R™) solutions de systémes d’équations polynomiales. Dans P(R3),
toute courbe algébrique non singuliere admet un nombre fini de composantes
connexes. L’objet de ce TER est de démontrer le théoreme de Harnack qui
donne une majoration du nombre de composantes connexes d’une courbe non
singuliére en fonction de son degré. Pour cela, on introduit la notion de multi-
plicité d’intersection de deux courbes et on démontre le théoréeme de Bézout.
On utilise enfin la méthode par récurrence de Harnack pour contruire une
coubre maximale (i.e. qui admet son maximum de composantes connexes)
pour tout degré.
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2 COURBES ALGEBRIQUES REELLES MAXIMALES

1. INTRODUCTION

La géométrie algébrique réelle est I’étude des sous ensembles de R™ ou P(R™)
solution de systemes d’équations polynomiales. De tels ensembles sont appellés
ensembles algébriques. Par exemple, si on se place dans R", soit P € R[X; ... X,],
alors 'ensemble P~1({0}) est un ensemble algébrique. Plus généralement, dans R™,
un ensemble algébrique est de la forme suivante :

{((P)*{opVie{1...m}, P, e R[X; ... X,)]}.

Si P; est de degré d; pour tout ¢, on appelle degré de I’ensemble algébrique ’entier
max{d; }. Dans ce mémoire, nous allons nous concentrer sur les courbes algébriques
K2

dans le plan projectif réel. Une introduction au plan projectif P(R?) sera faite en
début de mémoire.

En une dimension, on connait certains résultats sur les polynémes comme le théoréeme
fondamental de I’algebre qui stipule qu’un polynéme complexe non constant admet
au moins une racine. De plus, si P est un polyndéme complexe de degré d > 0 qui
admet a comme racine, il existe ) un polynéme de degré d—1 tel que P = (X —a)@Q.
On peut donc obtenir le résultat suivant :

Proposition 1. Tout polynome P de degré d > 0 admet exactement d racines
complezes.

Démonstration. On procede par récurrence sur d. Sid =1, P =X —a avec a € C,
donc a est I'unique racine de P. Supposons que tout polyndéme P de degré k < d
admet exactement k racines. Soit P de degré d+1. P admet au moins une racine par
le théoreme fondamental de 1’algeébre. Si on note a cette racine, on a P = (X —a)Q
avec () de degré d. Par hypothese de récurrence, () admet exactement d racines.
Donc P admet exactement d 4 1 racines. O

Dans le cas réel, un polynome de R [X] de degré d admet donc au plus d racines
réelles. On connailt aussi une méthode simple pour fabriquer un polynéme réel qui

admet exactement d racines réelles : on choisit d réels aq, . .., aq distincts et on pose
d

P(X) = H(X — a;). On peut donc fixer le nombre et la disposition des racines

i=1
dans R.

L’objet de ce mémoire va étre de généraliser ce résultat en dimension deux. On
se place dans P(R3). Soit P € R[X,Y] tel que P~1({0}) soit une courbe non
singuliere. Alors P~1({0}) est une union de cercles topologiques, correspondants
a ses composantes connexes. Le théoreme de Harnack, que nous allons énoncer
et démontrer, donne une majoration du nombre de composantes connexes d’une
courbe algébrique non singuliere en fonction de son degré. Pour montrer ce résultat,
nous aurons besoin du théoreme de Bézout qui donne une majoration du nombre
d’intersections de deux courbes non singulieres dans P(R3). Enfin, nous allons uti-
liser la méthode de Harnack pour construire une courbe algébrique maximale, c’est
a dire qui admet son maximum de composantes connexes, pour tout dégré.
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2. LE PLAN PROJECTIF

2.1. Définition.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel. On appelle espace projectif associé a F
et on note P(F) lensemble des droite vectorielles de F.

Dans notre contexte, I’espace vectoriel considéré est R3. L’espace projectif en-
gendré est appelé plan projectif. P(R?) peut se voir comme R3 \ {0} quotienté par
la relation d’équivalence suivante :

V(x,y,z), (uavaw) eR? \ {0}7 (x,y,z) ~ (u,v,w) < dle R\(u,v,w) - )‘(fcvyaz)'

De cette maniere, un point p de P(R3) est défini par un vecteur directeur de la
droite vectorielle correspondante. Si ce vecteur a pour coordonnées (z,y, z) dans
R3, on note [x : y : 2] les coordonnées homogénes de p. On notera que, pour tout réel
non nul k, les points [z : y : 2] et [kx : ky : kz] sont les mémes. Comme on quotiente
R3\ {0}, il y a au moins une coordonnée de [z :y : z] non nulle. Supposons que
z # 0. On peut alors se ramener & des coordonnées homogenes de la forme [z : y : 1],
qui ne dépendent que de deux parametres, d’ou 'appellation plan projectif.

Si I'on considere R muni de la topologie des Boréliens, on peut munir P(R?) de la
topologie quotient correspondante. On considére la projection suivante :

IT: R\ {0} — P(R?)
(,y,2) = [x:y:2].

Alors, si B(R3) est 'ensemble des Boréliens de R3, les ouverts de P(R3) sont définis
comme suit :

YU c P(R?),U ouvert dans P(R?) & II"1(U) € B(R?).

Comme toute droite vectorielle intersecte la spheére S? en deux points antipo-
daux, on peut aussi voir P(R3) comme S? quotienté par I'involution (z,y,z)
(—z,—y,—z). Clest a dire par la relation d’équivalence :
Y(z,y,2), (u,v,w) € S%, (2,9, 2) ~ (u,v,w) & (u,v,w) = £(z,y, 2).

Dans ce cas, on munit S? de la topologie induite : les ouverts de 52 sont les ensembles
de la forme UNS? avec U un Borélien de R?. On appelle cette topologie 2. P(R?)
est alors muni de la topologie quotient associée. On va montrer que si ’'on quotiente
S2 ou R3\ {0}, les espaces topologiques obtenus sont les mémes. Considérons la
projection suivante :

p:S? — P(R?)
(@,y,2) = [wry: 2]
On remarque que p = Il|g2. Ainsi on a
YU C P(R?),p~"(U) =T1"1(U) N S2.

On appelle 711 la topologie quotient de la topologie de R? et 7p la topologie quotient
de la topologie induite sur S2. On a donc :

YU C PR, Uem e HU)eBR}) «p H(U)ers: & UcT,.

Les topologies 7, et T sont donc équivalentes.



4 COURBES ALGEBRIQUES REELLES MAXIMALES

2.2. Les courbes algébriques dans le plan projectif.

2.2.1. Définition d’une courbe de P(R3) :
Soit P € R[X,Y, Z]. Pour que P~1({0}) définisse une courbe dans P(R?), il faut
la relation suivante :

V(@,y, 2), (u,0,w) € RO\{O}, ([z 1y : 2] = [u: v w]) = (P(z,y,2) = 0 & Pu,v,w) = 0).
On sait déja que :
Y(z,y,2), (u,v,w) € RIN{0}, ([x:y: 2] =[u:v:w]) < (Fk € R\{0}[u:v:w] = [kx: ky: kz])
Il faut donc que P vérifie :
Vk € R\ {0},V(z,y,2) € R*\ {0}, P(2,y,2) = 0 & P(kx,ky, kz) =0
En particulier, tout polynome homogene vérifie cette relation.
Pour passer d'une courbe dans R? & une courbe dans P(R?®), nous allons ho-
mogénéiser la courbe. Cela signifie que nous allons transformer le systéme de po-
lynomes initial en un systeme de polynéomes homogenes a 3 variables.
Soit T la courbe du plan R? de degré d définie par P(X,Y) = Z ai)inYj =0.
i+j<d
On appelle homogénéisé de P le polynome Q(X,Y,Z) = Z ai,inYjZd*i*j.
i+j<d
De cette maniere, @ est bien un polyndéme homogene et {Q) = 0} définit bien une
courbe car :

Vk € R\ {0},Y(z,y,2) € R*\ {0}, Q(kx, ky, kz) = k*Q(z,y, 2).

2.2.2. Résultats topologiques.

Nous allons nous intéresser a quelques résultats topologiques sur les courbes algébriques.
Tout d’abord, on admettra qu’une courbe algébrique non singuliere contient un
nombre fini de composantes connexes, toutes difféomorphes & un cercle.

Définition 3. On appelle ovale toute composante connexe C' d’une courbe algébrique
T telle que P(R?)\ C posséde deux composantes connexes.

On admettra le lemme suivant :

Lemme 4. Le complémentaire d’un ovale dans P(R3) posséde une composante
connexe homéomorphe a un disque, et une homéomorphe a un ruban de Mobius.

Une démonstration de ce lemme est faite dans [1].

Définition 5. On appelle pseudo-droite toute composante connexe C' d’une courbe
algébrique I telle que P(R?)\ C est connexe.

On admettra le lemme suivant.

Lemme 6. Le complémentaire d’une pseudo-droite dans P(R®) est homéomorphe
a un plan affine.

Proposition 7. Toute courbe algébrique non singuliére dans P(R3) admet au plus
une pseudo-droite.

Démonstration. Soit I' une courbe algébrique non singuliere possédant une pseudo-
droite D. On suppose que I' a d’autres composantes connexes, soit alors C' une de ces
composantes. Comme T' est non singuliere, C' est contenu dans le complémentaire
de D dans P(R?®). Ce complémentaire est homéomorphe & un plan affine par le
lemme 6. Ainsi, le couple (C, P(R3)\ D) est homéomorphe au couple (S!, R?). Par
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le théoreme de Jordan, on sait que S! sépare R? en deux composantes connexes.
On peut donc dire que C sépare P(R3)\ D en deux composantes connexes. Comme
D n’intersecte pas C, C sépare P(R3) en au moins deux composantes connexes,
donc C est un ovale. O

3. LE THEOREME DE BEzouT

3.1. Intersection de deux courbes.

Dans la suite, si P est un polynome, on appellera également P son ensemble d’an-
nulation. Soient P et @ deux polynémes homogenes de C[X,Y, Z]. On se place en
un point p = [z, : yp : 1] de P(C?). On dit que P et @ s’intersectent en p si les
courbes P et () contiennent toutes les deux p.

Théoréme 8. Pour tout point p et tout polynéme P,Q € C[X,Y, 7], il existe un
entier I,(P, Q) qui vérifie :

(1) 1,(P,Q) =0

(2) I,(P,Q) =0 < P et Q ne s’intersectent pas en p

(9) L,(P,Q) = 1,(Q, P)

(4) 1(X — 2y, Y — ) =1

(5) SiI,(P,Q) =1, alors les tangentes a P et Q en p sont distinctes.

(6) pour tout polynéme homogéne R on a I (P, Q) = I,(P,Q + PR)

(7) pour tout polynéme homogéne R on a I,(P,QR) = I,(P,Q) + I,(P, R)
On appelle cet entier multiplicité d’intersection de P et Q en p.

La construction d’un tel entier est faite dans [2].

Si A C P(C?), on note I4(P,Q) = Z I.(P,Q). De la méme maniére, on note
z€A
I(P,Q) = Z I.(P,Q). On voit alors facilement que I(P, Q) vérifie les pro-
©€P(C?)

priétés (1), (3), (6) et (7).
Nous allons faire le parallele entre multiplicité d’intersection de deux courbes et
multiplicité d’une racine d’un polynoéme & une indéterminée. Soit P(X,Y,Z) un
polynéme homogene complexe et L la droite de P(C?) définie par Y = 0. Les points
d’intersection de P et L vérifient P(X,Y,Z) = 0et Y = 0, donc P(X,0,Z) = 0.
Pour les points [z,0, 2] tels que z # 0, cela revient & trouver le lieu d’annulation
de P(X,0,1) qui est un polynéme & une indéterminée. Les points [z,0,0] corres-
pondent enfait au seul point [1,0,0]. Trouver les points d’intersection de P et L

revient donc a touver les racines d’un polyndéme complexe a une indéterminée.
k

On peut écrire P(X,0,1) = rH(X —a;)™ avec r € C et ay ...ay les racines de

i=1
k

P(X,0,1), on a alors P(X,0,2) =r (H(X - aiZ)mi> Z" avec t > 0 et donc
i=1
k
I(P,L)=t+Y m;
i=1

Proposition 9. Soient F' et G deux courbes algébriques non singuliéres telles que
les polynomes F' et G sont premiers entre eux. On suppose F de degré au moins 2.
Soit QF un ovale de F. Alors si I, (F,G) > 0, alors Ig,(F,G) > 2.
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Démonstration. Soit a un point d’intersection de Qr et G. On note Cg la com-
posantes connexe de GG contenant a. On sait que Cg est difféomorphe & un cercle.
Considérons :

¢: R — P(R?)
t +— [cos(t) : sin(t) : 1]

C’est une paramétrisation d’un cercle dans P(R3) car la surface correspondante
dans R? est le cone de révolution de pente 1 autour de I'axe Oz. De plus, ¢ est
27-périodique. On sait donc qu'il existe ¥ un difféomorphisme de P(R3) qui envoie
#(R) sur Cg. On note Q& la composante connexe de P(R3) \ Qp homéomorphe &
un disque, et Q% autre composante.
Supposons maintenant que I, (F,G) = 1. Par définition de la multiplicité d’inter-
section, G intersecte transversalement F' en a. Soit t, € R tel que ¢ o ¢(t,) € Q.
Il existe donc € > 0 tel que pour tout 0 < ¢ < €,quitte a changer ¢ en —t, on a
Yo o(te +1) € QE* et o g(t, —t) € QF'. On peut donc choisir t. et t; tels que
te < t; et op(te) € Q¥ et o d(t;) € QUL
Comme ¢ est 27-périodique, on a que ¥ o @(t. + 27) € Q. Et comme G est une
courbe non singuliére, si ’on note I = [¢t;,t. + 27|, on a que a ¢ ¥ o d(I). Pourtant,
avec ¥ o ¢(I), on passe de Q%" & Q%" de maniere continue. Il existe donc au moins
un autre point d’intersection de Qp et Cg. On obtient bien que Iq,. (F,G) > 2.

O

Cette proposition nous sera utile pour démontrer le théoreme de Harnack.

3.2. Le théoréme de Bézout.

Le théoreme de Bézout donne le nombre d’intersections de deux courbes dans le
plan projectif complexe en fonction de leur degré. Il donne donc une borne sur ce
nombre d’intersection dans P(R?). Nous allons suivre la démonstration de Robert
Bix dans [2]. Nous allons travailler avec des polynéme homogenes de C [X, Y, Z] qui
sont, par définition, non nuls.

Lemme 10. Soit L une droite de P(C3) et P une courbe de degré d qui n’admet
pas L comme facteur. Alors P et L s’intersectent d fois, avec multiplicités.

Démonstration. Dans C3, L vérifie une équation de la forme aX + bY +¢Z = 0
avec a, b, c € C. Par changement de variable, on peut se ramener a Y = 0. De cette
maniere, on a vu que trouver les lieux d’annulation communs a P et L revient a
trouver le lieu d’annulation d’un polynéme complexe a une indéterminée de degré
d. On sait qu’il y en a exactement d, comptées avec multiplicité. O

Lemme 11. Soient F,G et H trois polynome homogénes complexes, alors :
(1) FG est un polynéme homogéne avec deg(FG) = deg(F) + deg(QG)
(2) si FG=FH alors G=H

Démonstration. Le point (1) vient du fait que le degré de chaque terme de F'G est
somme des degrés correspondant de F' et G. Comme F' et G sont non nuls, F'G est
bien un polynéme homogene du degré demandé.

Pour le point (2), on voit que si FG = FH alors G et H ont méme degré par (1).
Ainsi, G — H est soit un polynéme homogene, soit le polynéme nul. En écrivant
F(G—H) =0, dapres (1), si (G— H) était non nul, F(G — H) ne le serait pas non
plus. Donc G = H. O

Nous allons avoir besoin de différencier les degré partiels d’un polynéme dans la
suite.
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Définition 12. La plus haute puissance en X; d’un polynéme P(X7,...,X,,) est
appellée degré en X; de P et est noté degx, (P).

Lemme 13. Soit H un polyndme homogéne de C[X,Y,Z] de degré d tel que
degy (H) = 0. Alors on peut écrire H = Ly...Lg avec Ly ... Ly des droites pas
nécessairement distinctes.

Démonstration. H est un polynéme en X, Z. En fixant Z = 1 pour se ramener au
plan projectif, on peut écrire :

HX,)=r(X—a)™ ...(X —a)™
Ainsi, en prenant I’homogénéisé, on obtient :
HX,Z)=r(X —a12)™ .. (X —arZ)™ 7"

On a donc écrit H comme un produit de droites pas nécéssairement distinctes. Si
H est de degré d, on a donc H = Ly ... Ly avec Ly ... Ly des droites. O

Cela va nous servir pour démontrer le résultat suivant.

Lemme 14. Soient F,G et H des polynome homogénes complezes tels que H est
premier avec G et degy (H) = 0. Alors tout facteur commun & HF et G est aussi
un facteur commun o F et G.

Démonstration. Soit R un facteur commun de HF et GG. On peut écrire, pour un
certain polynéme homogene S :

HF = RS.

— Si H est de degré 0, alors H = ¢ une constante complexe non nulle, et on
peut écrire alors F = ¢~ RS donc R est un facteur commun & F et G.

— Si H est de degré 1, on peut se ramener au cas ou H = X par changement de
variable. Comme H n’a pas de facteur commun avec G, X n’est pas un facteur
de R. Si X ne divisait pas S, les termes de R et S ne faisant pas intervenir X
formeraient des polynémes homogenes Ry, S1 en Y, Z. Alors RS serait non
nul par le lemme 11, ce qui contredirait I’égalité X F' = RS. Donc on peut
écrire S = XT pour un certain 7' homogene. On obtient donc XF' = X RT
et donc F' = RT. Donc R est un facteur commun a F et G.

— Si H est de degré m > 1, d’apres le lemme 13 on peut écrire H = LH; avec
L une droite et H; homogene de degré m — 1 car degy (H) = 0. Comme
H n’a pas de facteur commun avec G, L et Hy n’en ont pas non plus. On
veut que tout facteur commun a HF et G soit aussi facteur commun a H1 F
et G. Supposons qu’on ait un facteur commun a HF et G qui ne soit pas
facteur de H1F. C’est donc un facteur de L, et donc un facteur commun de
L et G. On vient de voir que L et G n’ont pas de facteur commun, on a une
contradiction. Ainsi, tout facteur commun a HF = LH 1 F et G est aussi un
facteur commun a H1F et G. On peut réduire ainsi le degré de H jusqu’a
obtenir 1, ce qui termine la preuve.

O

On va maintenant s’intéresser aux courbes d’annulation des polynémes homogenes
dans P(C3) et a leurs intersections.

Définition 15. Soient F' et G de degrés respectifs m et n. On dit que F et G
vérifient le théoréme de Bézout si I(F,G) = mn.

Lemme 16. Soit F' de degré m > 0 tel que degy (F') = 0 et G de degré n tels que F'
n’a pas de facteur commun avec G. Alors F' et G vérifient le théoreme de Bézout.
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Démonstration. D’apres le lemme 13, on peut écrire F comme un produit de
droites :
F=L...L,
Ainsi, grace a la propriété (7) de la multiplicité d’intersection, on obtient :
I(F,G)=1(L1,G)+ -+ I(L,, Q)

Les droites Ly ... L, ne sont pas facteur de GG. Le lemme 10 nous dit alors que
I(L;,G) = n pour tout i € {1...m}. Ainsi, on obtient bien I(F,G) = mn. O

Remarque 1. Si F' = ¢ une constante non nulle, le théoréme est aussi vérifié car
alors il n’y a aucun point qui annule F et donc I(F,G) =0 = On.

Lemme 17. Soient F,G et H homogénes de degrés respectifs m,n et p tels que
degy (H) = 0 et H est premier avec G. ALors FH et G vérifient le théoréme de
Bézout si et seulement si F et G le vérifient.

Démonstration. Par le lemme 11, FFH est un polyndéme homogene de degré m + p.
Par le lemme 16, on a I(H,G) = pn. Donc, avec la propriété (7) de la multiplicité
d’intersection, on obtient :

I(FH,G) = I(F,G) + pn
On en déduit que I(FH,G) = (m + p)n si et seulement si I(F,G) = mn. O

Le but est maintenant de démontrer que tout couple de polynémes homogenes F’
et G premiers entre eux vérifient le théoréme de Bézout par récurence sur degy (F).
Le lemme 16 montre le résultat si degy (F) = 0. Le lemme suivant va mettre en
place la récurrence sur degy (F).

Lemme 18. Soient F, G deuz polynémes homogénes tels que degy (F') = s, degy (G)
t avec s >t > 0 et F' et G premiers entre eux. Alors il existe Fy et Gy premiers
entre euz tels que degy (F1) < s, degy (G1) = t et tels que F et G vérifient le
théoréme de Bézout si et seulement si Fy et G1 le vérifient.

Démonstration. On peut écrire G = HG; tel que degy (H) = 0. Ainsi, on a bien
degy (G1) = t. Comme G n’a pas de facteur commun avec ', H et G; n’en ont pas
non plus. On note P(X, Z) le coefficient de F en Y* et Q(X, Z) le coefficient de
Gien Yl Alors QF et PY*~'G; sont des polyndomes homogenes de degré s en Y
et de coefficient PQ en Y*. On définit '} comme suit :

F) =QF — PY*'G,4

De cette maniére, F est soit nul, soit un polynéme homogene tel que degy (Fy) <
s. Comme G; n’a pas de facteur commun avec ) ni avec F', il n’en a pas avec QF
par le lemme 14 car degy (Q) = 0. Or, I’égalité ci-dessus montre que tout facteur
commun a F; et Gy est aussi commun a QF et G1, donc F; et Gy n'ont pas de
facteur commun. Comme G; est de degré strictement positif, £} est non nul. C’est
donc un polynoéme de degré en Y stictement inférieur a s.
On sait que le théoreme de Bézout est vérifié pour F et G si et seulement s’il est
vérifié pour F et Gy car degy (H) = 0. Il est vérifié pour F et G si et seulement s’il
est vérifié pour QF et G car degy (@) = 0. Par la propriété (6) de la multiplicité
d’intersection, on a

I(QF,G1) = I(QF — PY*™'Gy,G,) = I(Fy, Gy).

Donc le théoréme de Bézout est vérifié pour QF et G si et seulement s’il est vérifié
pour Fi et Gj. O

On a maintenant tous les résultats nécessaires pour prouver le théoréeme de
Bézout.
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Théoreme 19 (Bézout). Soient F et G deux courbes algébriques non singuliéres
de degrés respectifs m et n dans P(C3) tels que les polynémes F et G sont premiers
entre eux. Alors ces courbes s’intersectent exactement mn fois, avec multiplicités.

Démonstration. Si degy (F) = 0 ou degy (G) = 0, la preuve est déja faite.

Si F' et G ont tous les deux un degré strictement positif en Y, on peut utiliser le
lemme 18 pour diminuer le degré en Y le plus haut et obtenir F; et G;. On peut
faire cette opération jusqu’a ce que F),, ou G, ait un degré nul en Y. Ce processus
est fini car & chaque utilisation du lemme 18, on réduit strictement un des degrés
en Y. Une fois F, et G, obtenus, la preuve est terminée. O

Dans notre cas, on utilisera le fait que dans P(R?), les deux courbes s’intersectent
au plus mn fois.

4. LE THEOREME DE HARNACK

4.1. Enoncé du théoréme.

Le théoreme de Harnack [3] concerne les courbes algébriques non singulieres dans le
plan projectif P(R?). Il se compose de deux parties. Il donne tout d’abord une ma-
joration du nombre de composantes connexes que peut posséder une telle courbe,
en fonction de son degré. Ensuite, il affirme que cette borne est atteinte pour tout
degré et donne une construction explicite d’une courbe qui admet son maximum de
composantes connexes.

Théoréme 20 (Harnack). Une courbe algébrique non singuliére du plan projectif,
de degré d, a au plus g(d) + 1 composantes connezes, ot g(d) = (d —2)(d —1)/2.
De plus, pour tout degré d, il existe une courbe de degré d admettant g(d) + 1
composantes connexes.

4.2. Démonstration de la majoration.

Nous allons montrer dans cette section qu'une courbe algébrique non singuliere de
degré d a au plus g(d) + 1 composantes connexes. On admettra qu’une conique lisse
possede une seule composante connexe dans le plan projectif. On regarde d > 2.
Nous allons procéder par I'absurde en supposant qu’une courbe I' de degré d a
strictement plus de g(d) + 1 composantes connexes. Nous allons alors construire
une autre courbe A de degré d — 2 de maniere a ce que le nombre d’intersection de
ces deux courbes contredise le théoreme de Bézout.

Tout d’abord, on peut remarquer 1'inégalité suivante si d; > 1 ouds > 1 :

g(d1) +1+g(d2) +1 < g(dy +dz) +1

Par conséquent, il suffit de s’intéresser aux courbes algébriques irréductibles (i.e.

lieu d’annulation d’un polynome irréductible). En effet, si I n’est pas irréductible,
n

elle peut s’écrire comme U T'; avec I'; irréductible pour tout i. Donc le nombre de
composantes connexes dé Il est majoré par la somme des nombre de composantes
connexes des I';. Soit donc T' une courbe algébrique non singuliere irréductible de
degré d, et supposons qu’elle a strictement plus de g(d) + 1 composantes connexes.
D’apres la proposition 7, elle possede au moins g(d) + 1 ovales, que 1'on notera
Q1...Qg(d)41- Pour construire A de degré d — 2, il nous faut choisir @ -1
points par lesquels A doit passer.

En effet, quand on se place dans le plan R?, A est la courbe d’annulation d'un
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polynéme de la forme :

d—2

E a; ; X'Y? = g E a; ; X'Y? | avec a; q—2—; # 0 pour un certain %
i+i<d—2 k=0 \i+j=k

Quitte a multiplier par un scalaire, on peut considérer que le terme a; 4—2_; non
nul vaut 1. Choisir un point par lequel A doit passer revient donc a résoudre une
équation a d(d; Y _1 inconnues. En choisissant d(d; L1 points distincts, on obtient
un systeme carré d’équations linéaires, qui admet au moins une solution.

On se replace dans P(R?). Si d > 2 on a I'inégalité suivante :

y —1=g(d)+1
Ainsi, on peut placer un point de A sur chaque ovale ; de I'. On place les points
restants sur une autre composante connexe de I'. Comme I' est irréductible et que
1 < deg(A) < deg(I"), les polynémes définissant I" et A sont premiers entre eux. Le
théoreme de Bézout nous dit donc que I'NA est de cardinalité finie. La proposition 9
nous dit que comme on choisit un point d’intersection de I' et A sur chaque €;, on
apour tout ¢ € {1...9(d)+1}, Iq,(T', A) > 2. On obtient donc l'inégalité suivante :

I(T,A) > 2(g(d)+1) + (d(d;l) —1—g(d)— 1)

= g(d) + Ld; 2
_([d-1)(d-2)  dd-1)
N 2 T
=(d-1)°

> d(d—2)

La derniere ligne est vraie si d > 2, ce qui est le cas par hypothese. Ainsi, on a
construit A telle que I' et A contredisent le théoreme de Bézout. On en conclut que
T posseéde au plus g(d) + 1 composantes connexes.

4.3. Construction d’une courbe maximale.

La construction d’'une courbe algébrique de degré d > 2 qui possede exactement
g(d) +1 composantes connexes se fait par récurrence sur le degré & partir de d = 2.
On notera qu'une courbe algébrique de degré 1 est une droite, elle possede donc tou-
jours une seule composante connexe. On exclut les points du plan projectif vérifiant
z = 0 pour la construction, ce qui permettra de travailler directement avec des po-
lynoémes a deux variables dans le plan affine. On aura besoin, pour la récurrence, de
la droite d’annulation de Y que ’on appelle L. Le but est de construire une courbe
T'4 non singuliere pour chaque degré d > 2 qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) Ty possede g(d) + 1 composantes connexes.

(2) Ty posseéde une composante connexe, Cy, qui intersecte L transversalement
en exactement d points distincts {a; ...aq}.

(3) On peut choisir des orientations de L et Cy telles que pour tout ¢ € {1...d—
1}, Pintervalle [a;, a;41] sur L ne contient aucun autre a;, de méme pour
lintervalle [a;, a;41] sur Cy.

(4) Pour i = 1,...,d — 1, la réunion des intervalles [a;,a;+1] sur L et sur Cy
forme un ovale non lisse dans P»(R), appelé ;.
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FIGURE 1. On voit que I'y intersecte bien L en deux points
distincts, transversalement, et on a bien un ovale 2; formé par les
intervalles [a1, as] des deux courbes.

Pour le cas d = 2, on choisit 'y = X2 + Y2 — 1.

La propriété (1) est vérifiée car I'y est un cercle donc possede une seule compo-
sante connexe. La propriété (2) est vérifiée. En effet, I's intersecte L en a3 = (—1,0)
et as = (1,0). En a; et as, les tangentes a I's sont respectivement X = —1 et X = 1.
La tangente a L en tout point est L car c’est une droite. Donc les tangentes a I'y
et L sont distinctes en a; et as, donc les intersections sont transverses. La pro-
priété (3) est vérifiée immédiatement puisqu’il n’y a que deux points d’intersection.
La propriété (4) est vérifiée car si 'on parcours I's dans le sens direct et L dans le
sens croissant par rapport & x, L’union des intervalles [a1,as] sur 'y et L est un
lacet continu sans point double et sépare donc le plan affine en deux composantes
connexes par le théoreme de Jordan, donc c’est un ovale. La situation est illustrée
en figure 1.

Supposons que l'on ait contstruit I'y; pour un certain degré d > 2 qui vérifie les
quatres propriétés. I'yL est alors une courbe de degré d 4+ 1 qui possede g(d) + 1
composantes connexes. On va perturber légérement le polynéme I'yL de maniere a
passer de g(d)+1 a g(d+ 1) 4+ 1 composantes connexes. Il est intéressant de remar-
d—2
quer ici que g(d) = Z k. Ainsi, pour passer de g(d) a g(d + 1), il faut créer d — 1
nouvelles composantkesoconnexes. Ces composantes vont étre créées dans 'intérieur
des ovales ;. Pour ce faire, nous allons introduire d + 1 polynémes de la forme
D; = X —b; de maniere a ce que chaque D; intersecte transversalement L au point
(b;,0), appelé aussi b;. De plus, si Uon considere L \ {b1}, les points {a;...aq}
sont dans une composante connexe et les {b2...bs + 1} dans lautre. L’idée est de

d+1

considérer la coure 'y = I'yL + e]_[j:1 D; avec € assez petit et de signe bien

choisi pour que la courbe I'yy; vérifie les propriétés demandées.

Lemme 21. Avec ces notations, soit € # 0, alors I'q11 intersecte transversalement
L en chagque b;.

Démonstration. La premieére chose & noter est que chaque b; est bien un zéro de
Fd+1 :
d+1
Tayr(bj) = TaL(b;) +e [[(b; —bx) =0
k=1
Il reste & montrer que les droites tangentes a L et ' en les b; sont distinctes. L
étant une droite, elle est tangente a elle-méme en tout point. Soit alors un point b;.
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Vi

FIGURE 2. Construction de Harnack datant de 1876 [4].
Nlustration du passage du degré 3 au degré 4 : il utilise les 4
droites verticales pour perturber le polynome et créer deux
nouvelles composantes connexes a 'intérieur des ovales non lisses
déja présents. La droite horizontale correspond a notre L,
intersectée en trois points distincts par la courbe I'y. Les droites
verticales correspondent a nos polynémes D;.

On calcule la différentielle de I'y41 en ce point :

d+1
dlaty,, = d(TaL)p, + ed(JT(X = b)),
k=1
Or, on a
o(T'yL) o(I'yL)
dT4L)yp = ——— do+—= d
(Ta )|bj dr b, T dy " Y
=Ta(b;)dy
d+1 d+1
d(JT(X =br)p, = dad T —b0)
k=1 k=0 Ik
= e TJ (s~ 0
I#j
Donc on a
dUai1,, = Ta(b;)dy + dwe [T (6, — ).
I#£7
On sait que les b; sont distincts de b; donc si I'on note Tr,..b; la tangente & T'gyq
en b;, T, b; vérifie I'équation : ax + By = 0 avec a # 0, donc Tt ,b; # L. O

Ainsi, T'yyq vérifie la propriété (2) des lors que € # 0. Les points a; demandés
dans la propriété sont les points d’intersection b;.
Cependant, I'yL possede des points singuliers en les a;. Il faut donc que la pertur-
bation élimine ces points singuliers.

Lemme 22. Soit f : R? — R de classe C™ et a € R? tel que f(a) =0, df, =0
et d>f, soit non dégénérée de signature (1,1). Soit enfin h : R? — R de classe C*
telle que h(a) # 0. Alors il existe V wvoisinage de a et € > 0 tels que pour tout réel
t vérifiant 0 < [t| <€, (f +th)"1{0} NV est non singuli¢re et non vide.

Pour démontrer ce résultat, on aura besoin du lemme suivant, que I’on admettra.
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Lemme 23 (Morse). Soit U un ouvert de R"™ contenant 0 et f € C3(U,R) telle
que df(0) = 0, et d®f(0) non-dégénérée de signature (p,n — p). Alors il existe V
et W deuz voisinages de 0 dans R™ et ¢ : V. — W un Cl-difféomorphisme tel que
$(0) =0 et

Vo €V, f(z) = d1(2)” + -+ + p(2)? = Gppa(2)? — - — dn(2)*.

FiGurg 3. ITllustration de la perturbation d’un point singulier.
La courbe d’équation PL = y(y — ) = 0 en noir est perturbée
par (z — 1) : Q a pour équation y(y —z) —e(x — 1) =0 et Q’
vérifie y(y — ) + e(x — 1) = 0 avec € positif.

Démonstration du lemme 22. Par translation, on peut se ramener au cas ol a =
(0,0). Comme h((0,0)) # 0, par continuité, il existe un voisinage U de l'origine tel
que h ne s’annule pas sur U. On peut donc écrire :

f(z,y)
h(z,y)
On veut que % vérifie les hypotheses du lemme de Morse. On calcule donc :

. <f> _ hdfio — fdhyg
h)o h2

+t=0.

V(z,y) €U, f(z,y) + th(z,y) =0 <

Et la différentielle seconde :

# (i), (),

_ hd® fio — dhjodfio
— =

_ d*fio

="

Comme h ne s’annule pas sur U, d? (%)\0 et d2f|0 ont méme signature (1,1).
Grace au lemme de Morse, il existe deux ouverts V, W voisinages de 'origine et

¢:V — W un C! difféomorphisme tel que

Ye.y) € V. L @) = 61(.)” — (o9
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Et en posant u = ¢1(36,y) + ¢2($7y),1} = ¢1($7y) - ¢2($,y) on obtient :
V(z,y) €V, f(z,y) + th(z,y) =0 < uwv+t =0.

Le membre de droite est 1’équation d’une hyperbole dans les coordonnées (u,v),
lisse si t # 0. Le seul point singulier possible dans 1’équation de droite est (0, 0).
Donc si t # 0, comme (0,0) n’est pas dans I'ensemble {(u,v) € R?|uv +t = 0}, la
courbe obtenue est non singuliere. 11 suffit maintenant que (f + th)~1{0} NV soit
non vide. Pour tout point p € V, 'application ¢ — f(p)+th(p) est continue, donc il
existe € > 0 tel que si 0 < [t| < ¢, ona (f+th)"{0}NV non vide. La perturbation

est illustrée dans la figure 3. (]
d+1

Dans notre cas, f = 'L, donc f est de classe C*°, et h = H D,. Les points
i=1

singuliers qui nous intéressent sont les points a; (points d’intersection de T'y et L).
En se ramenant au cas a; = (0,0), la différentielle de T'yL en a; est :

A(Ty4L) A(T4L)
d(TyL =———(0 ———(0
(TaL)jo(z,y) 5y )T+ By O)y
== de(O) =0.
Et la matrice Hessienne de T'yL en (z,y) vaut :
yazrd yazrd Ty 0
2
Hess(TyL)(x,y) = Lo 029y = 9z | donc Hess(T4L)(0,0) =

9Tq | g 90lgq 4 9 Tg 2]\

yaxay oz oy Y oy? ox

Ty , .
Or —— est forcément non nul en a; comme I'y intersecte L transversalement. Donc

ox

0 a
d2(I‘dL)|ai est non dégénérée. De plus, une matrice de la forme est de
a b
déterminant strictement négatif si a # 0, donc d*(TqL)jo est de signature (1,1).
d+1
Dans notre contexte, la perturbation A du lemme 22 est le produit H D; qui
j=1
est bien non nul en a; et de classe C*°. Les hypothéses de la proposition sont
donc bien vérifiées. On a dans ce cas une courbe 'y 1 non singuliere qui vérifie la
propriété (2).
Pour que T4y vérifie la propriété (1) il suffit que, aprés perturbation, les g(d)
composantes de 'y qui n’intersectent pas L soient toujours g(d) composantes de
T'4+1 qui n’intersectent pas L. Il faut aussi créer d — 1 nouvelles composantes :
elles seront créées dans l'intérieur des ovales Q; de I'yL. Ainsi, il n’y aura qu’'une
composante de I'y41 qui intersecte L en d + 1 points car

gld)+(d—-1)+1=g(d+1)+1.

D’abord, on va montrer qu’au voisinage d’un point non singulier de I'yL, notre
perturbation donne de nouveau un graphe localement.

Lemme 24 (Théoreme des fonctions implicites avec parametre). Soit C' le lieu
d’annulation d’une fonction f :R? — R de classe C™ et soit (zo,yo) un point non
singulier de C. Soit h : R> — R de classe C™. Alors il existe U C R? contenant
(0,20), V C R contenant yo et 1 : U — R de classe C* tels que :

((t,l‘),y) eUxV, <f+th>($7y) =0sy= 1/)(.’13,75).

o'y

ox

oy
2 oy
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Démonstration. On utilise ici le théoreme des fonctions implicites avec I’application
$:RZxR—-R
((t,2),y) = flz,y) + th(z,y)

¢ étant une fonction C*°, le théoreme des fonctions implicites nous dit que si 'on

se place en py = (o, Zo, yo) tel que % (t,z,y) # 0, alors il existe un ouvert U de

Y |po
R? contenant (tg, o), un ouvert V de R contenant yy et une application ¢ : U — V

de classe C*° telle que :

(t,z,y) € U x V,o(t,z,y) = ¢(po) < (t,x) € Uy = ¥(t, x).
O

Dans notre cas, h est le produit des D; et f = I'yL. On va montrer que, dans
un compact, une courbe non singuliere perturbée faiblement par une fonction qui
ne s’annule pas admet le méme nombre de composantes connexes que la courbe
initiale.

Lemme 25. Soit K un compact, f : R? = R et C = f~1({0}) une courbe connexze,
non singuliére, incluse dans K. Soit h : R2 — R de classe O telle que h ne

s’annule pas sur K. Alors il existe € tel que pour tout t réel tel que |t| < €, la courbe
(f +th)~1({0}) est conneze.

Démonstration. En tout point p de C, par le lemme 24, on a un ouvert U, de R?
inclu dans K, contenant p, et un €p > 0 tels que si [t < €, (f + th)~1{0} définit
un graphe dans U,. On obtient de cette maniere un recouvrement d’ouverts de C.
C est fermée car c’est un graphe localement en tout point, et C' C K donc C est
compact. Ainsi, on peut extraire un sous recouvrement fini de C' par des ouverts
U, :

n
cclJu, =0
i=1
Comme C' est connexe, quitte a réordonner les p;, on a Uy, NU,, ., # 0 pour tout
i € {1...n—1}. On veut maintenant que (f+th)~1({0}) reste dans U. Comme K est
compact, h est bornée sur K. On note m = Il{I{fI‘J |f(z,y)| > 0et N =sup|h(z,y)|
K

Ainsi, en posant € = %%, on a bien que si || < ¢, alors (f 4 th)~'{0} C U. En effet :

(f +th)(z,y) = 0= [f(z,y)| = [t||h(z,y)] < m.

Il reste & montrer que (f + th)~1({0}) est bien connexe. Soient = et y deux points
de (f +th)~'({0}). Il existe donc i, et iy tel que z € Uy, et y €U, iy

— Si iy = iy, on peut relier x et y par un arc inclu dans (f + th)~*({0}) car
c’est un graphe dans Uy, .

— Siiy =i, £ 1, alors soit z € Uy, NUp, (2 existe car I'intersection est
non vide). Alors on peut relier z & z par un arc par le méme argument que
précédemment, de méme pour relier z a y. Donc x est y sont dans la méme
composante connexe de (f + th)~!({0}). Par itération, pour tout i,,i,, = et
y sont dans la méme composante connexe.

Donc (f +th)~1({0}) est connexe. O

Ce résultat va nous permettre de démontrer le lemme suivant.

Lemme 26. Soit K un compact de R? et T une courbe non singuliére définie par
flx,y) = 0 avec f de classe C*=. Soit h : R? — R de classe C*° ne s’annulant
pas sur K. Alors il existe € > 0 tel que pour t réel et |t| < e, les courbes T N K et
((f +th)~{0}) N K ont le méme nombre de composantes connexes.
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d

T

FiGURE 4. Controéle de la perturbation sur un compact pour le
degré 3. Le compact K utilisé contient les points a; ainsi que les
ovales de I'yL. Les ouverts O; sont les boules sur lesquelles la
perturbation élimine les points singuliers. En pointillés, la
nouvelle courbe perturbée avec des ovales lisses qui apparaissent
dans les €Q;.

Démonstration. T' étant localement un graphe en tout point, K NI est compact et
possede un nombre fini de composantes connexes qui sont a distance strictement
positives deux a deux. Notons C1,...,C, ces composantes connexes. On a alors
d= n;zn(d(Ci, C;)) > 0. On peut donc considérer n ouverts Uy ... U, tels que

i#j

Vie{l...n},Ci CUj et Vi,jli # j,UinU; = 0.

Par le lemme 25, en considérant pour tout ¢ le compact K; = K \ U U;, on a
i
Iexistence, pour chaque i, d'un ¢; > 0 tel que si |t| < ¢;, la courbe (f+th)~1({0})N
K est connexe est reste dans U;. On pose alors € = min;e(1.. n}(€). A extérieur
de U, les signes de f et f 4 th sont les mémes, il n'y a donc pas d’autre lieu
d’annulation qui apparait. Ainsi, I N K et (f + th)~*{0} N K ont bien le méme
nombre de composantes connexes. O

Dans notre contexte, on se place sur un compact K contenant les points a;
dans son intérieur, ainsi que tous les ovales de I'yL. En chaque a;, on applique le

lemme 22 et on obtient un voisinage de a; que 'on appelle O;. On considere alors
d

la courbe T'4 L\ U O; dans K. La situation est illustrée en figure 4. Elle vérifie bien
i=1
les hypotheses du lemme 26, donc les ovales lisses de I'yL restent des ovales lisses
apres perturbation.
On rappelle que les ovales €); sont ceux formés par I'yL entre les points a; et a; 41
et qu’ils sont non lisses. On appelle Q" la composante connexe de P(R?) \ Q;
homéomorphe a un disque. Il reste maintenant a montrer que 1’on peut choisir € du
bon signe pour avoir au moins une composante connexe de I'gy1 dans chaque Q"
Si c’est le cas, grace a la majoration montrée dans la partie précédente, on aura
bien I'g11 avec g(d+ 1) 4+ 1 composantes connexes. Pour obtenir ce résultat, il faut
que le signe de I'yL soit le méme dans tous les €2;.

Lemme 27. Avec ces notations, le signe de TyL est constant sur chaque Q" et
est le méme dans tous les Q.
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FIGURE 5. Signe de I'yL. On voit que quand on traverse L ou
T4, le signe de T'yL change, donc sur les Q" ¢’est le méme.

Démonstration. Par construction, Q" est connexe et ne posséde pas de point d’an-
nulation de T'yL. Donc T'yL est de signe constant sur chaque Q™. Soit a un point
régulier de I'yL. Comme I'yL(a) = 0 et d(I'qL)|, est non nulle, I'yL change de signe
au voisinage de a. Soient alors p dans un certain Q" avec i < d—1 et g dans Qﬁtl.
On peut relier p et g par un arc qui intersecte I'; une seule fois et L une seule fois.
Cela est dii au fait que T'y vérifie la propriété (3). Ainsi, I'yL change deux fois de
signe en suivant cet arc, donc les signes sont égaux en p et ¢q. Par itération, le signe
de T'yL est le méme dans chaque Qi g

d+1
Proposition 28. Awvec ces notations, on peut trouver € tel que € H Dy soit de
k=1
signe opposé a Ty dans les Q™ et € assez petit pour que si |t| < € et t du méme
d+1

signe que €, alors la courbe 'yl +t H Dy posséede exactement un ovale lisse dans
k=1
chaque Q.

Démonstration. Le lemme 27 dit que le signe de I';L est le méme dans tous les it
d+1

Ainsi, on peut choisir le signe de € comme demandé. On note h = [, 1] Dy pour
simplifier les notations. Si on a I'yL négatif dans un Qi"* et qu’on le perturbe par
eh positif sur cet ovale, la courbe I'yL + e¢h = 0 correspond a I'yL = —eh. De cette

maniere, si € est suffisament proche de zéro, la courbe I'yL + eh = 0 possedera au
moins une composante connexe dans chaque Q. Ainsi, I'441 posséde au moins g(d)
ovales provenant de I'y, d — 1 ovales dans les Q¢ et une composante qui intersecte
L car on sait déja que I'yyq vérifie la propriété (2). Comme g(d) + (d — 1)+ 1 =
g(d+1)+1, grace a la majoration, I'; ;1 ne peut pas contenir plus d’une composante
connexe dans chaque "¢ (]

Ainsi, T'441 vérifie la propriété (1).
Il reste & montrer que I'yq1 vérifie les propriétés (3) et (4). On rappelle que I'y41
intersecte transversalement L en d + 1 points distincts appelés b;. On rappelle
également que les b; sont les points d’intersection de L et de d + 1 polynomes
D;=X—b,.
Pour montrer que I'yy; vérifie la propriété (3), on peut remarquer que I'yy1 ne
peut pas intersecter L en d’autres points que les b;. En effet, si un point p vérifie
d+1
Tyr1(p) = TyL(p) + ¢ H D;(p) = 0 et L(p) = 0 alors forcément il existe un j
j=1
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FIGURE 6. La seule possibilité pour que I'gy; intersecte L ou
Dji1 est de passer par bjyi.

tel que D;(p) = 0 donc p = b;. De plus, on sait que, quitte & réordonner les b;,
Pintervalle [b1,bg+1] de L ne contient aucun point a;. Ainsi, sur cet intervalle, 'y
n’intersecte pas L. On peut donc choisir € assez petit pour que 'y n’intersecte
pas Ty sur le segment [by,bg41] de Tyy1. Dans ce cas, si 'y intersecte un Dj, il
I'intersecte forcément en b;. La situation est illustrée en figure 6. Ainsi, I'q41 vérifie
la propriété (3). Comme il n’y a qu'une composante connexe de I'y41 qui intersecte
L, la réunion des intervalles [b;,b;11] de L et T'yy1 forme un ovale pour chaque
j <d. Ainsi, T'y4q vérifie la propriété (4), ce qui est le résultat attendu.

5. AU DELA DU THEOREME

5.1. Disposition des ovales.

Le théoreme de Harnack ne donne aucune information sur la disposition possible
des ovales d’un courbe algébrique. Ce probleme de géométrie est bien connu sous
le nom de 16°™¢ probleme de Hilbert. Pour ’étudier, on peut définir les notions
suivantes :

Définition 29. Soit I' une courbe algébrique, 1 et Qs deux ovales de I'. On dit
que Qg est imbriqué dans  s’il est contenu dans I'intérieur de ce dernier.

Définition 30. Soit I' une courbe algébrique et Q) un ovale de I'. La profondeur
de 2 est le nombre d’ovales de I' imbriqués dans ).

Le théoréeme de Bézout donne certaines restrictions sur les imbrications possibles
des ovales.

Proposition 31. Soit I' une courbe de degré 4 possédant au moins 8 ovales. Alors
I' ne peut pas contenir d’imbrication.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux ovales Q1 et Q5 tels que €2y imbriqué
dans 5. Considérons une droite L passant par 'intérieur de €2y et par l'intérieur
d’un autre ovale Q3 de T'. Alors on a I(T", L) > 6, ce qui contredit le théoréeme de
Bézout. Donc I' ne peut pas contenir d’imbrication. Il

Plus généralement, on a le résultat suivant :
Proposition 32. Soit I' de degré d, et 24,...,8, des ovales de T" tels que
Vi e {1,...,n},Q; est imbriqué dans ;1.
Alors n <

[N]ISH
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FIGURE 7. Exemples de restriction dues au théoreme de Bézout.
A gauche, les ovales appartiennent a une courbe de degré 4, L
intersecte alors cette courbe au moins 6 fois. A droite, les ovales
appartiennent a une courbe de degré d. On voit alors que dans
cette disposition, la droite L intersecte deux fois chaque ovale,
donc intersecte la courbe au moins 2n fois.

Démonstration. Supposons n > %. Considérons alors L une droite passant dans
Iintérieur de ;. Alors on a I(I', L) > d, ce qui contredit le théoréeme de Bézout. O

Les propositions 31 et 32 sont illustrées en figure 7.
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