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DETERMINANTS ET INTEGRALES DE FRESNEL

par Yves COLIN DE VERDIERE

François a fortement marqué notre communauté scientifique greno-
bloise : sa générosité et sa modestie ont été appréciées de tous ceux qui
comme moi ont eu la chance de travailler en sa compagnie et de profiter
de sa grande culture. Il a su franchir les barrières traditionnelles entre nos
différents instituts de mathématiques : PIMAG et l'Institut Fourier.

Son influence sur mes propres travaux sur les invariants de graphes et
sur les réseaux électriques a été décisive. Il m 'a appris le B.A.BA dont j 'avais
besoin sur les graphes et, bien plus, m'a introduit il y a plus de 10 ans aux
travaux de Robertson-Seymour sur les mineurs de graphes. C'est lui aussi
qui a soumis ma conjecture sur les réseaux électriques planaires en juin 93 à
ses visiteurs Isidoro Gifler et Dirk Vertigan qui ont eu l'immédiate intuition
de la solution du problème (voir [ 7}) : parfois les problèmes attendent juste
pour être résolus d'être posés a la bonne personne...

La maladie qui l'a atteint en janvier 96 n'a pas coupé sa curiosité
scientifique, malgré son affaiblissement de plus en plus marqué qui ne
laissait guère de doute sur l'issue finale, il a continué à s'intéresser à la
vie scientifique (et à la vie tout court...) sans se replier sur sa maladie. Plus
qu'un collègue et un maître, c'est un ami que nous avons perdu.

Mots-clés : Déterminant — Intégrale de Fresnel — Intégrale de Feynman — Opérateur de
Schrôdinger — Graphe — Dirichlet to Neumann — Lagrangien — Symplectique — Opérateur
intégral de Fourier — Réseau électrique — Conditions au bord.
Classification math. : 05C50 - 15A15 - 34B24 - 35J10 - 35J25 - 35S30 - 58G20.
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1. Introduction.

Soit A une matrice réelle n x n, symétrique et non dégénérée de
signature a (a = n-^—n- où n- (resp. 724-) est l'indice de Morse de ÇA(^) =
-^{Ax\x) (resp. —ÇA(^)))- L'intégrale de Fresnel (semi-convergente) associée
à A est donnée par

f e^A^^x\=——1——e^^
An ' ' |det(A)|^

Dans cet article, les calculs d'intégrales de Fresnel sont utilisés comme outil
pour calculer des déterminants de matrices symétriques. On particularise
le calcul symbolique des opérateurs intégraux de Fourier à ces intégrales.
Le calcul des intégrales de Fresnel (et par suite des déterminants) peut
alors se faire de façon purement symbolique (une version linéaire exacte du
calcul des opérateurs intégraux de Fourier de [26], [13], voir aussi [14] et
[22]). Cela donne une approche directe aux formules pour les déterminants
de lâpiâdens sur les graphes et les variétés à bord et leur relation avec
la réponse (voir [10], [7]) ou l'opérateur Dirichlet to Neumann (voir [19],
[20], [29]). On peut passer du cas de la dimension finie à celui de la
dimension infinie grâce à la définition des intégrales de Feynman par
approximations de dimension finie ([17]). On obtient en particulier un
calcul simple et direct des déterminants d'opérateurs de Sturm-Liouville
discrets ou continus (formule de Levit-Smilansky [29]). Le terme associé
à une trajectoire périodique dans la formule de Gutzwiller ([23], [1], [2],
[8], [6], [16], [32], [24]) s'en déduit facilement. Il faut remarquer que, dans
[4], les cas discrets et continus sont examinés, mais que la relation entre
les deux n'est obtenue que comme corollaire des formules de déterminants
discrètes et continues.

À chaque fonction d'onde classique (demi-densité) T == ae^^^^dx^
où Q est une forme quadratique sur un espace vectoriel réel X de dimension
n, on associe le sous-espace lagrangien LQ de X ® X' graphe de l'applica-

tion linéaire symétrique A : X —>• X' telle que Q(x) = -^{Ax\x) et la demi-

densité cr(r) = ç*(|a| 1^1^) € f^(Lç) sur LQ où q : L —> X est la pro-
jection canonique. On peut prolonger par continuité (phase stationnaire)
cette correspondance aux distributions du type a6(Y)e27^^Q^\dy\2\dz\~2
où Y C X est un sous-espace, X == Y Q) Z avec x = (y, z) et Q une forme
quadratique sur Y. On se focalisera sur deux opérations de base :

1, Le produit scalaire Jy T\T^ qui est défini comme une mesure sur
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q(L\ D 1/2) et qui se calcule grâce à un produit noté 0:1 -A-C^ de demi-
densités.

2. L'image par un opérateur intégral de noyau

K(x,y)=ae2^Qçxîy)\dxdy^

associé à la relation canonique RQ de fonction génératrice Q, i.e. dont
le graphe est

r / 9Q 9Q\^^=--^^=^)}.

Les résultats principaux sont alors :

1. Le théorème 4 où est exprimé le déterminant d'un problème avec
conditions au bord à partir du propagateur et de la condition au
bord.

2. Le calcul du propagateur dans le cas d'un graphe linéaire en utilisant
l'unitarité (théorème 5 et son corollaire 2).

3. Une démonstration directe de la formule de Levit et Smilansky
couvrant des conditions au bord quelconques (section 9).

Nous n'avons pas détaillé ici la preuve de la formule de Gutzwiller
qui en découle, ni l'utilisation de l'intégrale de Feynman pour les calculs
semi-classiques (prolongeant le travail [9]).

2. Conventions et notations.

2.1. Phases.

On ne fera que des calculs d'amplitude, les phases seront correctes à
un décalage de k— près. En particulier, on n'insistera pas pour calculer le
signe des déterminants.

2.2. Espaces de phases.

En général, X, Y désigneront des espaces vectoriels réels de dimension
finie n\ X^y seront les espaces de phases associés : si X' est le dual de
X, X = X (D X' est muni de la structure symplectique canonique Q.x
(voir [14] p. 58 et suivantes). On notera x, y les vecteurs des espaces de
configuration, ^, r] ceux de leurs duaux. Un sous-espace L C X sera dit
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lâgrangien si dimL = dimX et si î^x est nulle sur L x L. On notera Cx
la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens de X. On notera \dx\ une
mesure de Lebesgue sur X et |da;d$[ la mesure de Liouville.

2.3. Demi-densités.

Si Z est un espace vectoriel de dimension finie, on note f^(Z) le
cône réel de dimension 1 des a|d2;|i, a >, 0. Un élément de ^i(Z) sera
appelé demi-densité sur Z. Si L : X —^ Z est un isomorphisme linéaire et
que X (resp. Z) est muni d'une mesure \dx\ (resp. \dz\\ on peut définir
le déterminant de L et on a L*(a\dz\^) = a\ det(L)\^dx^. Le carré d'une
demi-densité est une densité (i.e. une mesure de Lebesgue).

2.4. Distributions.

On note <?(X,^) l'espace des demi-densités f(x)\dx\ï où / est une
fonction de la classe de Schwartz sur X. Le dual est noté <S'(X, f2^) . On a

<S(X,^)c<S'(X,^).

On note T = ë(0)\dx\~^ la distribution de <S' donnée par (T | f\dx\^)
-/(O).

Plus généralement si Y c X est un sous-espace et X = Y © Z, on
introduit des distributions de Dirac

T=6(Y)\dy\^\dz\-^

définies par

{T\f{y,z)\dydz\^)= [ f(y^)\dy\.
JY

2.5. Opérateurs symétriques et formes quadratiques.

Si A : X —^ X' est une application linéaire symétrique, on note

ÇA(^) = ^(Ax\x) la forme quadratique associée et FA = Lq^ = {(x, Ax)} c
X son graphe. En particulier, le déterminant d'une forme quadratique est
par définition celui de A. Ce n^est pas la convention usuelle.
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DÉFINITION 1. — Si Y C X et B : Y -> Y ' est symétrique, le couple
(Y, B) sera appelé opérateur symétrique avec domaine. On lui associe la
forme ça(^) == 7j(By\y) sur Y et le graphe

ry,B={(î/,0 \V^Y, ^y=By}.

On rappelle le :

THÉORÈME 1 ([11]). — L'application ^ : (Y,B) —> TY,B est une
bijection de l'ensemble des opérateurs symétriques avec domaine sur la
grassmannienne lagrangienne Cx •

3. Distribution de Fresnel et leurs symboles.

Soit L un sous-espace lagrangien de X (B X ' , on note CL (resp. PL)
les projections de L sur X (resp. X1). On associe à chaque L un sous-
espace complexe DL de dimension 1 de S'{X, f^). Si L = {(x, Ax)\x € X},
DL={ae2^A^\dx\^ \ a e C}.

S i L = O e X ' ,

DL = {a6(Q)\dx\~^ | açC}.

Si L = FY,B et X == Y C Z (noté x = (y, z))

DL = {ae^^ëiY^dy^W^ | a e C}.

La collection des DL est un fibre vectoriel de rang 1 sur la grass-
mannienne lagrangienne. Pour le voir au voisinage de I (y^ , on utilise une
transformée de Fourier partielle par rapport à la variable z.

On va définir, pour tout T ç DL, son symbole o-(T) ç f^2(L). On
aura

a(\T) = |A|a(T).

DÉFINITION 2 (Voir [38], [14]). — A la distribution

T=ae27^^qA{x)\dx^

de Dr A on associe son symbole, la demi-densité (r(T) sur FA définie par

a(r)=^(|a||d^).
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Si T = ae^^^^dy^^-i, et II : FY,B -^ Y C Z ' est là projection
canonique, a(T) = n*(|a[|d2/|?|dC|^) où |dC| est telle que \dzdÇ\ est la
mesure de Liouville sur Z.

La méthode de la phase stationnaire montre que

T, = Kdet^/^e2^^!^ -. e^/^O) \dx\-^

dans ^(R71, ̂ ^) lorsque e -» 0. Or

a(r,)=^(|^),
d'où l'on déduit la continuité du calcul symbolique.

L'application T —> a(T) est une application continue fibrée du fibre
{DL -^ C) sur le fibre {^(L) -^ £).

4. Le produit scalaire.

4.1. Produit de demi-densités.

Soient L\ et Z/2 deux espaces lagrangiens et uji € ^2(7^), i = 1,2, on
leur associe une densité uj\ ̂ ^ sur L\ D Z/2. Si Z/i n ^2 = 0, -Li Q Z/2 = X
et on a ainsi une demi-densité uj\ (g) uj^ sur <:V. On pose

UJ\ 0 ù;2

^^^l&rfiiî'
qui est un élément de ^({O}) qui s'identifie canoniquement à R.

Si LI n L^ = K, soit W = K ° / K l'espace symplectique réduit
associé et Mi les images des Li par la réduction. On a les isomorphismes
Li = KeMi,

^(Li)=^(K)(S)^(Mi)

ce qui permet de se ramener au cas précédent : si ̂  = ki 0 ̂ , on pose
ci;i -A-0:2 = (A;iA;2) 0 (/^i *AA2) où le produit k^ est le produit de 2 demi-
densités dans K qui est une densité sur K. On a ainsi construit dans tous
les cas c^i -A-ù;2 qui est un élément de ^(Z/i H 1/2).

PROPOSITION 1. — Supposons X muni d'une mesure de Lebesgue
\dx\, on peut alors définir le déterminant d'une application linéaire de X
dans X'\ car X' est muni d'une mesure de Lebesgue \d^\ associée à \dx\,
on demande à \dxdf,\ d'être la mesure de Liouville.
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Si Li H 1.2 = {0} et que L, = {(.r, Aix)}, le produit p = q^ (\dx\^} -k
9^(1^1^) vaut

_ ____1
p~\àe^A^A^'

Preuve. — On doit calculer le déterminant de l'application

c : x e x -^ x e x'
définie par

C(x, y) = (x + y, A^x + A^y).

Il est clair que
|det(G)|=|det(Ai-A2)| ,

d'où l'on déduit le résultat. Q

4.2. Produit scalaire de distributions.

Si on souhaite calculer fT^, on obtient une intégrale de Fresnel si
LI H Z/2 = 0 dont la valeur absolue est o-(Ti) ^ a(T^).

En général cette intégrale n'est calculable que transversalement à
Z = 7r(Li H 1/2) et donne lieu à une mesure sur Z.

THÉORÈME 2. — Si f : x —> z est une projection linéaire de X sur
Z e t ^ ç C ^ ( Z ) , y ? > 0 , on a :

| f T,f^(f(x))\ = f y(z)d^z)
Jx Jz

où d/^=a(ri)^o-(r2).
Preuve. — Soit, pour j = 1,2, Tj = a^Q^^^x^ et supposons

QjW = ̂ {Ajx\x) avec ker(Ai - A^) = 0, on a :

\IT^\=———^l , .
J |det(Ai-A2)|^

C'est exactement le produit (r(T^) -k aÇT^) d'après la proposition 1. Le
cas général s'obtient par continuité du calcul symbolique et par produits
tensoriels. Q
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5. Opérateurs unitaires.

Soit x = x e x' et y = y e v.

DÉFINITION 3. — Soit ^ : Y —> X un isomorphisme canonique,
Le. tel que ^(fix) = ^Y- Le graphe de \ est muni d'une demi-densité
canonique, notée uj^ transportée des racines carrées des mesures de Liouville
sur X ou sur y.

Si la projection canonique TT : F^ —> X © Y est un isomorphisme, la
demi-densité canonique o^ s'exprime en terme de x et y par

^=^(\6\-^\dx\^\dy\^

où 0 s'interprète comme le déterminant des applications exponentielles

a : (x^) -^ (x,y) ou /3 : Çy.rj) -^ {y,x),

définies par la condition que si (x, ̂ ) = ^(y, r]}

a(x^) = Çx,y).

DÉFINITION 4. — Soit \ la transformation canonique de fonction
génératrice Q(x^y), i.e.

( 9Q\ ( 9Q\
x(y--9y)=[x^)•

L'opérateur unitaire associé à \ est l'opérateur dont le noyau (au sens de
Pintégrale de Fresnel) est

K^x,y)\dxdy\^ = ̂ -^^^^{dxdy^.

On a alors le :

THÉORÈME 3. — Si To\dy\^ e D^ et a(To\dy\^) = UJQ,

( K^yWy)\dy\\dx\^ =T,(x)\dx\^

où T,(x)\dx\ï e D^ et aÇT^dx^) = ̂ {a(T^y)\dy\^}.

COROLLAIRE 1.

y K^{x,y)K^Çy,z)\dy\ =K^a^{x,z),
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à une phase près.

Preuve. — Soit

Q{x^y) = ̂ {Ax\x) + (Dx\y} + J(C2/|î/),

on a alors

On doit évaluer

(9== [det(P)|-1.

J= f ae-h2^^^0^^ \dx\^

Par la phase stationnaire, on trouve :

I^e-h^^^^detÇC-^-Ao^-^dx^.

La demi-densité
e~^\det(C+Ao)\~^\dx^

est bien l'image de a|ch/|^ par y —^ x == —P'^Ao-l-C')^/ qui est l'application
résultant des flèches évidentes :

X —> L/o—>L\ —> X.

D

6. Problèmes à bord.

On suppose maintenant que X = Xbord ® -^int ^ on écrit x = (î/, z).
On suppose Xint muni d'une mesure de Lebesgue et Xbord d'une structure
euclidienne. On se donne une forme quadratique Q = Q(y, z) sur X. On
pose

^^c^-,c-^.

On supposera (bien que ce ne soit pas nécessaire) que A est inversible.

DÉFINITION 5. — L'application réponse RQ : Xbord —^ -^bord? est

Inapplication linéaire symétrique définie par Rq{y) == C^z-\-Dy où z vérifie
Az + Cy = 0.

Si L = LQ C ^, R = LRQ est la réduite symplectique de L par
rapport à l'espace coisotrope Ç = 0. Dans le langage de Hôrmander f[14],
[26]) Q est une fonction phase de R. Dans le langage des EDP, RQ est
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l'application Dirichlet to Neumannfvoir [35]/ Dans Je langage des réseaux
électriques f[10] ) , RQ est la réponse.

DÉFINITION 6. — On définit le propagateur associé à Q comme la
distribution P ç DR définie par Fîntégrale de Fresnel

p = ( ( e2^^ \dz\)\dy\^
VXint )

et son symbole cr(P) ç ̂ (R).

Soit maintenant (W^B) un opérateur symétrique sur W C X^ord-
On lui associe la forme quadratique de domaine W (D X^i définie par :
Qa^y^z) = Q(y^z) + qB^y)' Comme W ® X^i est muni de la mesure de
Lebesgue \dw\ 0 \dz\ [\dw\ est la mesure euclidienne), on peut définir le
déterminant de la forme quadratique QB'

DÉFINITION 7. — La distribution B ç DW,B appelée distribution
limite est définie par

B(y) = e-^^^^ldwi^l-^
OÙ y = (v,w) ç Xbord-

On s'intéresse au calcul de |det(Q5)|; on aimerait en particulier
connaître sa dépendance par rapport à B.

Avec les notations précédentes, on a :

THÉORÈME 4. — Si QB = Q + QB Gst non dégénérée,
\det(QB)\=\a(P)*a(B)\-2

est le produit -*- des symboles du propagateur et de la distribution limite.
On convient dans cette formule et dans la suite de poser a(P)'ka(î3) = oo si
les 2 variétés lagrangiennes R et LW,B n^ se coupent pas transversalement.

Preuve. — En effet
1= \det(QB)\~^ = 1 e^^^+^^l^l \dz\

J x
et cette intégrale 1 se calcule en intégrant d'abord par rapport à z, ce qui
donne

1 = (P\B)
et donc 1 est le produit -*- des symboles. D

L'objectif de ce qui suit est de calculer le symbole du propagateur
dans un contexte géométrique (graphes ou opérateurs de Sturm-Liouville).
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7. Déterminants d'opérateurs différentiels
sur un graphe fini.

Le formalisme précédent peut s'appliquer au cas d'un graphe fini
G = (V, E) ; V désigne l'ensemble (fini) des sommets de G et E l'ensemble
(fini) des arêtes (paires de sommets). On introduit un espace euclidien
XG = (D Xj où les Xj sont des espaces euclidiens de dimension n que

jçv
l'on identifie une fois pour toutes à un unique espace euclidien XQ. Soit
VQ C V (le bord de G) et V\ = V \ VQ, On note E\ l'ensemble des arêtes
dont au moins un des sommets est dans V\. On pose Xint = €) Xj et

j^Vi
^bord = ^ Xj. On note z (resp. y) le vecteur générique de Xint (resp.

J'€Vo
-^bord) et x = (^) = (27, z) le vecteur générique de XG.

7.1. Le propagateur.

DÉFINITION 8. — La forme quadratique

QW = ]L ^C^^')4- S ̂ (^)
{ij}e£1! 3^v

où les qj sont des formes quadratiques sur Xj et les Cij des formes
bilinéaires non dégénérées sur Xi x Xj est dite subordonnée à G.

On définit alors comme au paragraphe 6 la réponse R (voir aussi [10]
et [7]) et le propagateur P ç Dp par

p= ( ( e^^l^lVd^.
VXint /Ix

On s'intéressera plus bas aux calculs de propagateurs, mais on peut
déjà noter la formule de composition suivante. Si G' et G" sont deux graphes
disjoints et qu'on a identifié une partie W du bord de G' à une partie du
bord de G" : VQ = WQ U W, VQ' = W'o U W. On a alors 3 propagateurs
naturels P ' Ç y ^ z ) , P^Çz.y^) et P^W) qui sont reliés par

(1) W2/0- / T^y'^P^w^dw^
JXw

avec X\y = ^ X j .
j^w
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7.2. Les distributions limites.
Donnons quelques exemples de distributions limites.

Exemple 1 : problème de Dirichlet. — On prend W = {0} et
B=6(0)\dy\-^

Exemple 2 : problème périodique. — Soit VQ = A U B une partition
du bord en 2 sous-ensembles de mêmes cardinaux et a : A —> B une
bijection. On prend W = {y = ( • • • , Va, • " ; • • • , Vb, ' • ' ) | Va € A, y^a) =
Va}' Si Xbord = W 0 W est une décomposition orthogonale, on pose

B=6(W)\dw'\~^\dw\^.

Exemple 3 : problème de Neumann. — On prend W = Xbord et
B=0.

7.3. Les déterminants.
Le déterminant de QB se calcule à partir du propagateur et de la

distribution B comme dans le théorème 4.

Le but est de calculer exactement les propagateurs, mais on a en tout
cas une formule relative :

PROPOSITION 2. — Supposons Q(y, z) donnée; soient 0:0 e ̂  {R)\
0, et B\ et B^ deux distributions limites, on à :
(^ |det(QBj| ^ ^o^(gi) -2

u |det(Ç^)| ^o^(%) '

8. Propagateurs d'opérateurs de Sturm-Liouville discrets.

8.1. Le cas d'un graphe linéaire.
On considère le cas où G = PN est un chemin à N -\- 1 sommets :

y = { 0 , l , - - - , ^ } , Vo={0,N} et ^ = { { î , î + l } | î = 0 , — , 7 V - l } . Soit
N-l N

Q(xo, ' • • , XN) = ̂  CiÇxi, :r,+i) + ̂  Çî(^),
î=0 î=0

avec qi(x) = ^(A,a:|o-) et c,(^,a;,+i) = (;r,|C^+i) = (C^^|^+i). On
pose ^i = | det(c^)| > 0.
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8.2. Réponse et application de Poincaré.

La réponse R est liée de façon simple à l'application de Poincaré. On
définit pour 0 < i <, N - 2

Xi : ^-i —^ ^'4+1

comme la transformation canonique de fonction génératrice 6^,^+1) =
Qi(xi) + a(xi,Xi^). On définit ^-i à l'aide de la fonction génératrice
S N - I ( X N - I ^ X N ) =qN-i(xN-i)+CN-i(xN-i,XN)+qN(xN). On a donc,
pour 0 < i < N - 2 :

Xi(x^ -A,Xi - G^+i) = (^+1, C^,),
et

XN-I(XN-I^ -AN-^XN-I - CN-IXN) = (^, C^^XN + ANXN).

Soit \ = XN-IO- • •OXQ : XQ —. XN la transformation canonique (application
de Poincaré) qui, à (^ -Ao^o - Co^i), associe (^^, C^XN-I + A^)
où Xi satisfait pour 1 < i < N — 1 :

(3) C^-i^-i + AiXi + CiX^ = 0.
La réponse R est l'ensemble des

(xo, XN', Aoxo + CQX^ C^^XN-I + ANXN)
tels que (xi) satisfait l'équation (3) et aussi l'ensemble des

(XQ,XN\ -<^0^7V)

tels que

{(XO,ÇO),(XN^N))

soit dans le graphe de \.

8.3. Le propagateur de Sturm-Liouville.

L'énoncé qui suit est un des principaux résultat de cet article. Il a été
utilisé sous une forme à peine différente par G. Morette [33] (information
tirée de [21] page 13) pour calculer les intégrales de Feynman grâce à
la propriété d'unitarité. Il a comme conséquence, via le théorème 4, une
version discrète du théorème de Levit-Smilansky [29].

THÉORÈME 5. — Le propagateur de Sturm-Liouville a pour sym-
bole

W ^^ÏÏN'^can,
î=0
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où (jjcan est la demi-densité canonique sur le graphe de l'application de
Poincaré \.

Preuve. — Pour 0 < j ^ N - 1 les opérateurs de noyaux

P,(x^x^) = ̂ e2^^^^ \dx,dx^

sont unitaires et l'opérateur U est in^'l"^ ^ols le composé des unitaires
Tj. Le théorème résulte donc du théorème 3. D

COROLLAIRE 2. — Le déterminant de Popérateur de Sturm-Liouville
est donné par

(5) |det(Ç^)|= n^———1-^aW
j=0

8.4. Le cas des arbres.

On se place dans le cas où le graphe T = {V,E) est un arbre et
VQ = {1, • • • ,p} est l'ensemble des sommets de degré 1. Cela contient aussi
le cas d'un graphe arbitraire en prenant pour G un arbre maximal. On pose

QW= ]L ^(^^Q+Z^C^).
{iJ}€E jCV

THÉORÈME 6. — Soit P = ae^^y^dy^ le propagateur associé à
Q avec

^(^ S ^•O^^)4- Z^ tAX3^
Kî<J<P Kj'^P

et TiJ = 1 det(c^)|. Oïl a, pour toute paire ÎOJQ ç VQ, io ̂  jo :
.N-1 .

^= Hl^^il"' Iclet(r^)|^
^k=0 /

où F = {ÎQ = i, îi, • • • , i^ = j} est le chemin de io à jo dans Parbre T.

Preuve. — On fait le calcul pour les Xj = 0 sauf x^ et x^. On
se ramène au cas de Sturm-Liouville en calculant d'abord l'intégrale par
rapport aux sommets non situés sur le chemin F de io à jo- D
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8.5. Le cas des cylindres.

C'est le cas d'un produit cartésien d'un graphe F par le chemin PN.
On se ramène au cas du chemin. Cela permet de traiter le cas des rectangles
et des tores.

8.6. Transformations élémentaires des graphes.

Il s'agit de contrôler l'action au niveau du propagateur des transfor-
mations électriques élémentaires : série, parallèle, étoile-triangle (voir [7]).
L'idée est que ces transformations n'agissent pas sur la réponse, mais uni-
quement sur l'amplitude du propagateur suivant des formules simples.

9. Déterminants régularisés.

9.1. Opérateurs de Sturm-Liouville.

Soit A : [0, F] -^ Syn^ir) une application de classe C1. On lui associe
le Lagrangien

C(x^^t)=^xf\\2^^(A(t)x\x)

dont l'équation d'Euler-Lagrange est Sx = 0 où S est l'opérateur de Sturm-
Liouville formellement symétrique suivant :

S=-^+A(t).

On introduit aussi l'Hamiltonien dépendant du temps associé qui est
donné par

H^P^=^\P\\2-^(A(t)x\x).

L'application de Poincaré (ou résolvante) \ est le difféomorphisme canoni-
que de XQ = TV dans XT = TV défini par

xÇxo.po) = (XT.PT)

où (xt.pt) est solution des équations canoniques associées à H :

( dx ^ QH _
(6) d t ~ ~ 9 p ~ p

dp QH . . .
~dt=~^x=AWX'
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La transformation de Legendre étant ici, avec l'identification de M71 à son
dual, l'identité, \ est aussi donnée en termes des solutions de Sx = 0 :

X(xo,xo) = (XT.X^).

Une extension autoadjointe SW,B de S est donnée par une forme quadrati-
que avec domaine (W, B) sur V e R71 = XQ C XT. On pose l = dïm(W).

SW,B est l'extension de Friedrichs de la forme quadratique
çT

2Qw^BW= \ (^^^(AWx^x^dt+BÇxW^xÇT))
Jo

définie sur ^([O.r],^) H {(^(O)^(T)) e W} = H^.

Le spectre de SW,B est de la forme

AI ^ • • • < \k ^ • • •
avec

(7) A,k2 +B,<\k^ A^k2 + B+.

DÉFINITION 9. — On définit le déterminant régularisé au sens de
Feynman par

(8) àetp{Sw,B)=±\^^(T(K)\-2

où ± est donné par la parité de l'indice de Morse (nombre de valeurs propres
négatives de Sw,a)'

J'adopte cette terminologie, car cette régularisation est celle que
l'on doit utiliser pour calculer par la méthode de la phase stationnaire
le comportement asymptotique des intégrales de Feynman (voir [17])

(9) 1= F'e^o'^^^^d^^
Jfl

ici fl. est un espace de lacets sur l'espace de configuration, par exemple les
lacets 7 : [0, T] —> V d'extrémités fixées ou périodiques et f* signifie que
l'intégrale est définie par le procédé de Feynman comme limite d'intégrales
sur des espaces de dimension de plus en plus grande : les lacets géodésiques
par morceaux (voir [17], [8] et [9]). Elle permet de faire de l'intégrale de
Feynman un outil raisonnable pour les calculs semi-classiques, par exemple
les formules dites de Van-VIeck et de Gutzwiller (voir [23]).

La régularisation de Feynman ne coïncide pas avec la C-régularisation
(voir [34] et aussi [36]). Par exemple, si A = 0 et qu'on considère le problème
de Dirichlet sur [0,T], on a det^(5'dir) = T alors que det^(5dir) = 2^2".
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Je n'ai pas réussi à déterminer l'éventuelle formule générale qui relie ces 2
régularisations.

On a en particulier :

THÉORÈME 7. — Si(l») ^C:).
on a, pour les problèmes de Dirichlet, Neumânn et périodique, les formules :

|det^(5dir)|=|det(6)|,
(11) |det^(5neu)|=|det(c)|,

|det^per)|=|det(Id-^)|.

Les formules correspondantes pour det^ sont données avec les signes
dans [5].

Le problème est maintenant de relier detpÇSw^) aux discrétisations
de Sw B-

9.2. Déterminants discrétisés.

On va rappeler comment on définit la discrétisation par éléments finis
de SW,B' Les discrétisations obtenues sont données en termes de formes
quadratiques sur des espaces euclidiens.

On définit l'espace AN des fonctions continues affines par morceaux
sur la subdivision régulière de [0,T] en N intervalles à valeurs dans W1

(dimÂN =n(N+l)).
T

Posons 6 = —, ti = 6i et Yi •= W1. La structure euclidienne induite

par l'espace ^([C^r]) sur AN que l'on identifie à YQ C YI C • • • © YN (en
considérant les valeurs aux points ti) est équivalente sur les parties bornées
de l'espace de Sobolev ^([O^r]) à la métrique

ll^o, •••^)||^=<^IM2.
i=0

On reprend alors les notations associées au graphe linéaire à 7V+1 sommets.
La métrique euclidienne précédente g induit une métrique euclidienne sur
W © Xint dont l'élément de volume peut être comparé à celui induit par la
métrique canonique go : on a

nN+l
dVg=6 2 dVg,.
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La restriction de Qw,B à AN, notée Ç^^, s'écrit
N-1 I I ||2

/^N (m /y. ^ \~^ ?+1 ~ ̂V^B^O, • • • , X N ) = > , ————^————
î==0

1^ /^+1

+ 9 X. / <-4(^WI^))^+^(^O^N),
2 z=0 l/t-

avec (xo, xr) C W et x est la fonction de AN telle que a:(^) = Xi. On peut
réécrire, en remplaçant A(t} par A(^) sur 1' intervalle [^,^+1]

^ N-l

Q^B(XO,"',XN)=^ ̂  ||^+1 -^zl l 2

î=0

(12) + ^{{AWxo\xo) + (A(O)^i) + 2(A(^)^i|.ri)

+ (A(^).ri|a-2) + • • • + (A(tN-lXN-l\XN})

+B(^o^N)+0(^)||a:||^

II est facile de montrer que les valeurs propres de Q^y g par rapport à
la structure euclidienne g convergent simplement (et uniformément en A si
la norme L°° de A reste bornée) vers celles de SW,B ; c'est une conséquence
du fait que tout sous-espace de dimension finie de H^y est approchable à e
près au sens H1 par un AN et du principe de minimax.

On a le :

THÉORÈME 8. — Si ON est le déterminant de 2Q^^ par rapport
à la structure euclidienne g , on a : ON = (^-(^^O det^(Sv^B)(l + o(l))
quand N —>• oo.

Preuve. — On applique le corollaire 2 à Q^ p avec c^(^,^+i) ==
/•y . /-y .,., '

———— + O(^). On obtient ainsi

dN = 6-^\^ ^(B)!-2^ + 0(^))
où \N est l'application de Poincaré pour Q1^. Il suffit de remarquer que
XN —^ X lorsque N tend vers l'infini; en effet l'application \N est définie
par composition des \j définies par

Xj(^Pj) = {x, + op. + 0(^2), p, + <5A(^)^ + 0(<52))
et correspond donc à une discrétisation de type Euler de l'équation (6). D

THÉORÈME 9. — Soient 5'i et S^ 2 opérateurs de Sturm-Liouville
sur [0,T] avec la même condition au bord (W^B). On a

Àfc(5i) | |detj.(5i)|nfc=i Afc(52)l ldet^(52)
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On aura besoin du :

LEMME 1. — Supposons Aj(t), j = 1,2 et (W,B) fixés. Si
^k,N^ ^ = 1 ^ ' " ^N sont les valeurs propres des formes quadratiques Q^p
discrétisées de Sj à l'ordre N , il existe a > 0 et /3 tels que, uniformément
en N , on ait :

>i,N ï ak2 + f3-
Et on a : nN \1 1n ^ i + o ( ^ y

k^i^N W

Preuve du lemme 1. — Dans la méthode des éléments finis, il résulte
du principe de minimax que les A^ ^ sont supérieures ou égales aux
valeurs propres du problème continu limite. Il suffit donc d'appliquer
l'estimation (7).

La deuxième estimation provient du minimax qui implique
\^N-^N\=0(1).

D

Preuve du théorème 9.
p _ f r M g i ) _ ( ^ A ^ ) ^ i .

UA^) - [^W))^^0^)-
Puis par la convergence simple des valeurs propres des Q^p vers celles
de Sj :

/ rno \1 \ -,
p = [ Hn, TT^v (i+o(^-)V

V^-ooll A2 \ ^m^l'k,Nk=l
Et d'après le lemme 1

( nN \ 1 \ -,= ^n^iï1^0^))-^——H^;^ ^ r n j )

\P\= lim ^|fl+of-L)),
N-^oo cRJv \mo) )

p=l lim ll^Ui+of^-
^ff^^\^)\ \m

Et donc,

|P|= lim ^
' ' w-^oo d%

et par définition de det^(Sj) :

|p|="det^)|(l+o(-L)).
de t^ (À2) IV \mo/ /

La preuve se termine en prenant la limite quand nio tend vers l'infini. D
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