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SPECTRE DU LAPLACIEN ET LONGUEURS DES GEODESIQUES
PERIODIQUES 1

Y. Colin de Verdiére

Introduction

Mac-Kean et Singer ([1] p. 67) posent le probléme d’existence d’un
analogue de la formule de Poisson pour d’autres variétés que le tore
RYT', pour lesquel cette formule est

in
e M = (i) (vol M)+ Y g~ lol?4
keN 4r wel

ol (A )cen désigne le spectre du laplacien.

On peut remarquer que les || pour @ dans I" sont les longueurs des
géodésiques périodiques du tore R"/I". Pour obtenir dans un cas plus
général une formule analogue, il est difficile de prendre ¢ réel, t - oo,
A cause de la petitesse des termes e~ '®I*/4) et du développement de
Minakshisundaram-Pleijel ([3] p. 215) qui s’écrit pour ¢ — co:

- t\*
e~ (—) (V01M+‘—1—1 + ‘122- + )
keN 4n t t

Nous sommes donc amenés a chercher un développement approché
pour ¢ complexe avec Im (¢) - oo. Nous démontrons dans cet article
(voir 2-4) le:

THEOREME: Soit M une variété riemannienne compacte de dimension 2
a courbure sectionnelle o < 0. Soit (A4,);.n le spectre de son laplacien ([3]
p- 14 et suivantes). Soit £ I’ensemble des classes d’homotopie libre de
M et si a est un élément de £, L, la longueur de I'unique géodésique
périodique de a ([4] p. 10 et suivantes). On a

-2 z V4 ¥ —212 +
Y e M = (—) vol M + (—) Y ue et 0%(1)
keN 4r 4r) aeg=-aay
ot les u, sont des réels >0 et 0% (1) est une fonction de z bornée dans les
régions Re(z) = &, > 0.

Ce théoréme admet le corollaire suivant qu’il est intéressant de rap-
procher des résultats d’Huber ([5]).
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84 Y. Colin de Verdiére 2]

COROLLAIRE: Si deux variétés vérifient les hypothéses du théoréme pré-
cédent et ont méme spectre, elles ont méme ensemble des longueurs des
géodésiques périodiques.

La méthode utilisée ici repose sur deux points:

(i) Une approximation de la solution fondamentale E de I’équation
de la chaleur ou 'on prend des temps complexes. Cette approximation
utilise une construction faite sur le revétement riemannien universel de
M qui ici est difffomorphe a R". Ici on suppose seulement ¢ < 0 et le
raisonnement vaut en dimension quelconque sauf dans 1.3.

(ii) On part ensuite de l'identité

kZNe“"/’ = fME (z 3 X, x) om(x)

dans laquelle on reporte I'approximation de (i). L’évaluation quand
Im (z) - oo se fait alors par une méthode d’intégrale oscillante qui res-
semble a celle utilisée par Balian et Bloch ([2] p. 84 et suivantes). On
suppose dans ce 2 que la dimension est 2 et ¢ < 0.

Notations: C* est I'ensemble des nombres complexes z tels que Re(z)
> 0. Pour tout réel £, > 0, C, est 'ensemble des nombres complexes
tels que Re(z) = &,. Lapplication z > z* est définie sur C* pour «
réel comme prolongement holomorphe de I'application ¢+~ ¢* définie
sur R* a valeur dans R*. L’écriture g(z) = 0% (f(2)) signifie: pour tout
&, > 0, le rapport |g(2)/f(z)| est borné dans Cy,.

M est une variété riemannienne, C® et de dimension #; ¢ est la cour-
bure sectionnelle de M. M est le revétement riemannien universel de M
et I' le groupe des automorphismes de ce revétement qui est isomorphe
au groupe 7,(M).

1. Approximation de la solution fondamentale de I’équation de la chaleur

1.1. Cas d’une variété compléte simplement connexe & courbure section-
nelle négative ou nulle bornée.

M étant une telle variété, on sait que l'application exp,, : T,,M - M
est un difféomorphisme pour tout m. Nous noterons 9(m, x) le déterminant
de I'application tangente 2 exp,, au point expy, }(x) et nous introduirons
les fonctions u; : M x M — R définies par:

uo(x, y) = 97%(x, y)
w5, ) = 975, )| 94(s, exp. (s expi ()

x Ay ;- y(x, exp, (v expy '(y))e'~dz
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qui sont utilisées dans [3] p. 204 & 215. On sait que ces fonctions u; sont
C? et que, de plus, si on pose pour (z; x, y) dans C* x M x M

(1) Su(z; x, y) = (4nz) Fe™ @My (x, )+ . ..+ Zui(x, y))

on a:
(632 +Ay) Si(z; x, y) = (4m) ¥ IRz 4 g (x, p).

DEFINITION: Une application E: C* x M x M — C sera dite solution
Jfondamentale complexe de I’équation de chaleur (S.F.C.E.C) si:
(i) E est holomorphe par rapport & z, C* au moins par rapport d x et y,

et vérifie:
(i +Ay) E=0
0z

(ii) Pour toute fonction continue a support compact f sur M et tout a,
avec |o| < n/2, on a:

tim ([ EGix )0I0)) = 569
|Argz| S

Nous supposerons dans la suite de ce 1.1 que la condition (E) suivante
est vérifiée:

(E) il existe des nombres réels C et h tels que pour tout entier i, i < n,
et pour tout (x, y) dans M x M on ait:

lu(x, y)| < C*?
[4,u,(x, y)| £ C M,

Nous démontrerons en 1.3 cette condition si M est le revétement rie-
mannien universel d’une variété compacte de dimension n = 2.
Soient <7 et Z : C* x M x M — C, on pose quand cela a un sens:

A« B(z; x, y) =f:dufMM(u; x, E)B(z—u; &, y)vp(&)

ou Iintégrale en u est prise sur le segment (0, z) dans C.
Nous allons montrer que la série:

(2) E(z;x,y) = S|(z;x,y)

- {i ((2 +Ay) Su(z; %, y))*/1 # S,(z; x, y)} (—1)*!

i=1 \\0z

définit une S.F.C.E.C sur M et donner une majoration de |E—S,_ /2|
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LEMME 1: Soit § la distance euclidienne dans T,, M et d la distance rieman-
nienne dans M; pour tout a, b dans T,, M, on a: d(exp,,(a), exp,(b) = 5(a,b).

DEMONSTRATION: Soit y un chemin C* dans T,, M tel que y(0) = a,y(1)
= b, on a:

a0 5 [ 15

On sait ([6] p. 253 a 255) que T, exp,, augmente la longueur des vec-
teurs, on a donc:

[ :Ilv'(t)ll it < f:nT,m expn GO di

Si on pose &(t) = exp,(y()), cette derniére intégrale est égale a la
longueur du chemin ¢ et comme tout chemin C' de exp,(a) & exp,,(b)
est de la forme exp,, 0 y pour un y C* de a & b, on en déduit

d(a, b) < inf (longueur de &) = d(exp,(a), exp,(b)).
& chemin C* de exp,,(a) 2 exp,(b)

LEMME 2: Soient a et b des réels > 0 et supposons —A* < ¢ < 0, alors
il existe C, ne dépendant que de n, h et A tel que:

f e~ Plxma e—dz(y.rn)/b . eh(d(x,m)+d(y,m))vM(m)
M

é Cl . ehd(x,y) . e—dz(x,y)/(a+b) . ei-(lh+(n—1)A)z-ab/(a+b)

(G+3) "+ G+ )
x([-+=) +(-+ —)
a b a b
DEMONSTRATION: Soit O le point du segment géodésique [x, y] tel que
d(x, 0)/a = d(y, 0)/b et considérons I'espace IT tangent en 02 M. Soit

w, & 1 et p les images réciproques de 0, x, y et m par 'exponentielle en
0, on a:

w8 , Swn) _ (1, 1), 8%(&, 1)
a * b -—(a+b) @ 1w+ a+b

Donc en appliquant ’exponentielle en 0 et le lemme 1, il vient:

2 2 2
F) y ) (1 1) gy £
a b a b a+b

Posons r = d(x, y); t = d(0, m).
L’intégrale I est majorée par
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fMe—rz/(a+b) . ehr . elht . e—(l/a+ 1/b)tva(m)
De plus ([6] p. 253) pour toute fonction f: R¥ —» R
n—1
[ F0mdm)| = o, [0 (224

ou w, est le volume de la boule unité euclidienne de dimension 7. Donc:

+ o0
I § nwnehre—r2/(a+b)f e—(l/a+ 1/b)t2e(2h+(n—1)A)t . tn—ldt
0
(car shdt < Ate?)

Cette intégrale se majore bien:

J =f e-at2 . eﬂttn—ldt =f e—ac(t—ﬁ/Zaz)2 . eﬁ2/4a . tn—-l dt
R* R+

+ o N " ﬁ n—1
J =f e~ . oFlAe . (— +u) du

-8/2a 20

n—1
J < 2" 1ph A [(ﬁ) f e_““zdu+f e~ .yl du:|
20 R R+

J £ C'(n, B)F % (a ™" 40~ 4")
On en déduit le lemme 2.
LEMME 3: Soient s/ et B :C*x Mx M — C tels que
[#(z; x, )| S Klalre %000 . g
(B(z: %, )| S LizpPe™t o010 o

oi o et B sont > —nj2, on a pour tout z tel que 1)z € Ce,:

|+ B(z; x, y)| < KLC, " - e ¥ ReUi)|zatp+1, 1
1+4n+sup («, B)

ot1 C, est un nombre réel qui ne dépend que de n, h, A et &,.
DEMONSTRATION: On utilise le lemme 2 avec

Hul 4(lz| —ul)
= A M = —
¢ Bz a cos ¢ » b= cos ¢

Donc:
1 -1
(— +1) = el g9 ou 9= ’i’
a b cos ¢ z
1 Re(l/z)
a+b 4
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|z
|d % .%‘(z; X, y)| < KLJ‘ dv f e~ (@Cx,m)/atd2(m,y)ib) Md(x, m) +d(y,m)]
0 M

- 0%(|1z] — v)Pvp(m)
11 vient donc:
|M* .@(Z; X: ,V)| é KLC1 ehr . e—-}rzRe(l/z) . e(2h+(n—1)A)z/2§oIZ‘a+ﬁ+1

* p(x, B)

avec:
oo ) = [, forre-amap e (£)

0

T (I (i) ; ds
o
11 suffit donc d’utiliser le fait que

1
f Y(1-9yd9 s —
0 1+sup(p, 9)

et que n/2 < n—% pour voir le résultat du lemme 3.
Nous pouvons maintenant démontrer le:

THEOREME 1: M étant une variété riemannienne simplement connexe
compléte de courbure sectionnelle o négative ou nulle bornée, et vérifiant
la condition (E), M admet une S.F.C.E.C. E qui vérifie pour tout z tel que
1/z soit dans Ck,:

() 1E(z5 %, ¥) = Spzu- 123 % Y| £ Cj - P Hol5)
ot C; ne dépend que de la variété M et de &,, mais non de z, x et y.

DEMONSTRATION: Puisque 1/z est dans Cy,, |z| est borné, nous avons
donc, en utilisant la condition (E):

]Snl < Klzl——i-ne—%rz Re(l/z)ehr

0
— +4,) S,
’ (62 2)
L’application du lemme 3 montre donc que si on pose T, =
(0/6z+4,)S,, on a:

< lel-}ne—%rz Re (1/z)ehr

S| < KI*CY
T T (A Dm+ ) +2(1+n2) - - 1+(A=1)(1+n/2))

|1 +(A-1)(1 +n/2)ehr . e—{-rz Re (1/z)

IT”*). %

x|z
Donc

0
| Y (~1)' T S, < KLC, 2]kl 47 . ghr . o= 360r”,
A=1
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De plus on a:
~r2/4z

[4n—1)1+1-3
A PRI Y

Sn_S[é«(n—l)] = (Z%‘nun_*_z‘%‘n"‘lun_l_l_ PR

D’aprés la condition (E), on voit que:
[Sh—Stzm-1nl = Cae” ¢ - gm0

Donc le seul probléme est de montrer que la somme de la série (2) définit
bien une S.F.C.E.C sur M. Pour cela, nous aurons besoin des deux lemmes:

LEMME 4: Soit x, dans M, « un réel inférieur a nj2 et f: M — C con-
tinue telle que |f(y)| £ Ce*" on a:

lim | Si(z; x, Y)f(P)oa(y) = f(x0)
Arrga

D’aprés la condition (E) et la majoration du volume déja utilisée plus
haut, il suffit de montrer que, si ¢ : R® - C continue vérifie |p(&)]
< ¢'éél on a:

- ~l1E112/42 _
i e | emargerae = 900

Cela résulte des deux faits suivants:

n L f - 112112/42
i) —— | e dé =1
® (4nz)*"J g ¢

ce qui est connu pour z réel et donc par prolongement holomorphe pour
z dans C*.
(i) La limite est nulle si ¢(0) = 0. En effet

\I ( )| f —%11&112 - cos a/|z} , I‘f’(f)ldf-

~ (4n I "

et en posant & = |z|*u
‘%(GOSGHMIIZ) %
(z)l = @ )%,,f [9(1zI*u)] du

et le théoréme de Lebesgue permet de conclure car, pour tout u,
lim ¢(1z|*u) = ¢(0)
|z]-=0

et que la fonction
Cretcosallull2h|1ul]

est intégrable dans R".
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LEMME 5: Soit P:C* x M x M vérifiant les hypothéses du lemme 3
avec oo 2 0, on a:

(5‘2 +Ay) (P%S,)=P+P= [(aﬁz +Ay) S,,].

DEMONSTRATION:

(P*S,)(z;x, ) = J: [fMP(u; x, m)S,(z—u; m, y)vM(m)] du

Donc:

;(P % S,)(z; x, y) = im | P(u; x, m)S,(z—u; m, y)vy(m)
yA u—z M

uel 0, z]
z aS,
+ | du| P(u;x, m)—=(z—u;m, y)vy(m)
0 M 0z

La 1ére limite s’obtient avec le lemme 4: elle vaut P(z; x, y). On a d’autre
part

4, (PxS,)=P=4,S,
Donc:

(5 +4) rs) = P+p (5 +4) 5).-

On en déduit que la somme de la série (2) vérifie (0/0z+ 4,)E = 0.
Il reste & vérifier la condition:

|1i|I-I>10 X NfGpu) = (*)
|Argz| Sa

qui résulte facilement du lemme 4 et de la majoration de E—S,. Le
théoréme 1 est ainsi démontré.

1.2. Cas d’une variété compacte & courbure sectionnelle négative ou
nulle.

Nous allons appliquer la construction du paragraphe 1.1 au revéte-
ment riemannien universel M de la variété compacte M.

Nous noterons maintenant E, S, les fonctions que nous avons construi-
tes au paragraphe 1.1.

Nous aurons besoin du:

THEOREME 2: Soit I' le groupe des automorphismes du revétement M,

la famille
Z e—%éodz(x, ) . Qhd(x,vy)

yel

est uniformément sommable sur tout compact de M x M.
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On utilise le lemme suivant ([8])

LEMME 6: Si on pose, pour xdans M : ¢(3) = Card {y e I'/d(x, yx) < 1}
on a:
#() < ceomD

ot C est indépendant du choix de x dans M.

DEMONSTRATION: Soit D un domaine fondamental dans M contenant
x et de diamétre inférieur a 2 diam (M) = 24

U (D) = B(x, 1+24)

d(x, yx)<2

D’aprés la majoration des volumes on en déduit:

$(2) - (vol M) < "“’"f:m (M)n—l

A
D’ou le lemme 6.

dt

DEMONSTRATION DU THEOREME 2: Soit K un compact de M x M et
B = Sup d(x’ y )

(x,y)eK
De Card {ye[l|d(x, yy) £ A} < ¢(A+B), on déduit:
y e~ HOPE W) L i) < O DAGE) L p=HoU= 1) Jhi

vyel
J—1<d(x,y»)=]j

Ce qui démontre le théoréme.

THEOREME 3: Les familles Y ,.rE(z; x, 79) et Y yerStzm-11(2; %, v9)
sont uniformément sommables dans tout domaine {z||z| = ¢ et 1/z € C,}
x compact de (M x M) et on a sur tout domaine {z|1/z € Cy,} x compact
de (M x M)

I E(z; %, v9) = X Stain-11(z5 %, 99)| £ C(&o)
yell vel

DEMONSTRATION: Cela résulte facilement du théoréme 1, de la condition
(E) et du théoréme 2.

Posons
E(Z; X, y) = Z E(Z; X, 'yy) et de méme g[i—(u—l)]
yel

La construction des u; étant invariante par les isométries de M, on a:

u(yx, yy) = ui(x, y)
Donc, pour tout k:

S8i(z; vx, yy) = 8i(z; x, y)

E(z;yx, yy) = E(z; x, )

et donc
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On en déduit facilement que pour tout couple (y,, y,) de I'x I, on a:
Suz; 91%,729) = Si(z;5 %, )
E(z; 1% 72¥) = E(z; %, y)

Donc les fonctions E et S, définissent par passage au quotient des
fonctions E et S, sur C* x M x M.

THEOREME 4: Le noyau E obtenu sur M par passage au quotient est la
S.F.C.E.C sur M.

DEMONSTRATION: L’unicité résulte de [3] par prolongement analytique.
Pour montrer que (8/0z+ 4,)E = 0, il suffit de le montrer pour E et donc
pour S(z; x, yy) = E(z; y~!x, y); c’est donc clair. L’autre condition peut
se démontrer en utilisant un domaine fondamental D, en effet, soit

f: M — C continue, on a:

[ 55w 056m001) = [ B x s wia)

C’est-a-dire:

WZF DE(z; X, YY) f (n(n))os(y) = 74; YDE(z; x, ) f(my ™ ())ore(n)

Donc comme les yD font une partition de M

| BGs .21 = [ B3 5 msta@ont)
Comme E est S.F.C.E.C sur M et que fo = est bornée, on en déduit que

la limite quand z — 0 avec |Arg (z)| < « est f(n(x)) = f(x').

1.3. Condition (E) pour le revétement universel d’une variété rieman-
nienne de dimension 2 a courbure sectionnelle négative ou nulle

DEFINITION 1: Un nombre réel C sera dit universel s’il ne dépend que
de la variété M; (C;);.n désigneront de tels nombres.

DEFINITION 2: Une application f: Rt x X — R sera dite de type ex-
ponentiel en t (E.t en abrégé) s°il existe des réels universels C et h tels que
pour tout (t,x)deR* x X, on on ait:

If(t x| < Ce”
PROPOSITION 1: Soit y(t, x) la solution du systéme:
D, o ¥(t, x)+0(t, x)y(t, x) = f(t, %), y(0,x) = a, y'(0,x) = b
ot —A* < o £ 0 et fde type E.t., alors y est de type E.t.
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DEMONSTRATION: Elle se fait par comparaison de I'équation sans second
membre avec I’équation y” — A%y = 0 et par la méthode de variations des
constantes.

Pour démontrer la condition (E), on utilise une carte en m fabriquée
4 Paide de coordonnées polaires (¢, «) dans T, M, soit:

¥ : (1, @) “W- exp,, (tu,)

oll u, désigne le vecteur unitaire d’angle polaire «.
Pour toute fonction g sur M, on note § la fonction go ¥. Soit y la
solution du systéme
D, o y(t,0)+6(t, )y(t, ) = 0
¥(0,2) = 0; Dy (0, ) = 1
Ona

0m, ¥t = 3(4,0) = [ Dy, 3015, )

Evaluons Pexpression du laplacien dans la carte y:

== G055 b))

On a donc:

o*f 2 20f  dyof 1dyaf
4 — = —yAf—-y" = —y— — + - = =
“) do® yar-y or’ yat dt y 0o Oa
et on a:

1 ) ! 1
=Dy, y(t,0) = (—) X f Dy, ¥(ts, o) ds
y t 0

1 -1 1
I—DO, Yt a) = (f Dy, o ¥(ts, oc)ds) (f Dy 4 y(ts, cx)ds)
y 0 0

On en déduit la proposition ci-dessous.

Notations: ((f, p)) signifiera que toutes les dérivées D, ;f pour i quel-
conque et j < p sont de type E.t.

PROPOSITION 2: Si on a ((f, k+1)), ((4f, k)) et ((y, k+1)), on a
((f k+2)).

Cela résulte de (4) ou I’on fait opérer D, ;.

PROPOSITION 3: Si on a ((o, k)) on a ((y, k))
Cela résulte de la proposition 1.

PROPOSITION 4: On a ((o, k)) et (v, k)) pour tout k.
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Démontrons par récurrence la propriété (Py)
(P,) Pour tout i; ((4'a, k)) et ((, k))
(Py) est clair
(u, v) désigne un repére orthonormé au point Y(1, a), u = y’'(9/0t) et
v =y'(1/t - 0/dn)
D, o(4%) = d*(d'o)(u, - - -, u)

et les dérivées covariantes de A'c sont bornées car elles proviennent d’un
relévement de M qui est compacte.

On en déduit la majoration des D, oy-

On a: D, ((4'c) = d(4'e)(tyv).

On obtient (P,) en dérivant cette formule par rapport ¢ et en utilisant
(P,) pour y. De (P,) pour o, on le déduit pour y.

(Py) implique (P, ;) d’aprés la proposition 2.

Cette derniére proposition, 'expression de 0 et du laplacien permettent
de montrer la condition (E) pour une variété de dimension 2 qui est le
revétement universel d’une variété compacte.

2. Calcul d’intégrale oscillante

On supposera M compacte, de dimension 2, et ¢ < 0. Les deux appli-
cations

z -J\N‘->f E (1 ; X, x) vp(x) et z W Y e~ M
M z keN

étant holomorphes dans C* et coincidant pour z réel positif d’aprés [3]
p. 206, sont égales. Nous déduisons alors des théorémes 3 et 4, la formule:

(1) 3 o = sto (i : x, x) o3(X) +0*(1).

keN

Pour évaluer cette intégrale, nous remontons 3 M a I'aide du lemme de
régularisation suivant:

LEMME 1: Il existe une fonction ¢ : M — [0, 1], C* a support compact
telle que, pour toute fonction continue f: M — C on ait:

[ 16 out) = 1D
De plus, pour toute sous-variété N de M, on a:
[ P09 rs) = [ £ )

De plus, on peut prendre ¢ telle que d, = diamétre (Supp ¢) =
2 diam (M) +1 donc d, majoré par un nombre universel.
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by

DEMONSTRATION: Soit § : M — [0, 1] une fonction C® & support com-
pact telle que, pour tout x’ de M, il existe au moins un point de x de = *(x”)
vérifiant y(x) > 0. Posons ¢(x) = y¥(x)(Q,r ¥(yx))~!. La somme
Y er¥(yx) est localement finie & cause de la compacité du support de ¥
et du fait que I agit sur M de facon proprement discontinue et sans points
fixes. Soit f: M — C continue et D un domaine fondamental du revé-
tement, on a:

[ 160 = 3 | sapstemico

Soit, en posant x = yy

%Zr yDf(ﬂ(x))fﬁ(X)v»}(x) = Df(ﬂ(y)) 'yEZ;fb(vy)vﬁ(y)

et d’aprés la définition de ¢ : ), . r¢(yy) = 1, ce qui démontre le premier
résultat. Pour le deuxiéme, soit ¥, = {x e M|d(x, N) < ¢}. On a:

tim [vol (8,1 [ a(out) = [ oIons)

ou B,_,(¢) désigne la boule euclidienne de dimn—d et rayon ¢, et d =
dim N. On en déduit le résultat en utilisant le fait que n~*(V,(N)) =
Ve(n™'(N)).

Pour la condition supplémentaire de support, on remarque que Supp
(¢) = Supp (¥) et qu’on peut prendre ¥ & support dans un voisinage de
rayon 1 d’un domaine fondamental de diamétre inférieur a 2 diam (M).
On déduit alors de (1) et de I'expression de Sy(z; 7 (x), n(x)) (1.2) la
formule (2)

(@) Fe="3%

~e—%zdz(x, yx) | 0'%(36, 'yx)¢(x)uﬁ(x)+0+(1)
keN 4r ye[V M

le probléme est maintenant d’évaluer l'intégrale

3 1@ = [ e, (o)

2.1. Désintégration de vy par rapport a I'axe de y

Le calcul de (3) pour Im z — oo fait intervenir les valeurs critiques
de l’application x > d*(x, yx). Les résultats suivants sont démontrés dans
[4]1 p. 10 et suivantes: I’ensemble des points critiques de cette application
Jf, est une géodésique 4, de M. De plus, on sait qu’il existe une bijection
canonique de I'ensemble des classes de conjugaison de I" sur 'ensemble
& des classes d’homotopie libre de M; soit a 'élément de £ que 'on
associe ainsi & la classe de y dans I'. Alors il existe une géodésique pério-
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dique unique dans a, soit L, sa longueur; y translate 4, d’'une longueur
égale a L, et la valeur critique de f,, est L?2. Nous allons utiliser pour le
calcul de I, une carte liée & y de la fagon suivante: on paramétre 4, pro-
portionnellement & l'arc par s -w- m, de fagon que yp(m,) = mg, ;
on considére un repére orthonormé (u,, v,) de T,, M variant paralléle-
ment avec s et tel que u, soit le vecteur vitesse de m,. On pose alors
&(s, ) = exp,, (tv,). P est un difféomorphisme de R* sur M; soit j(s, t)
le déterminant de son application tangente au point (s, 7) et Y(z) le
champ de Jacobi le long de exp, (R-v,) = G tel que: Y (0) = u;
Y;(0) = 0, on a: j(s, ) = [Y(#)]. On a donc pour toute f intégrable
sur M:

@ f;l foi = Lz J(2(s, 1)) j(s, t)dsdt.

2.2. Un lemme sur les intégrales oscillantes
Nous nous raménerons 2 I'aide de la formule (4) au cas du:

LEMME 2: Soit o : R —» R une fonction C3, convexe, et ayant I’origine
pour seul point critique. Soit h : R — R une fonction C? nulle pour |t| = R.
Etant donné un réel £, > 0, il existe un polynome P de R[X,, X, X3, X,4]
tel que, en posant b = a''(0)/2, on ait, pour tout z de C,:

e “Op(t)dt = (= %h(0)+ 1R(z) e O et
fn {(bz) z }

1
IR()| < P (3, lellesc—r.x» l1hllcagor, 420 R)

Pour évaluer, par exemple, I'intégrale sur R*, on peut faire le chan-
gement de variables 0 = (a(f)—a(0))* = B(¢). On a:

[ emonar= e[| o (7 o) @a0)

Nous appliquerons le

LEMME 2bis: Soit { : RY — R une fonction C* a support compact, on a:
g2 % 1
f e " y(0)do = % (7}) Y(0)+ = S(z) Avec |S(z)| = ClYllc:-
R+ z z
DEMONSTRATION DU LEMME 2 bis:

f R+e—202¢(9) do = } (g)%¢(0)+ f e "0y ,(0)do

R*
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Juomon=[n0] " L o

De plus:
1) = [ wsyas

Donc [y (0)] = [¥lc.
On en déduit facilement le lemme 2bis.

DEMONSTRATION DU LEMME 2: D’apreés le lemme 2 bis, il nous suffit de
majorer [/’ of™|ca.

(1) Minoration de

pl)= =0 __

2/a(t)—a(0)
Si
2b ’ 4142
0=t= ———,ona:|o(t)] 2 btet |a(t)—a(0)] < bt
Sup Iallll
[0, R]
donc:
poz Y
4
et si
2
2b St=R, @) = 2b (car a est convexe)
Sup [a'"'] Sup |o""'}

[0, R]
lo(1)~o(0)] < R sup |a’]
[0, R]

Finalement il existe un polynéme P, tel que:

1
<P (i;, ”“”cﬂ(o.R),R) .

T

(2) Majoration des dérivées de B: elles se font en partant de

B(t) =1t (f:(l—u)oc"(tu)du)%
et de
[’%‘)j 2 min ((w).

ue[0, R]
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On en déduit que les dérivées jusqu’a 'ordre 3 de f sont majorées 2
Paide des dérivées jusqu’a l'ordre 5 de « et de la majoration de 1/8'(¢)

vue au §1). ‘
On en déduit finalement le lemme 2.

2.3. Calcul de I(z)
Partant de la formule (3), il vient en utilisant la désintégration de 2.1.

©) 1) = [ ds [ oo a0, y06.0)
x ¢(D(s, 1))j(s, t)dt
Nous allons appliquer le lemme 2.2. pour évaluer I'intégrale en ¢.

(a) Notations et définitions préliminaires
Dans la suite des calculs de 2.3 nous supposons 7 et s fixés.
Nous introduisons les parameétres réels ¢, et ¢, et posons:

p(t) = O(s, ;)5 a(ty) = v(p(t2)) = D(s+ Ly, et2)

(e = +1 si y conserve l'orientation de M, ¢ = —1 sinon).
D,,,,, désignera le segment géodésique (p(¢,), q(t,)) paramétré par 7 de
0 a 1; (u, v) sera un repére orthonormé variant parallélement le long de
ce segment, tel que u soit tangent & D, ,, et orienté de p(t;) vers q(t,),
et que (u, v) et (u, p'(¢;)) définissent la méme orientation au point p(t,).
On pose:
p'(t;) =cos B, - u+sinf, -v (sinf; > 0)
q'(t;) = cos 0, - u+sin 6, - v.
On introduit aussi 8(¢;, t,) = d(p(t,), q(t,)) et pour toute fonction
¢(t,, t,), on note ¢ lapplication diagonale ¢ -wW-> (2, £).
Nous introduisons aussi les trois champs de Jacobi Y, Z et W sur
D,, ., satisfaisant aux conditions aux limites:

Y(0) =p'(t1); Y(1)=4q'(t:)
Z(0) = 0; Z(1) = q'(12)
W) = p(t); (1) = 0.

On a évidemment Y = Z+ W.

Nous décomposons un tel champ, par exemple Y, suivant u et v:
Y=F5-ut+y-v.
Donc y et y vérifient les systémes (les * et " désignant des dérivés par
rapport a 1)
{y(O) = cos 0; (1) = cos 0, {y(O) = sin6; y(1) = sin 0,

=0 j+a8%y =0
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ol ¢ désigne la courbure sectionnelle au point de paramétre = de D
Pour un tel champ nous posons:

E(Y) = f ol(yz—aézyz)dt.

t15t2°

Les formules de variation premiére et seconde nous donnent les résultats
suivants:

~_~ o~

Dy 06 = —cos0y; Dy 46 =cosb,; & = cosb,—cos b,

D, o0 = }SE(W); Dy,,0 = (%E(Z); 8 = % E(Y)

Les calculs qui vont suivre reposent en grande partie sur le lemme sui-
vant de calcul des variations:

LEMME 3: Soient a et b deux réels, f, et f, : [0, 1] > R continues et
vérifiant f, < f; = 0. Considérons les solutions y, et y, uniques les systé-
mes suivants:

{ y1(0) =a; y,(1)=0b :yz(o) =a; y,(1)=b
Yi+fiyi =0 Vo+foy,=0
Alors on a:

1 1
[oe-rona s o8-

Utilisant ce lemme et le fait que M est compacte et ¢ < 0, et donc
—A? <06 £ —B? <0, on a les majorations suivantes:

Béo 2
6) ——({sin®0,+sin20,— —— sin O sin())
© th(s( ! > chBs 7

SEY) < A (sin2 0, +sin’ 0, — 2 sin 0, sin 92)
thAd chAd

et des majorations analogues pour Z et W en faisant sin 6; = 0 dans les
inégalités précédentes.

Rappelons qu’on a dit qu’un nombre réel universel s’il ne dépend que
de M (et donc pas de s, ¢ et 7).

(b) Majoration|t| < C5(t)+C’
LEMME 4: 1] existe des nombres C et C’' universels tels que
7] < Co(2)+C

DEMONSTRATION: L’expression de 8" montre la convexité de §. Comme
§'(0) = 0, il suffit de montrer qu’il existe des nombres #, et a strictement
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positifs universels tels que: pour tout ¢, avec |f| < #,, on ait & "(t) 2 a.
y étant supposée distincte de I'identité, ona & = p, > 0 (p, rayon d’in-
jectivité de M). Donc §”(0) = 2B(1—1/chBp,) > 0, C’est-a-dire §'(0)
= b > 0 ou b est un nombre universel. Il suffit donc de trouver des nom-
bres ¢, et c universels tels que, si [¢| < ¢,, on ait IS“’/(L)I/_S_ c. Or |8"(2)|
< 4B/thBp (0, +05). 11 suffit donc de montrer que (cos ;) sont majorées
par des nombres universels. On a:

D,y 00 = —cosf,
Donc:

—(c0s0,) = Dy, 064Dy 16 = EIS(E(Y)+E(W)-E(Z))

Donc:

— ’ A .2 .2 2 . .
|(cos 0,)] < SiAs 2sin” 8, +sin” 6, + 5 [sin @] - |sin 6,|

C

cette expression est majorée par un nombre universel.

(c) Un lemme de majoration de dérivées diagonales
Pour majorer les dérivées de & nous utiliserons uniquement des ma-
jorations de D, o6 et D, ,6 4 l'aide du:

LEMME 5: Soit  : R* — R*, tel qu’il existe a > 0 avec Y(t) = at+b,
et soit ¢ : R* - R une application C® vérifiant:

Sup D, o §(x, y)| < c, &P
|lx|=4
ly|=4

Sup |Dy, , d(%, y)| £ ¢, e"¥™
|x|s4
Iyl=4

Alors sif(t) = ¢(1, t) il existe des réels dy, et B, tels que pour tout t:
|f(k)(t)| < dk eﬁkll/(lt)
(dy et Py ne dépendant que de a, b, c, et o)

DEMONSTRATION: Soit g une fonction C® 2 support dans [—A4, 4] et
g sa transformée de Fourier. On a:

21XPYG(X, Y)| £ |X*P4(X, Y)|+|Y*4(X, Y)|

Soit en utilisant le fait que la transformation de Fourier est une iso-
métrie pour les normes L2:

||Dp,qg”L2 = C(P, q)(llDZp,Og||L2+llD0, 2qg”L2
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Or
x y
Dp,qg(x, y) =f f Dp+1,q+1g(t’ S)dtds
—wov —w

ID,,.9(x, )| < 24c(p+1, g+1)(1D2p+2,09llL2+1I1Do, 20+2 9112
ID,, ,9(x, < 4A20(P+1, g+1)(sup ID;,42, 09| +sup |Do, 24+290)
Soit maintenant a une fonction C*® nulle pour [¢] = 2 et égale a 1
pour [tf] £ 1, posons @r(x,y) = d(x, y)u(x/R)x(y/R) et supposons
R= Ry >0.0na:
sup |[D, 0l £ sup [D, ,¢xl < 16R2C(P+17‘1+1)(SUP [D2p+2,0Pxl
[—A4, A)? [24,24])2
+sup [Do, 24+ 2 Prl)-
Utilisant le fait que f®(7) = Y*_, Ci D, -, $(t, t) on en déduit le lemme.
REMARQUE: Pour majorer la dérivée d’ordre k de f, il faut prendre les

couples (p, q) tels que p+g =k, p=1,--,k—1, donc majorer les
D, ¢ et D, ,¢ jusqua P'ordre 2k.

(d) Majoration des dérivées de la distance d’un point a une géodésique.

On se donne ici un point @ de M et une droite géodésique I telle que
dist (@, I') = C > 0 ou C est un nombre universel. On paramétre I par la
longueur de l'arc s & partir de la projection b de a sur I'. On note f(s) =

d(a, p(s))-

DEFINITION: Une famille d’applications f: R — R sera dite de type
exponentiel en distance (E.d) s’il existe des nombres C et C’ universels
tels que: |f(s)] = CeSP®,

LEMME 6: Les dérivées de B(s) sont de type E.d.

DEMONSTRATION: Nous noterons Y(z) le champ de Jacobi sur le seg-
ment géodésique (a, p(s)) paramétré par = de 0 & 1 tel que Y (0) =0,
Y(1) = p'(s). On définit un repére (u, v) comme en 2.3(a), alors ¥ = ju
+yv. y et y vérifiant les équations suivantes:

7(0) =0, F(1)=cosh, 7=0
»(0) =0, y(1)=sinf, j+op?y =0.
On a: f'(s) = cos 0; B"’(s) = 1/B(s); E(Y,) = —sin 0 - 0'(s).
Faisons les remarques suivantes:
(i) On peut montrer a P'aide d’un calcul de variation que
. ., b
fsin 6] > shAd(a )’
shAB(s)

donc 1/sin 8 est de type E.d.
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(ii) B ne<l E(Y) = -2 sin? 9
thBp B thAB

Donc B, B, B et 8 sont de type E.d.

NoTATION: Soit f: Rx [0, 1] » R une fonction de s et 7, (f, k) sig-
nifie que f et ses dérivées par rapport a s jusqu’a I'ordre k compris sont
de type E.d.

Pour démontrer le lemme il suffit evidemment d’établir par récurrence
la propriété (P,) suivante:

(Py) (B, k+1), (0,k), Vpe N(Dy, ,, k) et y (Do, ,¥, k)
Y(p, i) € Nx N(D,, ,(4'0), k)

(Py) et (Py) se démontre comme dans 1, proposition 4.

Montrons que (P,) implique (P,.,). L’expression de " montre que
(B, k), (Do, ¥, k) et (o, k) impliquent (B, k+2) et il est clair d’aprés la
remarque (i) que cela implique (6, k+1). Vus les systémes vérifiés par y
et y (B, k), (8, k) et (D, ,0, k) impliquent (D, ,¥, k) et (Dy, , ¥, k).

Il reste donc a montrer que (8, k+2), (6, k+1), (Do, ,, k), (Do, , ¥, k)
et (D,,,(4'0), k) impliquent (D, ,(4'c), k+1).

Suivant la méthode utilisée pour la condition (E), nous introduisons
la carte Q : (s, T) “Wo le point de paramétre 7 de (a, p(s)).

L’expression du laplacien d’une fonction f(s, t) est:

Af = —ﬁ—ly(pl,o (g-Dl,of— fDo,lf))

_ 2, =2
+
+Do,1("!D1,of—y 4 Do,1f)
y By
Donc:
2y y2 4+ y? a b
D,of = —yAf + — Dy 1 f—=—5—Do,2f— -Dy,0f— =D, f
B B> B B
Avec

L N P e

Montrons que (P,) implique pour tout p e N(D,, ,a et Dy ,b, k—1).
Vu la forme de a et b et que y = sin 0 - ABt/shAP, il suffiit de montrer
que /T et ses dérivées par rapport & 7 vérifient (D, ,(5/7), k).

Cela résulte du fait que:

y_(r_) = J‘lDo, 1 y(ut)du
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et de la propriété (P,). Si on applique & A’c I'expression de D, , écrite
ci-dessus et que I’on dérive p fois par rapport a 7 et k—1 fois par rapport
A 5, on aura montré que Dy, ,4'c est de type E.d. Ce qui démontre le
lemme.

(e) Majoration des dérivés de t W 3d*(D(s, t), yD(s, 1))

Si on pose
Y1) = Isup o(ty, t2),

t1| <t
lt2| <t

il est clair que les dérivées §, 8’ et §" sont majorées par des exponentielles
Y (?). Il résulte de (b) que Y vérifie hypothése du lemme 5, en utilisant (d)
il vient que les dérivées 6® sont majorées par des exponentielles & coef-
ficients universels de y(21).

(f) Majoration des dérivées de 0 *(&(s, t), y®(s, t), ¢(D(s, 1)) et j(s, 1)
par rapport a t.

Ces majorations jusqu’a I'ordre 2 ne présente pas de difficultés. Les
dérivées ce ces trois fonctions sont majorées par des exponentielles a coef-
ficients universels de y(z).

(8) Calcul de I.(z)
Nous sommes amenés 2 distinguer les trois cas suivants:

ler Cas:y = Id
La formule (3) donne alors:
1u(2) = [ 60
D’aprés le lemme 1, on a donc:
Ild(z) = VOl (M).
2éme Cas: distance (Supp ¢, A,) = to (to est le nombre universel déja
défini en b))
Pour ce cas et le troisiéme, on pose:
a(t) = 1d*(P(s, t), y9(s, 1))
h(t) = 67*(2(s, 1), y2(s, 1))$(D(s, 1) (s, 1)

et on suppose que z est dans C, . Pour majorer
f e " Op(t)dt
R

on remarque que o est monotone sur R* et sur R™. Sur R* par exemple,
on pose a(t) = u et une intégration par parties utilisant le fait que 4(0)
= 0 donne:
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+ o h
f e~ Oh(1)di = f e (-, Oa-l) () du
R o

Lg2/4
+ 't
f e *Op(t)dt = lJ‘ e ™ (a_fl_Tocj Oofl) (u)du
R+ zJ La2/4 o
Soit y, un point de Supp ¢, on a pour tout x dans Supp ¢:
|d(x, yx)=d(y0, y¥o)l < 24,

De plus, le choix de #, implique que, sur le support de A, |a'(z)| est
minoré par un nombre universel. Des majorations des dérivées de & et o
jusqu’a Pordre 2(e) et (f), on déduit I'inégalité suivante:

f e'"(')h(t) dt l < _1_ (d(yo i yy0)+2d0)2 -e —4&0(d(yo, yyo) — 2do)?
R+

|z| 4
. C1 ecz(d(yo, y¥o) +do)

Donc, en faisant de méme pour I'intégrale sur R™, et en intégrant par
rapport & s sur une longueur utile ne dépassant pas d,, on a:

|(Iy(z))| = Ili Cs £Calvo, v0) o~ +40d*(vo, 730)
z

3éme cas: distance (Supp ¢, A,) < t,

Ici A(0) n’est pas nécessairement nul, on se sert du lemme 2. Le calcul
de «’'(0) utilise, pour chaque valeur de s, un champ de Jacobi ¥ sur 4,
tel que:

YS(S) = Us; Ys(s+La) = yl(vs)
(7'(vs) = ev541,, avec € = +1 ou —1 selon que y conserve ou non
Iorientation).
Ce champ de Jacobi reste colinéaire a v, on peut poser:

Ys((D) = ys(w) * Ve

On a alors d’apreés la formule de la variation seconde:
r La stla ' 2 2
0 == (i)' - o(@)(y(@))*) do

2'(0) 2 —DLa (1— L )
th(BL,)\  chBL,

Donc «’(0) est minoré par une constante universelle C5 strictement po-
sitive. Le lemme 2 s’écrit alors:

Le—za(t)h(t)dt = {(a’ig)z)ﬁ‘g-%(ms, My e )b(me)+ i R(z)} oL




[23] Spectre du laplacien 105

avec

2
'R(Z)' é P (E—- N C6 eC7'l’(2(t0+dO)); C8 eCQ"’(t0+d0); to_l_do)
5

on en déduit:
IR(Z)I < Cloec“d(y"’w°).

De ces deux derniers cas, on déduit le

THEOREME 5: Soit y, un point de Supp ¢, y, la fonction décrite plus haut,
et supposons z dans Cy,, on a, pour y # Id:

L@ = () e (] o)
—o(0)( ys(a)))zda))(?(ms , Mgy La):| _%qﬁ(ms) ds+ 2 R,(2)

Avec
IRy(Z)I < DeEd(yo,Wo) . e—%éodz(yoﬁ’m)

D et E désignant des nombres universels. En effet dans le deuxiéme cas
¢(m,) est nul pour tout s et I(z) = 1/z R(z).

2.4. Conclusion
Utilisant I’égalité (2) et le théoréme 5, il vient:
z\?*

Y e A = 4—27;(v01 M)+ (——

) ety L Y R,(2)+0%(1)
keN 4n) yer—-gaq; el

’ 47 5

Drapreés le théoréme 2 et la majoration de R, du théoréme 5, on a:
Y R(z) = 07(1).
yel

En posant ), C, = u,, on obtient:

z e~ Mz — i vol M + (1)% Z uae—%zLa2+O+(1)
keN 4z 4/ aes-qa
Ce qui est exactement le théoréme énoncé dans I'introduction. Son co-
rollaire se déduit immédiatement en fixant &, et en prenant la transfor-
mation de Fourier par rapport a n = Im(z).

Il rest & donner une expression des u, qui ne dépende pas du choix de ¢.
Soit G, la géodésique périodique dela classe a, ona: | J,c, 4, =7"1(G,);
choisissant un y de aq et utilisant le lemme 1, il vient:

U, =f:“ I:La { fs S+La( V.2 () — a(w)yi(w)) da)} 0(my, my.. L“):I “3gs.
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