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TD2 : Compléments sur les anneaux (2ème partie)

1 Corps de fractions

Exercice 1. Sur la définition du corps de fractions

Soient A un anneau intègre et L un corps contenant A tel que tout élément de L est de la forme a/s
avec a ∈ A et s ∈ A \ {0}. Montrer que L est canoniquement isomorphe à Fr(A).

Exercice 2. Exemples de corps de fractions

Déterminer le corps des fractions des anneaux suivants : Z[X], Z[i], Z[1/2], k[X2, X3], {P ∈ Q[X] :
P (0) ∈ Z}.

Exercice 3. Corps de fractions des séries formelles

1. Montrer que le corps des fractions de k[[X]] est

k((X)) = k[[X]][X−1] =

 ∑
k≥−m

ckX
k | m ∈ N


(séries formelles de Laurent).

2. Comparer k(X) et k((X)). Indication : montrer que
∑

k≥0X
2k n’est pas rationnelle.

Exercice 4. Fractions rationnelles symétriques

Soit n ≥ 2.

1. Montrer que Sn agit naturellement par automorphismes de corps sur k(X1, . . . , Xn).

2. Montrer que le sous-corps L des fractions rationnelles invariantes par Sn est égal au corps des
fractions de k[X1, . . . , Xn]Sn . Indication : si P/Q est symétrique, c’est-à-dire invariante par
Sn, poser D =

∏
σ∈Sn

Qσ.

Exercice 5. Décomposition en éléments simples de fractions rationnelles

1. Soit P/Q ∈ k(X) une forme irréductible non nulle avec Q =
∏n
i=1Qi où les polynômes Qi sont

non constants deux à deux premiers entre eux.

Montrer qu’il existe P1, . . . , Pn tels que P/Q =

n∑
i=1

Pi/Qi avec Pi/Qi irréductible.

2. Soient n ≥ 1 et S,Q ∈ k[X] avec Q 6= 0. Montrer qu’il existe S0, . . . , Sn−1, Rn des polynômes
tels que degSk < degQ pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1 et S = S0 + S1Q+ · · ·+ Sn−1Q

n−1 +RnQ
n.

3. En déduire que si F ∈ k(X) s’écrit sous forme irréductible P/Q avec Q de factorisation en
irréductibles distincts Q =

∏n
i=1Q

αi
i (αi ≥ 1), alors

F = E +
n∑
i=1

 αi∑
j=1

Pi,j

Qji

 avec E ∈ k[X] et ∀i, j, 0 ≤ deg(Pij) < degQi.
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Exercice 6. Groupes (Q,+), (Q∗,×),Q∗/(Q∗)2.
1. Montrer que le groupe (Q,+) n’a pas de partie génératrice finie.

2. Donner un groupe isomorphe au groupe (Q∗,×) puis Q∗/(Q∗)2.

Exercice 7. Résoudre dans Q2 l’équation x2 + y2 = 1 en utilisant la paramétrisation du cercle unité
privé de (−1, 0) par la pente des droites passant par (−1, 0). En déduire les solutions entières de
l’équation x2 + y2 = z2.

2 Anneaux noethériens

Exercice 8. Théorème de transfert de Hilbert et réciproque

1. Soit A un anneau noethérien, montrer que A[[X]] est noethérien. Indication : partant d’un
idéal I 6= {0} de A[[X]], considérer pour n ∈ N, In = {a ∈ A : ∃F ∈ I, F de la forme aXn +∑

k>n ckX
k}.

2. Soit A un anneau tel que A[X] est noethérien. Est-ce que A est noethérien ?

Exercice 9. Exemples d’anneaux noethériens ou pas

Les anneaux suivants sont-ils noethériens ? Le cas échéant donner une suite d’idéaux strictement
croissante infinie et un idéal qui n’est pas de type fini.

1. A/I avec A anneau noethérien et I idéal de A,

2. B anneau tel qu’il existe f : A→ B morphisme surjectif avec A noethérien,

3. k[X1, . . . , Xn, . . . ] des polynômes en une infinité de variables,

4. Z[
√
d] avec d entier non carré,

5. l’anneau des suites à valeurs entières

6. l’anneau des séries entières complexes à rayon de convergence strictement positif,

7. la sous-algèbre k[XY n : n ∈ N] de k[X,Y ].

Exercice 10. Anneau noethérien ou non, suite

1. Soit F l’anneau des fonctions polynomiales [−1, 1] → R. Montrer que {f ∈ F | f(0) = 0} est
un idéal de type fini.

2. Soit A = C0([−1, 1],R) et I = {f ∈ A | f(0) = 0}.
(a) Montrer que I est un idéal maximal de A.

(b) Montrer que I n’est pas de type fini.
Indication : par l’absurde, si I = (f1, . . . , fn), considérer g = |f1|+· · ·+|fn| ; si g ne s’annule
qu’en 0, montrer que fi = o(g1/2) pour tout i.

(c) En déduire que C0([−1, 1],R) n’est pas noethérien, et donner une suite strictement croissante
infinie d’ideaux.

Exercice 11. Anneau noethérien intégre

Soit A un anneau intègre noethérien. Montrer que si a /∈ A×, alors
⋂
n≥1(a

n) = {0}. Autrement dit,

pour tout b ∈ A \ {0}, il existe un entier k tel que ak|b et ak+1 - b.
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