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Controle continu n° 2

Exercice 1

On considere le polynome P(X) = X% —2X2% +9 € Q[X].

1. Vérifier que P(X) = (X — V2 —i)(X — V2 +4)(X + V2 —4)(X + V2 + i) dans C[X].

2. Montrer que P est irréductible dans Q[X]. Quelle est sa décomposition en facteurs irréductibles
dans Q(2)[X]?

3. On note K = Q(i + v/2). Montrer que K = Q(i,v/2) et que c’est le corps de décomposition de
P dans C.

4. On note G le groupe des automorphismes de K.

(a) Quel est le cardinal de G'?

(b) Montrer qu’il existe ¢ € G \ {idx} laissant invariant chaque élément de Q(7). Quel est
lordre de ¢ 7

(c) Montrer qu'il existe 1 € G \ {idx} laissant invariant chaque élément de Q(+/2). Quel est
l'ordre de ¢ ?

(d) Montrer que G ~ Z /27 x Z/27.

Correction :
1. Regrouper une racine et son opposé simplifie le calcul.

2. Il n’y a pas de racine rationnelle. Si P avait une décomposition en produit de deux facteurs
irréductible de degré 2 sur Q[X], alors ce serait également une factorisation sur R[X]|. En re-
groupant une racine et son conjugué on obtient la décomposition en facteurs irréductibles de P
sur R[X] : P(X) = (X2 —2v2X +3)(X2+2Vv2X +3), dont aucun des facteurs n’est dans Q[X].

Le polynome P n’a pas non plus de racines dans Q(i). En regroupant différemment les racines,
on obtient la décomposition P(X) = (X —i)? —2)((X +i)?—2) = (X2 -2iX —3)(X2+2iX —3)
dont les facteurs sont bien irréductibles.
3. On a clairement K C Q(i,v/2). D’aprés la question précédente, [K : Q] = deg P = 4 et comme
[Q(>i,v2) : Q] = [Q(i,v2) : Q(v2)][Q(V?2) : Q] < 4, on a I’égalité. De plus toutes les racines de
P sont clairement dans Q(i,+/2), donc ce corps de rupture est aussi le corps de décomposition.
4. (a) Tout automorphisme de K laisse invariant le sous-corps premier Q. Comme K est mo-
nogéne, un automorphisme de K est entiérement spécifié par Uimage de i + /2 qui doit
étre une autre racine de son polynome minimal P. Etant donné que P a quatre racines
distinctes dans K, il y a donc quatre automorphimes distincts de K et #G = 4.

(b) On écrit K = Q(i)(v/2). Un automorphisme de K fizant Q(i) est donc enti¢rement déterminé
par Uimage de \/2, qui doit étre une autre racine de son polynéme minimal sur Q(i) qui
est X2 —2 = (X —V2)(X +/2). I existe donc ¢ € G\ {idx}, qui laisse invariant Q(i) et
envoie \@ sur —\/5.

On a alors 0*(\V/2) = o(—V2) = V2 et (i) =i, donc @ est d’ordre 2.
(c) Idem en écrivant K = Q(v/2)(i).

(d) G contient idg,p, et @ o1 qui sont bien distincts (il suffit de regarder leurs actions sur
+i,4£v/2). On a alors un isomorphisme explicite Z/27 x 7./27 — G, (1,0) — ¢, (0,1) + 1.
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Exercice 2

1. Soit ¢ € C une racine primitive 5-eme de 1'unité.

(a) Montrer que ¢ est algébrique sur Q et donner son polynéme minimal P.
En déduire [Q(() : Q).
(b) Quel est le corps de décomposition de P sur Q?
2im

2. Onposeaz?cos%“ et (=e5 .
(a) Vérifier que Q(a) € Q(Q).
(b) Montrer que ¢ est une racine de X2 — aX + 1. Déterminer [Q(¢) : Q(a)] et [Q() : Q.

)
(¢) Calculer irr(a,Q), en déduire cos 2 = %.

5
(d) Calculer irr(¢, Q(v/5)).
3. Prouver que irr(¢,Q(i)) = P.

Correction :

1. (a) L’élément ¢ est bien racine de ®5 = X* 4+ X3+ X2 + X +1 donc est algébrique, et comme
Oy est irréductible dans Q[X]| (cf cours), c’est son polynéme minimal P. Le degré est donc
[Q(¢) : Q] = deg @5 = »(5) = 4.

(b) Les racines de P dans C sont (,(?,(3,¢* qui sont toutes dans Q(C). C’est donc a la fois le
corps de rupture et de décomposition de P.

2. (a) Onaa=C+C=C+¢ 1t eQ) done Q(a) C Q(C). Par ailleurs, a € R donc Q(a) C R,
or Q(¢) Z R, donc Q(a) € Q(¢)-

(b)) Ona (X —)(X —¢ 1) = X2 —aX + 1. Ce polynéme est irréductible dans Q(a) puisque
¢ ¢ Q(w), c’est donc le polynome minimal de ¢ sur Q(a) et [Q(C) : Q(a)] = 2. Par
multiplicativité des degrés, [Q(a) : Q] = 2.

(c)a=C+¢ P =C+¢ a?=C4+(-2+2=(+3+2donca’+a—-1= Z?:oci = 0.
Le polynéme unitaire X? + X —1 € Q[X] est annulateur de o et de degré 2, c’est donc son
polynome minimal sur Q.

Les racines dans R de X%+ X —1 sont # ; comme 2m /5 € [0;7/2], a <0, d’ou "égalité
souhaitée.
(d) On a clairement Q(a) = Q (@) = Q(v/5) donc c’est le méme polynéme minimal que
plus haut, soit X? —aX + 1.
3. Le polynome P n’a pas de racine dans Q(i) (sinon Q(i) serait un corps de rupture de P sur Q,
or [Q(i) : Q] = 2 # deg P).
Par Uabsurde, si P = [[i_,(X —C*) est un produit de deus facteurs dans Q(i), un des facteurs a
pour racines ¢ et (¥ avec k = 2,3 oud. Si k =2 ou 3, alors le terme constant de (X —)(X —¢F)
doit appartenir ¢ Q(i) d’on ¢*1 € Q(i), contradiction. Si k = 4, alors (X — {)(X — ¢*) =
X2 —aX +1¢Q(i), contradiction.

Exercice 3

1. Décrire I'ensemble des sous-corps de IF,,» ou p est un entier premier et n € N*.
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2. Soit K D k une extension de corps finis. Montrer qu’il existe a € K tel que K = k(«).

3. Soit k = F, un corps fini et P € k[X] un polynéme irréductible de degré d. Montrer que le corps
de rupture et le corps de décomposition de P coincident.

4. Soit n € N*. Pour « € Fan, on pose
n—1 .
Tr(a) = Z o> et pla)=a®+ .
k=0

(a) Montrer que Tr et p sont deux applications Fa-linéaires de Fon dans lui-méme et déterminer
ker p.

(b) Montrer que Tr est une application polynomiale et en déduire que ce n’est pas I’application
nulle.

(¢) Montrer que Im Tr = ker p, puis que ker Tr = Im p.

(d) Soit a € Fgn. Montrer que le polynéme X2 + X + a € Fon[X] a des racines dans Fan si et
seulement si Tr(a) = 0.

m—1
e) On suppose n = 2m + 1. Montrer que si Tr(a) = 0, alors z = a22k+1 est une racine de
pPp q s
k=0

X2+ X +a.

Correction :
1. Cours.
2. Cf TD.
3. Cours.
4. (a) La linéarité provient du Frobenius et on a clairement ker(p) = {0; 1} = Fs.

(b) Il est clair que Tr est polynomiale de degré 2"~ donc posséde au plus 2"~! dans le corps
Fon a 2™ éléments. Ce n’est donc pas Uapplication polynomiale nulle.

(c) Pour tout o € Fon,

n—1 . 2 p-1 . n—1 . n—1 . n—1 . n—1 .
+1 n
p(Tr(a)) = (g o? ) + E o = E (a® )2+ E o = E o 4 E o =a?" fa =0,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

donc Im Tr C kerp = {0;1}. Si linclusion était stricte, on aurait Im Tr = {0} donc Tr=0,
ce qui n’est pas.

Pour la deuziéme assertion, le théoreme du rang donne l’égalité des dimensions. Par
atlleurs, pour tout o € Fon,

Tr(p(a)) = Tr(a2 +a)= TT(aQ) + Tr(a).

Or
n—1 n—1 n n—1
k k41 k k
Tr(a?) = E (a?)* = E o = E o = E o,
k=0 k=0 k=1 k=0

car a®" = a. Donc Tr(a?) = Tr(a) d’ot Tr(p(a)) = 0. On en déduit que Imp C ker Tr.
(d) X?+ X + a a des racines dans Fon < a € Im(p) < a € ker Tr.
(e) On suppose Tr(a) = 0. Alors

m—1 m—1 m—1 m—
2k+1 2k+1 2k+2 1
Prr=(Y a4+ > = a4 a =Y a® =a+ Tr(a) =a.

k=0 k=0 k=0 k=
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