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Controle continu 3

Soit p > 2 un nombre premier. On veut montrer qu’il y a exactement cinq groupes
d’ordre 2p? & isomorphisme prés. On rappelle que tout groupe d’ordre p? est abélien et
isomorphe a I'un des deux groupes H, := Z/p*Z ou H, := F? en notant F := Z/pZ.

1. Pourquoi les groupes G := Hy x {—1,1} et G5 := Hy x {—1, 1} sont-ils abéliens
et non isomorphes ?

2. Soit (H,+) un groupe abélien fini d’ordre impair > 3.

(a) Pour tout k € {—1,1}, on pose p, = k idy. Montrer qu’on définit ainsi un
morphisme de groupes non trivial p de {—1,1} dans Aut(H). Indication :
montrer que pour tout h € H\ {0g}, —h # h.

(b) Dans le groupe H x, {—1,1}, expliciter ce que vaut (h,k) %, (h', k'), puis
calculer (h, k)? et (h, k).

(c) En déduire les éléments d’ordre 2 dans le groupe H x, {—1,1}.

3. On construit ainsi les groupes Gs := Hy %, {—1,1}, Gy := Hy x, {—1,1} et
G5 == F x (F x, {—1,1}). Pourquoi ces groupes sont-ils non abéliens et non
isomorphes ? Indication : utiliser les questions 2b et 2c.

4. Soit G un groupe d’ordre 2p?. Montrer que
(a) G contient un sous-groupe H d’ordre p? et un sous-groupe K d’ordre 2;
(b) G=H x K;
(¢) G est isomorphe a un produit semi-direct de Hy ou Hy par {—1,1}.
5. Soit ¢ : k — ¢ un morphisme de groupes de {—1,1} dans Aut(H,).
(a) On note ¢°4 = p_; 0 ¢_1. Montrer que ¢°4 = idg;, .
(b) Montrer que pour tout r € Z, r =1 [p?] <= r=+1 [p?].

(c) En utilisant le fait que Aut(H;) est isomorphe a (Z/p?Z)*, en déduire que
¢©_1 = *idy, puis que Hy x, {—1,1} est isomorphe & G; ou Gs.

6. Soit ¢ : k +— 1 un morphisme de groupes de {—1, 1} dans Aut(H;). On rappelle
que Aut(Hy) = GL(F?), ou F? est muni de sa structure de F-espace vectoriel.
Soient £y = Ker(y_; —idg,) et E_1 = Ker(v¥_1 +idp,).

(a) Montrer que F? = F; @& E_;. Qu’en déduit-on sur dim F; et dim E_; ?

(b) Montrer que si dim E_; # 1, alors F? x,, {—1,1} est isomorphe a G5 ou Gjy.

(¢) On suppose maintenant que dim £_; = 1. On fixe deux vecteurs non nuls
vy € Ey et v_1 € E_;. Montrer qu’on obtient un isomorphisme de groupes
de G5 =F x (F x, {—1,1}) dans Hy x4 {—1,1} en posant f((z, (y,k))) =
(xvy + yv_1, k). On rappelle que py = k idy pour tout k € {—1,1}.

7. Conclure.
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Un corrigé

1. Les groupes G; := H; x {—1,1} et Gy := Hy x {—1,1} sont abéliens comme
produit direct de groupes abéliens. Si h; est un générateur de Hy, alors (hy, —1)
est d’ordre o(hy) V o(—1) = 2p* dans G;. En revanche, 'ordre dans G5 de tout
élément (hy, —1) divise 2p car (hg, —1)? = ((2p)hs, (—1)?*) = (0g,, 1). Donc G,
et GG ne sont pas isomorphes.

2. Soit (H,+) un groupe abélien d’ordre impair.

(a) Pour tout k et k' dans {—1,1}, pr = k idy € Aut(H) et pg o prr = prr car
pour tout « € H, k(k'x) = (kk')z. Donc l'application k +— pj est un mor-
phisme de groupes de {—1,1} dans Aut(H). Montrons qu’il est non trivial.
Pour tout h € H \ {Og}, h est d’ordre impair (car o(h) divise |H| impair)
différent de 1, donc 2h # Op, d’ott p_1(h) = —h # h. Donc p_; # idy,.

(b) Pour tous (h,k) et (b, k') dans H x {—1,1},
(hok) %, (W, k) = (h + pu(B'), kK') = (h + kI, KK').

),
Dans le groupe H x,{—1,1}, on a donc (h, k)* = ((1+k)h,1) d’ou (h, k)* =
(p(1+ k)h, 1) puisque l'application h — (h, 1) est un morphisme de groupes
de H dans H x, {—1,1}.

(c) Soit (h, k) € Hx,K, différent du neutre (0g, 1). Dans le groupe H x,{—1, 1},
(h,k)* = (0g,1) <= (1+k)h=0y < k=—1,

puisque si k = 1, alors h # 0y d’ou 2h # 0y d’aprés la question 1. Ainsi, les
éléments d’ordre 2 dans H x, {—1,1} sont les (h,—1) pour h € H.

3. Pour qu’un produit semi-direct externe H x, K soit abélien, il faut (et il suffit)
que H, K soient abéliens et que le produit soit direct (c’est-a-dire que le mor-
phisme p soit trivial). Ici, le morphisme p n’est pas trivial d’aprés la question 1.
Donc les groupes G35, G4, G5 ne sont pas abéliens.

D’aprés la question 2c, les éléments d’ordre 2 dans G3, G4, G5 sont respecti-
vement ceux de H; x {—1}, de Hy x {—1} et de {Op} x F x {—1}, dont les
cardinaux sont p?, p?, p. Donc G5 n’est isomorphe ni a G, ni & Gy.

D’aprés la question 2b,

(a) Dans le groupe G, (1,1)% = (2p,1) # (0, 1).

(b) Pour tout (he, k) € Gy, (ha, k)** = (0,, 1).

L’ordre de tout élément divise 2p dans G4, mais pas dans Gf.
Ainsi, les groupes G5, G4 et G5 sont deux-a-deux non isomorphes.

4. (a) D’aprés les théorémes de Sylow, G contient un sous-groupe H d’ordre p? et
un sous-groupe K d’ordre 2.
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(b)

Le sous-groupe H est d’indice 2 donc distingué dans G. Or |G| = |H| x |K]|
et HNK = {1} car |H| et | K| sont premiers entre eux. Ainsi, G = H x K.
Donc G est isomorphe a un produit semi-direct de H par K. Or H est

isomorphe & H; ou Hj, tandis que K est d’ordre 2 donc isomorphe & {—1, 1}.
Ainsi, G est isomorphe & un produit semi-direct de Hy ou Hy par {—1,1}.

) Ona ¢ = @12 = ¢ =idg,.

Soit r € Z. Pour que p? divise r* — 1 = (r — 1)(r + 1), le nombre premier
p doit diviser » — 1 ou r + 1, mais il ne peut pas diviser les deux car ces
nombres différent de 2 et p > 3. Si p divise I'un des facteurs, p? est premier

avec I'autre, ce qui permet d’appliquer le lemme de Gauss. Ainsi,
= [pY <= (p2](r —1) ou p?|(r + 1)) = r==+1 [pI.

Dans le groupe (Z/p*Z)*, les seuls éléments dont le carré est 1 sont £1. Par
isomorphisme, +idy, sont les deux seuls éléments de Aut(H;) dont le carré
est idy,. D’apreés la question 5a, on a donc ¢_; = *idy,. Or ¢; = idy,.
Donc ¢ est soit le morphisme trivial, soit le morphisme p défini comme a la
question 2. Ainsi, Hy X, {—1,1} est isomorphe & G ou Gs.

Comme 4 la question 5a, on voit que 1%, = idp,. L’application linéaire ¢_,
est donc une symétrie par rapport & E; = Ker(¢_; — idy,) et paralléle-
ment & F_; = Ker(¢)_; + idy,). En particulier, les espaces F; et E_; sont
supplémentaires dans F?, donc dim E; + dim E_; = 2.

SidimE_; # 1, alors F = F; ou E = F_; donc ¢¥_y = idy, ou ¢_1 = idp,.
Le morphisme ¢ est soit le morphisme trivial soit le morphisme p défini
comme & la question 2, donc [F? Xy {—1,1} est isomorphe & Gy ou Gy.

Par construction, (vy,v_1) est une base de F2. La bijectivité de f en découle.
Pour tout (z, (y,k)) et (2, (v, k")) dans GS,

Pl k) * @ W K)) = G+ 2y + kb))
= ((z+ 21+ (y+ ky')v_1, k"))
(o1 + yv_1) + (2'v1 + ky'v_y), kK'))
= ((zv1 + yv_1) + pu(z’vr + y'v_y), kK'))
= (zv1 +yv_1, k) *, (2'v; + y'v_1, k)
= (. h) % £ W K)).

Ainsi, f est un isomorphisme de groupes de G5 dans Hy Xy {—1,1}.

7. Dans les questions 1 et 3, on a construit cinq groupes d’ordre 2p? deux-a-deux
non isomorphes. Les questions 4c, 5 et 6 montrent que tout groupe d’ordre 2p?
est isomorphe a I'un de ces cinq groupes. Donc on a exactement cing groupes
d’ordre 2p? & isomorphisme prés.



