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Controle continu 1

Question de cours : soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G.
Montrer qu’on peut munir G/H d’une loi interne de sorte que la projection canonique
p: G — G/H soit un morphisme de groupes.

I. Démonstration du théoréme de Cauchy dans le cas d’un groupe abélien

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2. Soit p un diviseur premier de n. Le
but de cette partie est de montrer que G posséde au moins un élément d’ordre p.

Pour cela, on note ¢q,...,g, les éléments de G, et m le PPCM des ordres des
¢léments de G. Pour tout entier relatif a, on note @ la classe de a dans Z/mZ.

1. Montrer qu’on définit de fagon cohérente une application f : (Z/mZ)" — G par
V(a_l,,m)e(Z/mZ)", f(a’_h?a_n):gillgzn

Montrer que I'application f ainsi définie est un morphisme de groupes.
Montrer que f est surjective.

En déduire que m"™ = n|Kerf|.

En déduire que p divise m.

En déduire que G posséde au moins un élément dont 1'ordre est multiple de p.
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En déduire que G posséde au moins un élément d’ordre p.

II. Décomposition d’un groupe abélien fini

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2. Notons n = pJ* - - - p2~ la décomposition
de n en facteurs premiers : pq, ..., p, sont des nombres premiers deux-a-deux distincts
et aq, ..., . sont des entiers strictement positifs. Pour tout i € [1, 7], on note g; entier
n/pitet Hi={x € G : aPi = 1g}. Soit @ : Hy X --- x H, — G définie par

V(ml,...,$T)GH1X...XHT, ®<$17"'7‘T’F):x1"'xr-

Si x € H;, quelles sont les valeurs possibles pour l'ordre de x 7
Montrer que H; est un sous-groupe de G. Qu’en déduit-on sur |H;|?
Montrer que |H;| divise p;" (utiliser le résultat de la partie I).

Montrer que ® est un morphisme de groupes.

AN

Montrer que ® est surjective. Indication : le PGCD de ¢, ..., ¢. vaut 1, donc il
existe (ay,...,a,) € Z" tel que ayqq + -+ - + a,q. = 1.

6. Montrer que ® est injective. Indication : prendre (z1,...,z,) € Ker ®, et regar-

der 'ordre des éléments x;l =21 Ti1Tig1 - Ty

7. Ainsi, ¢ est un isomorphisme de groupes. Montrer finalement que |H;| = pj'.
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Premieére partie

1.

7.

Pour tout g € G et a € Z I'élement g* ne dépend que de la classe de a dans
Z/mZ. En effet, si a et o’ sont deux entiers ayant méme classe dans Z/mZ, alors
a’ — a est multiple de m qui est multiple de Iordre de g, donc ¢% ¢ = 14 d’ou

g% = g*. Ainsi, pour tout (ai,...,a,) € Z, le produit g;* - - - g ne dépend que
des classes de aq, ..., a, dans Z/mZ.

. Quels que soient (@, ..., a,) et (by,...,b,) € (Z/mZ)",

f(@r,....@) 4+ (br,...,ba) = f((ar+b1,... .0, +by))
— gfl+b1"'gan+bn

= g '92"911” . -gffL” car GG est abélien
= f(@.....an) f(bi,....bn)).

Donc f est un morphisme de groupes.

. Pour tout i € [1,n], g; = f(0,...,0,1,0,...,0), o le 1 est sur la i-iéme compo-

sante. Donc G C Imf, ce qui montre la surjectivité de f.

. Le théoréme de factorisation des morphismes de groupes assure que le groupe

quotient (Z/mZ)"/Ker f est isomorphe a Imf = G. En particulier, m™/|Ker f| =
[(Z/mZ)" : Kerf] = |G| = n, donc m" = n|Kerf|.

Comme p divise n qui divise m"™ d’aprés la question précédente, p divise m™.
Comme p est premier, p divise m.

Comme m est le PPCM des ordres des éléments de G, et comme p apparait dans
la décomposition en facteurs premiers de m, il existe g € G tel que p apparait
dans la décomposition en facteurs premiers de 'ordre de g. Cet ordre o(g) est
donc multiple de p.

Posons o(g) = pq avec q € Z. Alors g9 est d’ordre o(g)/(o(g) A q) = p.

Deuxiéme partie

1.

Si z € H;, alors 27" = 15 donc Pordre de x divise p{*, donc ordre de x est une
. . o
puissance de p; comprise entre 1 et p;”.

. Comme G est abélien, 'application f; : z + 2P’ est un morphisme de groupes.

Comme H; est le noyau de f;, H; est un sous-groupe de GG. D’aprés le théoréme
de Lagrange, |H;| divise |G].

. Si H; contient un élément d’ordre p premier, alors p = p;. D’aprés la premiére

partie, p; est donc le seul nombre premier pouvant diviser |H;|. Mais |H;| divise
|G| = pi* -+ - p%r, done |H;| :pfi avec f3; € [0, a;]
Soient (x1,...,2,) et (y1,...,y,) dans Hy X --- x H,. Comme G est abélien,
(I)((xla < 7:67‘)(?/17 < 7y7”)) = (I)((xlyla <o 7xryr)> = (1131?!1) te (xryr)

= (@)W oye) = R, 2y, yr).
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Donc @ est un morphisme de groupes.

5. Comme ¢y, ...,q. n'ont pas de diviseur premier commun, leur PGCD vaut 1,
donc il existe (ay,...,a,) € Z" tel que ajqy + - -+ + a,q, = 1.

Soit y € G. Alors y = y™9' - .- y% % Mais pour tout i € [1,r], y*% € H; puisque
(y‘”‘ﬁ)p?i = y%" = (y")% = 1g. Donc y = ®((y"¢,...,y»?")) € Im®P, ce qui
montre la surjectivité de .

6. Soit (x1,...,x,.) € Ker ®. Alors x;---x, = 1g. Pour tout i € [1,r], Pordre de
x;l, égal a celui de x;, divise pj car z; € H;. Mais xi_l =21 Ti1Tir1 - Ty
Comme les z; pour j # i commutent, o(x; ") divise le produit des o(z;) pour
J # 1, qui divise ¢;. Ainsi, o(x;) = 1, d’on x; = 1. Le noyau de ® est réduit a
(1,...,1), ce qui montre I'injectivité de .

7. Comme ® est un isomorphisme de groupes,
p?l...pg"' — ’G| — |H1...Hr| :pfl...pf”"

Par unicité de la décomposition de n en facteurs premiers, on a «o; = [; pour
tout i € [1,r] d’ou |H;| = pi".



