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C’est la région R des taux de transmission w réalisables:
» G = (V, E) acyclique; capacité c. de chaque aréte.
> s sources, t destinataires.
» On demande que t; recoive I'information transmise par un certain
sous-ensemble o; de sources.
» X =(Xi,...,Xs), X; variable aléatoire associée a la source s;, de loi
uniforme sur A*/, indépendantes.
w = (w1,...,ws) est un taux de transmission réalisable s'il existe des
fonctions d’encodage fs(X) pour chaque aréte, définies localement, et de
décodage D; aux destinataires, telles que,

Prob (Di(fe(X))ecn(t) = (X)),c,,) =1 (IAl = +o0)

et chaque aréte est utilisée au plus c; fois.



R

Siw = (w1,...,ws) est un taux de transmission réalisable, il existe des v.a.
Ys, s€S U, ecE
vérifiant:
H(Ys) > ws (s€S)

=Y H(Ys)

seS
H(UOut ‘Um v ) 0(veV)
H(Ue) < ce

H(Ys()|Unn) =0 (t € T).
Toutes ces conditions sont linéaires en les entropies des v.a. jointes.

Probleme: décrire le lieu des vecteurs d’entropie associés a n v.a.
Xi sy Xn:
h= (hcx)ac[n]y h(x - H()((x)
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1. Entropie d’'une variable aléatoire

. Vecteur d’entropie associé a nv.a. et région I},

. Inégalités informationnelles, inégalités de base, inégalités de Shannon.
Le cone Iy

. Vecteurs d’entropie et groupes finis.
. Petites dimensions: n =2, 3, 4.
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Entropie d’'une variable aléatoire

Quantité d’information contenue dans un événement A:

—log(P(A))

Entropie d’'une v.a. discrete X = quantité d’'information contenue dans X

H(X)==>_ P(X =x)log P(X = x)

Exemple: X variable binaire, P(X =0) =p, P(X =1) =1 —p,

H(X) = h(p) := —plog(p) — (1 - p) log(1 — p)

a

Exemple: loi de X uniforme sur m éléments, H(X) = log(m).



Quantités informationnelles associées a deux v.a.

H(X,Y)

H(X) /\/—\ H(Y)

» Entropie conditionnelle

H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y) > 0

» Information mutuelle

I(X,Y) = H(X) + H(Y) — H(X, Y) > 0
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X = (X1,...,Xn) v.a. discrétes. Pour « C [n], Xa := (Xi)ica-
Le vecteur d’entropie associé a X:

h=h(X) = (ha)ar € R*""
ho = H(Xa) ac[n], (hy=0).

Soit I'; 'ensemble de tous les vecteurs h. C’est la région d’entropie.
Probléme: décrire I';,. Il n’est pas fermé.

Son adhérence T, est un cone convexe.



T est un cone convexe

» Sih,h’ €}, alorsh+h €T} sihcorrespond a (Xi,...,Xs) eth’ a
(Xi,...,Xp), alors h + h' est le vecteur d’entropie de (Y4, ..., Ya) pour
Y; = (X, X/) (copies indépendantes).

» En particulier, sih € '} et k € Z>o, kh € T'},.

» Sih el etleZ=g, alorsh/l €T ,:soit m>0et

U une variable binaire telle que P(U =1) = 1/(¢m)

Y — Oms!U:O
X"siU=1.

Alors:
H(Ya|U) < H(Ya) < H(Ya, U) = H(U) + H(Ya|U)

soit
%H(Xﬂ) < H(Y.) < h(1/(¢m)) + %H(x,,).



Le cobne Iy,

» C’est le cOne défini par les inégalités de base.
» Exemple: n=2. Onavu:

H(X1,X2) > H(X1) >0, H(X1) + H(Xg) — H(X1,X2) > 0.
Donc

M3 CTa:={(h,ho,h2) €eR® : hy >0, hy >0,
hi2 > hy, hi2 > ho
hi + hy — hi2 > 0.}

» En général, les inégalités de base sont (H(Xj) = 0):

H(X.) > H(X5) > 0'si § C a
H(Xa) + H(Xs) — H(Xaus) — H(Xar) > 0.



Toute inégalité linéaire sur les H(X.) qui se déduit des inégalités de
base s’appelle une inégalité de Shannon. Ce sont donc les
combinaisons linéaires a coefs positifs des inégalités de base.

On définit le cone des inégalités de Shannon:
M={h=(h)eR¥ " :h,>0

hao—hsg >0 (BCa)
hu + h;’j - hauﬁ - haﬁ@ Z O}

On a vu que: B
rhLcr,Crlp

Un grand nombre de résultats en théorie de l'information peuvent se
démontrer par programmation linéaire sur I'p.



Exemple: le partage de secrets

On veut partager un secret S en trois morceaux X, Y, Z de sorte que:
1. Aucun des morceaux X, Y ou Z ne fournisse d’information sur S
2. On peut retrouver S a partir de deux parmi les trois.
On veut savoir comment réaliser un tel schéma de fagon la plus économique,
c’est-a-dire en minimisant les 'tailles’ de X, Y, Z relativement a S.
Traduction des contraintes en termes de quantités informationnelles:
1. (8, X)=1(S,Y)=1(5,Z2)=0
2. H(S|X,Y)=H(S|Y,Z)=H(S|X,Z)=0.
On cherche a minimiser

(H(X)+ H(Y) + H(Z))/H(S).

On va chercher s’il y a une limite informationnelle.



Exemple: le partage de secrets

Rappel:
1(S,X) = H(S) + H(X) — H(S, X), H(S|X,Y)=H(S,X,Y)—H(X,Y).
On résoud le programme linéaire:
min{h1 + ho + h3 cherly
hy =1
hi+hs—hia=0, ho+hs — hoy =0, hs + hy — hss =0,
hiz4a — hi2 = 0, hosa — hoz = 0, hyzs — hi3 = 0}

On trouve min = 3 (software ITIP Information Theoretic Inequality Prover,
Yeung and Yan). Ensuite on se demande si cette valeur est atteinte sur I';.

C’est le cas avec: S, N indépendantes uniformément distribuées sur {0, 1,2}
et
X=N, Y=S+Nmod3, Z=S+2Nmod3.



Groupes finis

On va voir une construction qui permet essentiellement de réaliser tout
vecteur d’entropie a I'aide de groupes finis et de leurs sous-groupes.
Construction:

» Gun groupe et Gy, ..., G, des sous-groupes de G.
G/G; = {9G; : g € G} les classes a gauche de G modulo G;.
G est muni de la loi uniforme. On considére les v.a. X;:

v

v

X :G— G/G
g— 9gG;i

v

On note G, := Njc. Gi. Alors

Gl
[N

H(X.) = log



Loi de X.: soit g,G; € G/G;.

P(Xa = (9iGica) = P(Xi = 9iGi, I € a)
P(QG,' = g;G,-, ie a)
=P(g e giGi, i€ a)

‘ ica 9iGi|
|G

Mais soit Njc.giGi = 0, soit Nic,g;G; contient un élément g € G, auquel cas
gG,- = g,-G,- et

| Nica 9iGil = | Nica 9Gi| = |9( Nica Gi)| = [9Ga| = |Gal.



On a montré:
0 Si Nica §iGI =0
P(Xa = (9iGi)ica) = { % sinof. -

Donc la loi de X, est uniforme sur son support, donc

Gl
H(X.) = log .
( ) ‘G(\ ‘
Résumeé: a tout groupe G et tout sous-groupes (Gy, ..., Gp) on a associé le
vecteur d’entropie h = (ha)acpq € M7
|Gl
h(x =1 5 a = | liea'Q;.
og Ga]’ G Nica G

On note T, 'ensemble de tous les vecteurs d’entropie obtenus par cette
construction. On a donc:

ToClhcT,Cla



Réciproque: Pour tout h € T}, il existe (fi)«k>o, fk € Tr tels que

» Soit h € ', associé a X = (Xi, ..., Xn), ou X; prend ses valeurs dans A;.
On note Ay = [];c, A
» On suppose que k est tel que kP(X = a) € Z>( pour tout a € Aj;.

» Soit T € R™* |e tableau:

a a a’1 aq

a ... az a’2 alg
T:

a, ... a, ... a, ... a,

kP(X=a) KP(X=a’)



» Soit T, le tableau extrait formée des lignes de T d'indice i € a. Soit

G = &y, permutant les colonnes de T, G; = Stab(T;) (i € [n]).

» Ona G, = Stab(T.) est le produit direct de Syp(x,,—a.). DONc

1 log Gl _1 log K
k 9G] Tk T, cn. (RP(Xa = au))!
Shotoo — Z P(Xu - au) |09 P(Xuz - au)

an €A

kst oco H(Xa)

On a montré que, pour f, = (log %)acm,

o f



Groupes finis et inégalités informationnelles

Une inégalité informationnelle est une relation

> baha >0
acC[n]

vérifiée par tout h € I';;. On peut I'écrire aussi b - h > 0.

Interprétation géométrique: le cone T, est contenu dans le demi-plan
Ho ={h : b-h >0}



D’apres ce qui précede,
M CHy, < TsC Hp.

Autrement dit, pour montrer une inégalité du type:

Z b(xH()(a) Z 0~,

ac[n]

il suffit de montrer que, pour tout groupe fini G et tout sous-groupes

Gi,...,Gpde G,
|Gl
b log > 0.
aCZ[n] |Gl




Exemple: les inégalités de base

Rappel: ce sont celles qui définissent I'p:

H(X.) > H(X3) > 0sif C «
H(Xa) + H(Xs) — H(Xaus) — H(Xans) > 0.

Pour les éléments de T, elle deviennent:

|Gl

GallGsl  _
‘Gﬁ|

|Gausl|Gangl =
La premiere est immédiate. La deuxieme se déduit facilement du résultat

bien connu: si H et K sont deux sous-groupes d’'un méme groupe I et si
HK :={hk : he H,k € K}, alors

<1sigCca et

|HIIK]
|[HNK|

|HK| =

(indication: H = Ga, K = Gg, HN K = Gaug, et prendre I' = Ganp).



Tp="T5 T3 ="T3,

Stratégie pour montrer que T, = I',: on cherche les sommets du polytope
I'n N {hyy = 1} puis on cherche a les réaliser a 'aide de groupes, a un facteur
multiplicatif pres.

Exemple: n = 2:

Fo = {(h1,he, hiz) €R® -y >0, hp >0, hi2 > hy, hip > hy,
hi + h2 — hi2 > 0.}

ho
0,1) (1,1)

h
(1,0



Notons qu'il suffit de considérer un sommet dans chaque orbite sous 'action
du groupe G.

n=2:
sommet G G G G2
(1,0) 7z, 7. {0} {0}
(1,1)  z. {0} {0} {0}
n=3:

M3 = { (h1, ho, hs, hos, g, iz, hi23) € R” : higs > hi2 > hy >0
hi+he—h2>0
hi2 4 h3 — hi23 > 0
hi2 4 hi3 — hi2s — h1 > 0
et permutations.. }



sommet G Gy Gz Gs
10001011 Zs {0} Zs 7o
0111111 Zo Zo {0} {0}
1111111 Zo {0} {0} {0}
T Ze xZp ((1,0)) ((0,1)) ((1,1))



La dimension 4: T, # I,

» Zhang et Yeung (1998): une inégalité entropique ‘'non Shannon’ (ie non
impliquée par les inégalités de base):

2/(X3., X4) < /(X1 s X2) + /(X1 s (Xg, X4)) + 3/(X3, X4‘X1) + /(Xg, X4‘X2)

[ZY98]
[y



La dimension 4

» En termes de groupes (|Go = Nica Gi):

|Gis[°| Gra|*| Gaa || Gas|| Goa| < |G1||Girzl|Gs[*| G| Giraal *| Gasal.

» Autres inégalités 'non Shannon’: Makarychev et al. (2002), Zhang
(2003), Matus (2007), Dougherty et al. (2006).

» Matis (2007) montre que T, n'est pas polyhedral ie ne peut étre
caractérisé pas un nombre fini d’'inégalités.



Linégalité d’Ingleton

Linegalité d’Ingleton, verifiée par le rang d’'un matroide représentable, définit
avec 4 un sous-ensemble de T

hi2 + M3 + hia + hoz + hea > hi2s + hi2a + has + hy + he.

Ingleton

Ta

R. W. Yeung,Information Theory and Network Coding, Springer, 2008
R. W. Yeung, Facets of entropy, 2012 (ISIT plenary talk 2009)
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