Nombres irrationnels

Jean Etienne ROMBALDI

3 janvier 2006



il



Table des matiéres

1 Nombres irrationnels 1
1.1 Sous-groupes additifsdeR . . . . . . .. .. ... ... 1
1.2 Critéres d’irrationalité . . . . . . . . . . . .. ... 2
1.3 Le théoréme d’intégration par parties itéré . . . . . . . . . ... .. ... ... 3
1.4 Trrationalité dee” pour r € Q" . . . . . . .. Lo 3
1.5 Trrationalité de 72 . . . . . . . . . 7
1.6 TIrrationalité de cos (1/7) et ch (y/r) pour r rationnel strictement positif . . . . . 9
1.7 Irrationalité de tan(f) et thf/\?) pourr e QL ... 14
1.8 Irrationalité des racines des fonctions de Bessel d’indice entier . . . . .. .. .. 17
1.9 Exercices . . . . . . . . e e 23

il



v



1

Nombres 1irrationnels

1.1 Sous-groupes additifs de R

Définition 1.1 Un sous-groupe additif H de (R,+) est discret si pour tout compact K de R,
[intersection H N K est finze.

Théoréme 1.1 Les sous-groupes additifs de R discrets sont de la forme :
Zoo={po | p € L},
ot « est un réel.

Démonstration. Il est clair que tout sous-groupe de (R, +) de la forme Zao est discret. En
effet pour o = 0 c’est clair et pour a # 0 tout compact K de R est contenu dans un intervalle
[a,b] avec a < b et il n’y a qu'un nombre fini d’entiers p vérifiant a < pa < b.

Réciproquement si H est un sous-groupe discret de (R, +) non réduit & {0}, il existe alors
un réel a dans HNRY, (0 #a € H= —a € H) et [0,a] N H est fini non vide, il admet donc
un plus petit élément a > 0. De o € H on déduit que Za C H. De plus, pour tout x € H il

T
existe un entier relatif &k tel que 0 <z —ka<a<a (k=FE (—)) et avec x —ka € HNR, on
o

déduit du caractére minimal de o que x — ka = 0, soit x = ka € Za. On a donc en définitive

H = Za. [
De maniére plus générale on dit qu'un sous-groupe additif H de R"™ (n > 1) est discret si

pour tout compact K de R", H N K est fini et on a le résultat suivant (voir [5] chapitre V).

Théoréme 1.2 Si H est sous-groupe additif discret de R™ alors :
p
H = Z Zej
j=1
ot {er, -+ ,e,} est un systéme libre dans R™.

Théoréme 1.3 St H un sous-groupe additif de R alors H est dense ou discret.
Démonstration. Si H un sous-groupe additif de R non réduit a {0} alors :
K=HNR, #0
et cet ensemble est non vide minoré par 0, il admet donc une borne inférieure .

1
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On distingue deux cas.

Sia > 0, alors @ € K. En effet dans le cas contraire, par définition de la borne inférieure,
on peut trouver z € K tel que a < x < 2a (on suppose que a ¢ H). Pour la méme raison, on
peut trouver y € K tel que a <y <z.Onaalors 0 <z —y <aaveczr —y € HNRY, ce qui
est contradictoire avec la définition de la borne inférieurea. Avec la structure de groupe additif
de H, on déduit alors que H = Za. En effet, Za C H du fait que o appartient au groupe H et
pour tout x dans H, il existe k£ dans Z tel que 0 < x — ka < «, donc x — ka =0 et € Za,
c’est-a-dire que H C Za.

Si =0, alors H est dense dans R. En effet pour z <y dans R, il existe z dans H NR7. tel

) x x
queO<z<y—x501t1<g——etpourne}—,g[ﬂz,0nax<nz<yavecnz€]—[. [
z z z Z

1.2 Critéres d’irrationalité

Pour tout réel # on note Hy = Z + Z0 le sous-groupe additif de R engendré par 1 et 6. Il est
défini par :
Hy={p+4q0|(p,q) € Z*}.

Théoréme 1.4 Un réel 0 est irrationnel si et seulement si le sous-groupe additif deR, Hy =
70 + 7 est dense dans R.

Démonstration. Soit 6 € R irrationnel. Si Hy = Z60 + Z est discret il existe alors o € R tel
que Hy = Za et du fait que 1 et 6 sont dans H, on a 1 = pa, 6 = qa avec p,q dans Z* ce qui
entraine o € Q et § = ga € Q en contradiction avec ’hypothése de départ. En conséquence le
groupe Hy n’est pas discret et il est nécessairement dense dansR.

Soit 0 = b rationnel avec p et ¢ entiers premiers entre eux dansZ. On a :
q

1
ngZQ—l—Z:(Zp#—Zq)&

1
et le théoréme de Bézout nous dit que Zp + Zq = Z, ce qui donne Hy = Z—, c’est-a-dire que
q

Hy est discret. u

Théoréme 1.5 Un réel 0 est irrationnel si et seulement si il existe deuz suites (pn),cn €t
(qn) ey d'entiers relatifs telles que :

vneN, ¢,0—p,#0, (1.1)
lim (gn0 —pa) = 0. (1.2)

Démonstration. Si 8 € R est irrationnel alors Hy = Z60 + Z est dense dans R et 0 est limite
d’une suite de points de Hy, c’est-a-dire qu’il existe deux suites (p,),cy €t (Gn),ey d’entiers
relatifs telles que liril (gnf — pr) = 0. L’hypothése (1.1) est vérifiée du fait que 6 ¢ Q.

Soit 6 € R vérifiant (1.1) et (1.2). Si 0 = P avec p et ¢ entiers relatifs on déduit alors de
(1.1) que gnp — pnq # 0 dans Z donc |g,p — png| > 1 et :

1 1
120 — pnl = 5 160p — Pug| = —,
|4l [

ce qui est en contradiction avec (1.2). En conclusion 6 ¢ Q. ]
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1.3 Le théoréme d’intégration par parties itéré

Nous utiliserons a plusieurs reprises le résultat suivant.
Théoréme 1.6 Soient a,b deux réels tels que a < b, n un entier naturel non nul et f, g deux
fonctions définies sur intervalle [a,b] & valeurs réelles et admettant des dérivées continues

Jqusqu’a l'ordre n.

On a :

[ rwg

Démonstration. On procéde par récurrence surn > 1. Pour n = 1 il s’agit de la formule
d’intégration par parties classique.
Supposons le résultat acquis pourn > 1 et soient f, g dans C"*! ([a, b]) . Une intégration par

parties donne :
b b b
/ fn+D) (x) g (x)dx = [f(n)g]a - / £ (2) g’ (z) dx

et avec 'hypothése de récurrence :

n b
/ f(n) dl' _ [ (_1)k+1 f(nfk)g(kfl)
k

=1

b

/ f n+1) )d [f(n)g}b . [ ( 1)k+l f(n—k)g(k)]
=1

/f 4 () do

n+1 b
_ [Z (_ )k+1 f(n-i-l—k)g(k—l)]

a

n+1 / f (n+1 ) d$

a

1.4 Irrationalité de ¢” pour r € Q*
On désigne par (Uy),,cy la suite de fonctions polynomiales définie par :

" (1 — x)"

VneN, U,(z)= o

Lemme 1.1 57 P est une fonction polynomiale non nulle o coefficients entiers relatifs,n un
entier naturel non nul et Q la fonction polynomiale définie par :

vreR Q)= P(),

alors pour tout entier naturel k, Q™) (0) est un entier relatif.
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P .
Démonstration. On note p le degré du polynoéme P et P (z) = ) a;a?, les coefficients a;,
j=0

pour j compris entre 0 et p, étant entiers relatifs.

Comme Q est de degré n +p, on a Q® (0) = 0 pour tout entier k strictement supérieur a
n —+ p.
Le polynome ) admettant 0 comme racine de multiplicité supérieure ou égale a n, on a
Q™ (0) = 0 pour tout entier k compris entre 0 et n — 1 (si n > 0).

Il reste & étudier le cas ou k est compris entre n et n + p.
En écrivant que :

p a: n+p a
Q(z) = E —at = E =,
7=0 i=n

on obtient :
Vke{n, - ,n+pt, QW(0)=ar,— €Z
n

Lemme 1.2 Pour tout entier natureln et tout entier naturel k les quantités U (0) et US (1)
sont des entiers relatifs.

Démonstration. En utilisant le lemme 1.1, on déduit que les AL (0) sont des entiers relatifs
et en remarquant que U, (1 — z) = U, (z) , on déduit que les AL (1) = (=1)* AL (0) sont aussi
des entiers relatifs. [

On définit la suite de fonctions (R,,),, .y par :

1
WneN, VeeR, Ry(z)=a>" / e, (8) dt.
0

Lemme 1.3 Pour tout entier naturel n il existe un unique couple (P,,Q,) de fonctions poly-
nomiales a coefficients entiers relatifs de degré égal an tels que :

VeeR, R,(z)=Q,(z)e"—P,(z).

Démonstration. On a :

1 a2n+1

R, (z) = U, (t)dt.

W (ext)

En utilisant la formule d’intégration par parties itérée on obtient :

2n+1 . 82n+1_k § ! 1
Rn (Z’) = Z (—1) W (€It) Ué -1 (t) — /0 €xtUT(12n+1) (t) dt.

k=1

{7 2n+1)

La fonction polynomiale U,, étant de degré 2n on a Up = 0 et en considérant que 0 et 1

sont racines d’ordre n de U, on obtient finalement :

2n+1 1
Rn ([L‘) _ [ Z (_1)k+1 CC2n—‘,—1—k:€a:tU'T(Lk—l) (t)] 7

k=n-+1 0

ce qui peut s’écrire sous la forme :
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avec : S
Po(x) = > (=DM UFY (0) ik
k=n+1 ) (k, 1)'
n+1 _
— -1 n . 2n+1—k
2n+1
Qn (SU) _ Z (_1)k+1 Uékfl) <1> x2n+1fk
k=n-+1
2n+1
= 3 ()M (0) (—2) T = Py ().
k=n-+1

Les polynomes P, et ), sont a coefficients dans Z et de degré n.
Les polynémes P,, Q),, dans Z [z| tels que R, () = @, () e* — P, (x) sont uniques. En effet
si @y (z)e* — P, (z) =0 alors :

ce qui entraine ), =0 et P, = 0. (]

Lemme 1.4 Pour tout entier natureln et tout réel non nulz, R, (x) est non nul et lir}rq R, (z) =
0.

Démonstration. Du fait que :
Ve eR, Vte]o,1[, e (1—1t)" >0,

on déduit que :

m?n—l—l

1
Ve e R*, R, (z)= / e (1 —t)" dt # 0.
0

Pour x =0, on a R, (x) = 0. Pour x non nul, on a :

‘x’2n+l 1 1 . 1 xg n
R, (z)| < — [ etdt=— (=) Jer -1
[ (2)] < n! 4n J, ¢ n! \ 4 e |

et il en résulte que liril R, (z)=0. [

n!

Théoréme 1.7 Pour tout nombre rationnel non nulr, e" est irrationnel.
Démonstration. Si r € Z* alors p, = P, (r) € Z, ¢, = Q. (1) € Z et :

R, (T) = gne” —pn # 0,
R, (r)=q.¢" —p, — 0.

n—-+4+o0o

On déduit alors du théoréme 1.5 que e” est irrationnel.
Soitr =L ¢ Q*. Si e" est rationnel alors e? = (e")? est rationnel avec p € Z, en contradiction

avec ce qui précéde. [

Corollaire 1.1 Pour toutr € Q%, In(r) est irrationnel.
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Démonstration. Soit r € Q*. Si In(r) € Q alors 7 = ™" est irrationnel ce qui est
contradictoire avec I’hypothése de départ. [ |

Remarque 1.1 Pour tout n € N on a Q, (0) # 0 et les développements en série entiére au
voisinage de 0 & ['ordre 2n de e et —— sont identiques.

En effet, on a :

Py
La fonction — est donc développable en série entiere au voisinage de( et en écrivant que :
n

. DPn() o2n+1

A R

avec @, développable en série entiére au voisinage de 0 on déduit que les développements en

4 4 . P, . .
série entiere au voisinage de0 a l'ordre 2n de e* et — sont identiques.
n

Remarque 1.2 Les polynomes P, et Q,, définissent l'approzimant de Padé d’ordre (n,n) de

e$

Corollaire 1.2 Pour tout réel x, Qa, (z) est non nul et :

lim =e"
n—-+oo Qg ()

Démonstration. La fonction |@,| est polynomiale a coefficients strictement positifs sur
|—00,0[, en conséquence @, (x) est non nul pour tout = strictement négatif. Pour n pair et z
strictement positif on a @, (v) e* = P, () + R, (v) avec P, (z) et R, (x) strictement positifs,
on a donc @, (x) non nul pour tout x strictement positif. Pour z = 0 on a @, (0) = 1. On peut
donc conclure que, pour tout entier naturel n pair et pour tout réel z, @, (x) est strictement
positif (pour n impair @, (x) peut s’annuler pour une valeur positive de x).

Avec les majorations :

x_PQn([E) < 1 (x_2)2n|e:c_1|
Ve >0, Qo (z)| — (2n)! \ 4 / )'an ()
QQn (I’) > eix.PQn (I) > GI(Q—Z)ia
on déduit que :
= B, (1‘) 1 T\ 4n ol
© T Qo (1)) = @) (5) etlet —1|
et :
lim Pon () — e°.

=00 Qap (1)

On a en prenant par exemplen = 2,4,6,8 :

( Px(x) 22 4+6x+12

Q2(z) — x2—62+12°

Py(x) _ 2*+202°+1802248402+1680

Qa(x) 24 —2023+18022—840z+1680

Ps(x) _ 25+4225+840244100802°475 600224332 6402+665 280

Qs () 26 —42254-8402%—10 08023 +75 60022 —332 6402+665 280’

Ps(x) _ 2847227 42520254554402° 4831600024 4864864023 46054048022 4-259459200x4-518918400
\ Qs(z) ~ x8—72274252026—55440x5+8316000x% —864864023 +60540480x2 —259459200x4518918400
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En prenant z = 1, on obtient les approximations rationnelles suivante du nombree
2.7182818284590452353 :

( gggg) — 19 9 7149857142857142857,
Pi(1) _
Q4(1) ML 9 7182817182817182817,
Ps(1) _ 1084483
Qﬁ(l) 081483 9. 7182818284585634112,
Py(1) _
| 05 = Siai0as . 2.7182818284590452347.

1.5 Irrationalité de 7>
On désigne par (L,),, oy la suite des polynomes de Legendre définie par :
VneN, L,=UM,

ot (Up),cy est la suite de fonctions polynomiales définie au paragraphe 1.4 par U, (v) =
o (1— )"
n! '

Lemme 1.5 Pour tout entier natureln, L, est une fonction polynomiale a coefficients entiers
relatifs de degré n.

Démonstration. On a :

Lemme 1.6 Si (I;),cy est la suite de réels définie par :

1
VEEN, I, = / sin (7t) t*dt,
0

alors : 5

] Il =

T T

1 k(k—1

— #Ik—z (k > 2)
T T

I, =
et pour tout entier naturel non nul k, il existe un polynome Q. a coefficients entiers relatif de

k 1 1
degré |—=| tel que I, = —Qr | — | -
2 T 2

Démonstration. On a :

! 2
Iy :/ sin (wt) dt = —,
0

™

1 1 1
— cos 7t t 1
11:/ sin(ﬁt)tdt:[ COSW] +/ L
0 s o 0o T m
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Et pour k > 2, deux intégration par parties successives donnent :

! 1 k(k—1
I = / sin (7t) thdt = = — %IH.
0 T T
1 1 1 1
Onali=-0Q:i (= )avecQi(t)=1et [y =—Q| — | avec Qo (t) = 1 — 4¢. En supposant
T T T T

le résultat acquis jusqu’a 'ordre k — 1 > 2, on a :

1 k(-1 1 1
Ik:__¥[k—2:;Qk (—>,

T T 2

avec Qk (t) = 1 — k(k—1)tQr_2(t) et Qx est un polyndéme a coefficients entiers de degré
k—2 {k‘

5 =] .

2 2
On définit la suite de réels (R,), oy Par :

1
VneN, R,— / sin (t) L, (¢) dt.
0

Lemme 1.7 Pour tout entier naturel non nuln, il existe un polynome P, a coefficients entiers
n
relatifs de degré [5} tel que :

Démonstration. On a :

n

1 1 1 1
Ry =30 (0 CiC = 23 (1 iG55 ) = 27 ()

v
k=0 k=0

n

avec P, (t) = > (—1)k CECI, . Qr (t) & coefficients entiers relatifs de degré [g] ) ]
k=0
Lemme 1.8 Pour tout entier natureln, Ry, est non nul et lirf Ry, = 0.

Démonstration. En utilisant la formule d’intégration par parties itérée on a :

iy, = zn: (=DM (1= 1)) (sin (m))<k1>]

k=1 0

1
+ (—1)”/ (sin (xt))™ " (1 — )™ dt.
0
Et du fait que 0 et 1 sont racines d’ordre n du polynome " (1 —¢)", il reste :

_ (_1)”7Tn ! : TN ,n n
R, = —"F"— i Sln(ﬂt+n§>t (1 —¢t)"dt.

n!

On a donc, pour les entiers pairs :

—1)"* 2 1
Ry, = %/ sin () 2" (1 — )" dt # 0
! Jo
et : ) .
T 1 1 1 T 2"
1 e S L L (T
[Fon] < (2n)!/0 sin () Tt = T \1) Y
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Remarque 1.3 Pour les entiers impairs, on a :

(-1)" 7"

R2n+1 = |
mn:

1
/ cos (mt) 2"+ (1 —£)*" dt = 0.
0

Théoréme 1.8 72 est irrationnel.

Démonstration. Supposons que 72 = P avec p et q entiers strictement positifs. On a alors :
q

1
WRZn = P2n (_2> = p2n (g)
T p

avec Py, polynome & coefficients entiers de degrén, ce qui peut s’écrire :

1 < _
TRy, = — Zakp" "
P

avec ay, € Z pour tout k € {0,--- ,n}. Du fait que Ry, est non nul, on déduit que Y agp™ *¢*
k=0
1
est un entier non nul et |7 Ry,| > —. On a alors :
pn
1 1 1 /oy 1 1 p> 1 p*
<" Ryl < "—-——-<—> L
7r_p| 2|_p7r(2n)! 4 7w (2n)! ¢gm 427 — (2n)!
2n
avec lilf 2n)] = 0 ce qui est impossible. En conséquence 72 est irrationnel. ]
n—soo nj.

Remarque 1.4 De Uirrationalité de m on déduit celle de .

1.6 Irrationalité de cos(1/7) et ch (/r) pour r rationnel stric-
tement positif

On désigne par (V;,),,cy la suite de fonctions polynomiales définie par :

2 (1—2)" (2—2)"
n! '

VneN, V,(x)=

Pour € € {—1, 1} on désigne par s. la solution du probléme de Cauchy :

"(x)=ey(z), (v€R),
{ 5(0) = O,y y' (0) = 1. (1.3)

C’est-a-dire que s, = sin pour € = —1 et s, = sh pour € = 1.

Pour ¢ € {—1,1} on désigne par c. la dérivée de la fonction s.. C’est-a-dire que ¢. = cos
pour € = —1 et ¢, = ch pour ¢ = 1.

On définit la suite de fonctions (S,), oy par :

1
VvneN, VzeR, S5,(z)= x6”+4/ e (xt) Vapyq (t) dt.
0
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10
5 0) et VP (1)

Lemme 1.9 Pour tout entier natureln et tout entier naturel k les quantités 'V,
sont des entiers relatifs et :

(2k
=0,
D" (2k+1
Vfﬁl)(): (= )(Qn—i—(l) >C'2n+1 sin <k<3n+1,
0 sinon,

—1)F" (2k)!
MCQL’” sin<k<3n,

Vi (1) = (2n)
0 sinon,
Vol (1) = 0.
Démonstration. Avec V,, (z) = U, (z) (2 — x)" et en utilisant la formule de Leibniz, on a
k k
) . | )
Vi @) = 3 CUR (@) (2 =) = 3O @) ey )
: n—Fk+j
7=0

et on en déduit que les V" (0) et les v, (1) sont des entiers relatifs.
En remarquant que la fonction W,, définie sur R par :
Wi (2) = Vi (2 4 1) = D2 (' z)
n!

est de la parité de n, on déduit que pour tout entier naturel £ on a

k k
Varts (1) = W (0) = 0,
Vit (1) = Wit (o) = o.

2n

En écrivant que :
R (_1)k+1 k 2(n+k)+1 ! (_l)kinﬂ 2k+1
Wonyi (z) = Z mC’Qon " = k;n chrﬂ

o Winly (0)

= 5 Tl

§=0 J!
on déduit que :
D" RER D!,
Vi (1) = WiV (0) = Gny1y Crnsinsksdntl,
0 sinon.
De méme avec :
2 (-1)" o ()"
Wn — Ck 2(n+k) Ck—n 2k
T T 2
6n W 0 )
— Z 27’L ( )x]’
=0 J!
on déduit que :
k—n
2k
‘/2(216) (1) = %C@L" sin <k <3n,

0 sinon.
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Lemme 1.10 On a :

39’“) = kg cg%) = ke
Vk € N & Vk € N—{0 _ <
) S£2k+1) _ €kCg, { }’ C§2k 1) _ Eksg.
Démonstration. La vérification est immédiate par récurrence sur k. ]

Théoréme 1.9 Pour tout entier naturel n il existe un unique couple (P,,Q,) de fonctions
polynomiales a coefficients entiers relatifs de degré égal a2n + 1 tels que :

Ve eR, S,(z)=Q, (2°)c.(z) — P, (7).

Démonstration. On a :

1 a6n+4

Sp(x)=¢€" Ce (xt) Vapy1 (t) dt

0 8t6n+4

et en utilisant la formule d’intégration par parties généralisée on obtient :

1

plan fp1 OOATE (k—1) ! (6n+4)
8, (@) = | 3 (0 S @) VP 0] + [ el Vit @
k=1 0
Le polynome Vs, 11 (t) étant de degré 6n + 3, on a V;ﬁ# =0et:
Gnt4 pyq OOTAR (b-1) !
€Sy (x) = | > (=)™ iR e (zt) iy ()]
k=1 0

En tenant compte du fait que 0 et 1 sont racines d’ordre 2n + 1 de V3,41, on a :

1

6n+4 . Hbn+i—k (b—1)
Sy (z)=| > (=D Hyen ik e ¢ (2t) Vapyr (1)
k=2n-+2 0
En séparant les dérivées d’ordres pairs et impairs, cela s’écrit :
- 1
3n+2 (2j-1)
éJLSn (I) — —c. (l’t) Z €3n+2 jx6n+4 2]v J (t)
i j=n+l 0
= 1
3n+1 (2))
+ s (xt) S e3ntEigbntss 2JanH( )
i j=n+1 0
En tenant compte de V2n+1 (1) =0, 5. (0) =0 et c. (0) =1, il reste :
3n+2 N 3n+2 amto
n n+ 25—1) n-+ (24—-1
e"Su (@) = = (2) D ()" VR () + Y0 () v (0).
j=n+1 j=n+1

Ce qui s’écrit en définitive :
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en notant :
3n+2

(25-1) 42—

Po(t)=— Y VLY ()2,
j=n+1
3n+2

(2j—1) nt2—j
Qu(t)=— > V! () e,
j=n+1

Ces polynomes sont a coefficients entiers relatifs de degré égal a2n+1. Les coefficients V;ﬁf (0)
et VQET{I) (1) sont non nuls puisque 0 et 1 sont racines d’ordre 2n + 1 de V5,4 1.

Les polynomes P,, Q,, dans Z [z] tels que S, (z) = Q, (2?) c. (x) — P, (z?) sont uniques. En
P, (z?)
Qn (2?)

serait égale a la fonction périodique cos (), ce qui est impossible et pour e = 1, la fonction
P, (z?)

Qn (2?)

la fonction ch (z), ce qui est impossible. [

effet si Q,, (2%) c. (x) — P, (2?) = 0 avec @, non nulle, alors, pour ¢ = —1 la fonction

qui admet une limite finie a U'infini (les polynomes sont de méme degré) serait égale a

Lemme 1.11 On suppose que € = 1. Pour tout entier naturel n et tout réel x non nul, S, ()
est strictement positif.

Démonstration. Du fait que :
vt €]0,1[, ch(xt) (1 - )" (2 -1 >0,

on déduit que :

$6n+4 1
VzeR*, S,(z)=—— h(zt) 27 (1= O)* ™ (2 — ) dt > 0.
. @) = Gy | B a0 2
[ ]
Lemme 1.12 On suppose que € = —1. Pour tout entier natureln et tout réel x appartenant a
[—g, g] — {0}, S, (z) est strictement positif.
Démonstration. Du fait que :
T T 2n+1 2n+1 2n+1
voe |- > 2] Vi el]o, 1], cos(zt) 2L (1 — 1) (2 — > > 0,
. T m
on déduit que pour tout z dans [—5, 5] —{0},o0n a:
Sy (x) = o /1 cos (zt) 2" (1 — )" (2 — )" dt > 0
" (2n+1)! J, '
[ ]

Remarque 1.5 Dans le cas ot e = —1, S, (x) peut s’annuler en dehors de [—g, g} —{0}.

Lemme 1.13 On a :
VreR, lim S, (x)=0.

n—-+4+o0o
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Démonstration. Pour z = 0, on a S, () = 0. Pour  non nul, on a :

[ 2\ g o 21\
1= ) (3\/5) | et = <3¢3> el

Il en résulte que lim S, (z) = 0. [

n—-+o00

Théoréme 1.10 Pour tout nombre rationnel v strictement positif, ch (\/r) est irrationnel.

Démonstration. Soit r = P un nombre rationnel strictement positif avec p et ¢ entiers

strictement positifs et premiers entre eux. De ce qui précéde, avece = 1, on déduit que :

B 1 2ryr\
O<Sn(\/F)_Qn(r)ch(\/F)—Pn(r)g(2n+1)!(3\/§) sh (V7).

Les polynomes P, et (), étant a coefficients entiers de degré égal a2n + 1, il existe deux entiers
relatifs p,, et g, tels que :

g2t g2t
et I’égalité précédente devient :
1 2\ pPrtt 2n+1
0 < gnch (\/?) —pn < @n 1 1) (3\/5) \/FWQ sh (\/F)

Ce qui peut s’écrire :

0< e (V1) ~pn = s (S ().

Ce qui entraine que lim (g, ch (y/r) — p,) = 0 et Uirrationalité de ch (/7). [

n—-4oo

Corollaire 1.3 Pour tout nombre rationnel r strictement positif, sh (\/r) et th (y/r) sont irra-
tionnels.

Démonstration. Avec :

a2 C14th? (V)
ch (2y/r) =2sh® (Vr) + 1= TQ(\/FY

on déduit Virrationalité de sh (1/7) et th (1/r) pour tout rationnel strictement positif. [
1 1 S o .
Remarque 1.6 Avec ch(r) = 5 e" + — | on retrouve lirrationalité de e pour tout rationnel
e'f‘

strictement positif.

Corollaire 1.4 Pour tout nombre rationnel r strictement supérieur a 1, argch (r) est irra-
tionnel, pour tout nombre rationnel v non nul, argsh (r) est irrationnel et pour tout nombre
appartenant & |—1,1[ argth (r) est irrationnel.

Démonstration. Si argch (r) est rationnel alors r = ch (argch (1)) est irrationnel. De méme
pour les deux autres fonctions inverses. [ ]
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2
T
Théoréme 1.11 Pour tout nombre rationnelr appartenant d} 0, Z] , cos (/1) est irrationnel.

Démonstration. Analogue a ce qui précéde. [ ]
Corollaire 1.5 7 est irrationnel.

. . . m . . .
Démonstration. Si 7 est rationnel alors cos (5) est irrationnel, ce qui est faux. ]

On déduit facilement des résultats analogues a ceux des corollaires 1.3 et 1.4 pour les fonc-
tions trigonométriques et leurs inverses.

: e de B0/ o thVr) .
1.7 Irrationalité de == et =/— pour r c Q1

Pour k£ € N on désigne par Ej I'espace vectoriel des fonctions définies surR, a valeurs réelles
et de classe C* (continues pour k = 0).
On désigne par T' 'opérateur intégral défini sur E par :

Vf e Ey, VreR, T(f)(x):/xtf(t)dt.
0

En gardant les notations du paragraphe 1.6, on définit la suite de fonctions(f,),y par la
relation de récurrence :

{ Jo= s,
for =T (f) (n=0).
Remarque 1.7 De s” = cf avec e =1 on déduit que es. = ec. est une primitive de s..
Lemme 1.14 La suite (fy), oy vérifie la relation de récurrence :
fo=3s:, fi=e(wee —s.), (1.4)
Vn>2, fo=c(@foa— (2n—1) fu1). (1.5)

Démonstration. Une intégration par parties donne, pour toutz € R :

fi(z) = /Ox ts. (t)dt = e (xzc. (z) — s (x))

fa (x) :/Oxtfl (t)dt:e(/:thE(t)dt—fl (x)).

Une autre intégration par parties donne :

/OJB tic. (t) dt = 2*s. (v) — 2 /095 ts. (1) dt = 2°s. (z) — 2f1 (2)
et donc :
fo(z)=¢ (x2f0 (x) —3f1 (x)) )

La relation (1.5) est donc vérifiée pour n = 2. En la supposant vérifiée jusqu’a l'ordre n, on a
pour tout x € R :

fua @) = [ thate)de = ( | - @a-ny, <x>)

0
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et une intégration par parties donne :

/O B fos (8 dt = 2 s (1) — 2 ()

donc :
fonr (@) = (2% fua (2) = (20 + 1) fo (2)),

c’est-a-dire que la relation (1.5) est vérifiée a Pordre n + 1. [

Lemme 1.15 1] existe un unique couple (P, Q,) de polynomes a coefficients dansZ de degré
inférieur ou égal an tel que :

VneN, f,=0Q,5 — Pyc.. (1.6)
Démonstration. La relation (1.6) est vérifiée pour n = 0 et n = 1 avec :

Q0:17 P0:07
Q1 =—¢, P =—ex.

En supposant le résultat vrai jusqu’a Pordren — 1 pour n > 2 on déduit de la récurrence (1.5)
que f, = Q,S: — P,c. avec :

(1.7)

{ Qn =£ (xQQn—2 - (271 - 1) Qn—l) ;
Pn = E(ZEQPR_Q - (2’/’L - ]_) Pn—l)

et P,,Q, sont des polynomes a coefficients entiers de degré au plusn si chaque P, et QJy est
un polynome a coeflicients entiers de degré au plusk pour k dans {n — 1,n — 2}.

On a donc ainsi prouvé l'existence du couple (P, @) .

Pour I'unicité il suffit de prouver que si P et () sont deux polyndmes & coefficients réels tels
que Q)s. — Pc. =0 alors P = (@ = 0.

Pour e =1 on a s, =sh, ¢. =ch et s, — Pc. = 0 équivaut a :

Vr € R, Q(x)T—P(:p)T:O,
soit :
Ve eR, (Q(zx)—P(x))e" —(Q(x)+ P(x))e ™ =0.

En faisant tendre z vers +o0o on déduit que nécessairement P — () = 0 puis P+ @ = 0 et
P=@Q=0.
Pour e = —1 on a s. = sin, ¢. = cos et s, — Pc. = 0 équivaut a :

Ve e R, Q(x)sin(z)— P (x)cos(z)=0.
On a alors P (2kw) = 0 pour tout entier k et nécessairement P = 0 puis Q = 0. [ ]
Lemme 1.16 Pour tout n € N [e polynéme P, est impair, le polyndome Q,, est pair.

Démonstration. Les propriétés de parités de P, et @, se déduisent immédiatement de
(L.7). |
Les polynomes P, et (), peuvent donc se mettre sous la forme :

{ P, (x) = xR, (z?),
Qn(r) =S5, ($2) )

n
ou R, et S, sont des polynomes a coefficients entiers de degré inférieur ou égal a [E} .
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Lemme 1.17 Poure =1 on a :

VneN, Ve>0, 0<f, (2)< ;n, sh (x) (1.8)

et poure = —1 :

Vn € N, VxE]O,g[, O<fn(x)§;n'sin(x). (1.9)

Démonstration. Poure =1letxz >0on a:
0 < fo(z) =sh(z),

O<fl(x):/Owtsh(t)dtgsh(x)/xtdt:sh(x)xg

0
et en supposant (1.8) vérifiée pour n > 1 on a :

T x t2n+1 xQ(n—i—l)
0< fns(x) = / tfn (t)dt <sh (x)/ dt = sh (z)
0 0

27n! 2nt1 (n 4+ 1)1
On procéde de méme dans le ot ¢ = —1 en utilisant la croissance de la fonction sin sur

I'intervalle }O, g [ [ |

th
Théoréme 1.12 Pour tout r € Qi, f/{;) est irrationnel et pour toult r dans ]0, g [ N Q,
T
tan (1/7)

NG est irrationnel.
-

Démonstration. De ce qui précéde on déduit que poure =1 on a, pour x > 0etn € N :

2n
0 < fo(z) =5, (2*)sh(z) — 2R, (z*) ch(z) < Zin' sh ()
et donc : . .
t "ot
Vi >0, 0<Sn(x)(—\/5)—Rn(x) < 2 th(ve)
NI 2rnl \x
En notant m < g le plus grand des degrés de Iz, et S,, on peut écrire pour r = = € Q7. :

()5 =()-3
q q q q°

avec p, et ¢, entiers. On a alors :

th 1 " th " th
0<aq, (\/7_°)_pnS 1 (V7) <7 (\/7“)7
NG qrr2rnl /1 2nnl

. " - cpe e thi(VT)
avec hril Sl 0. Le théoréme 1.5 permet alors de conclure a l'irrationalité de
n—-+oo !

NG
tan (v/r)

7T
NG (e=—1)avecr € }O, ) [ N Q se traite de la méme maniére.
-

Le cas
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1.8 Irrationalité des racines des fonctions de Bessel d’in-
dice entier

Pour ce paragraphe, p désigne un entier naturel.
On désigne par (U, ),y la suite de fonctions polynomiales définie par :

"t (1 —x)"

VneN, VzeR, U,,(x)=

n!
et par (Ly,), oy la suite de fonctions définies sur R* par :
. Ly
VneN, VzxeR*, L,,(z)= ﬁUn,p (x).

Lemme 1.18 Pour tout entier natureln, L, , est une fonction polynomiale & coefficients en-
tiers relatifs et de degré égal an.

Démonstration. On a :

n

Lnp(x) = (-1 CECSMMIE"’?
k=0
|
Lemme 1.19 Pour tout entier natureln, on a :
{ anp (1) = (_1)n7
! _ n
L,,(1)=(=1)"n(p+n+1).
Démonstration. En écrivant que :
Ung () = =2 (1= (L= )7 = 3Rk, (1),
k=0
on déduit que :
n (=D)L (n k) K
Un,p) (IE) = n C]];—i-n k! (1 - )
k=0
et :
n n n+1 _ n

Uy (1) = (=1)", US™ (1) = (=1)" (p+n) (n+1).
Ce qui entraine :

Ly (1) = Usiy (1) = (=1,

L, (1) =U%™M (1) = pUly) (1) = (=) n(p+n+1).

[ ]

k
K (p+ k)

Lemme 1.20 La série entiére de terme général a un rayon de convergence infini.



18 Nombres irrationnels

Démonstration. La vérification est immédiate en utilisant le critére de d’Alembert. (]
On définit la fonction I, par :

“+oo
1
Vx € R, [p (;U) = Z —Qik
! (p + k).

et la fonction de Bessel d’indice p est définie par :

& —1)F T\ P+2 T\P AN
v ER, fﬂx)_};ﬁ(a)ﬁ—(a) 1,,(_(5)).

Lemme 1.21 La fonction I, est solution sur R de ’équation différentielle :

(2P (z)) = 2Py (2) . (1.10)
Démonstration. On a :
+o0 1
p+1]/ _ p+k
v (@) ; CErE
et :
+o0 1

(@ @) =2 (k—1)!(p+k— 1)!””1)%_1 =y ().

[ ]
Lemme 1.22 Pour tout réel x, on a :
/0 71, (t) dt = 2" (x) .
Démonstration. Résulte immédiatement du lemme 1.21. ]

Lemme 1.23 Pour tout entier k strictement positif, il existe deux fonctions polynomiales a
coefficients entiers relatifs Ay, et By, de degrés respectifs k — 1 et k telles que :

Vz € R, /Om L (t) dt = 3Pt (Agy (2) I, (2) 4+ By (2) I (2)) -

Démonstration. On procéde par récurrence sur 'entier k& > 1.
Pour k£ = 1, une premiére intégration par parties donne :

[ et [ @ o)a-og@ - [Tetn e

puis avec une deuxiéme intégration par parties :

/0 #H (t) dt = 2P, (z) — (p+ 1) /0 1, (t) dt.

En utilisant le lemme 1.22, on aboutit a :

/01 L (8) dt = 2Pt (Avy, (x) 1, (2) + By (2) I (7))
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avec :

{ Ay () = -1,

Bip(r) =(p+1)+=

En supposant le résultat acquis pour £ > 1, une intégration par parties donne :

/O tPHERLL (1) dt = /0 T (e (1) dt

_ k+2 ¢ k+1
= PR (1) — (k o+ 1)/0 P (1) dt,

avec :

/0 tp+k+1];/, (t) dt — xp+k+1]p (:E) . (p +k+ 1)/0 tp-l-kfp (t) dt.

En utilisant I’hypothése de récurrence, on aboutit a :

| @t =27 (A (01, 0) 4 By (01, ()
0

avec .

{ Apap (@) =(k+1) ((p+k+1) Apy (x) — ),
Biip (@) = (k+1) (p+ &k +1) By (2) + 25,

la fonction Ay, [resp. Bii1,| étant polynomiale & coefficients entiers relatifs de degré égal a

k [resp. k + 1]. [

Remarque 1.8 Le coefficient de 2*~! dans Ay, est égal & —k et le coefficient de 2* dans By,
est égal a 1.

Remarque 1.9 Avec Apy1,(0) = (k+1)(p+k+1) A,y (0) et Ay, (0) = —1, on déduit que
le coefficient constant dans Ay, est :
Kl (p+k)!

(p+ 1!~

De méme, avec Byy1,(0) = (k+1)(p+k+1) By, (0) et By, (0) = p+ 1, on déduit que le
coefficient constant dans By, est :

Ak,p (0) ==

Kl (p+ k)!

Bk:p (0) = p|

On définit la suite de fonctions (R, ), .y par :
1
VneN, VzeR, R,,(z)= x”/ L, (zt) Ly, (t) tPdt.
0

Lemme 1.24 Pour tout entier n strictement positif, il existe deux fonctions polynomiales a
coefficients entiers relatifs P, , et Qnp, de degrés respectifsn — 1 et n telles que :

Ve €R, Ry (@) = Py (2) I, () + Qup (2) I (2) .
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Démonstration. On a L, , () = > apz®, avec a, € Z pour tout entier k compris entre 0

et n. On peut donc écrire :

n 1
R,, (x) = 2" Z ay, / I, (wt) tPTrdt.
k=0 0

Pour x non nul, le changement de variable u = xt donne :

1 T
x"/ I, (wt) tPtdt = xn Pkt / L, (u) u"™*du.
0 0

En utilisant le lemme 1.23, on a :

2 /0 1, (ot) #Fdt = 2" * (A, (2) T, (2) + Buyp (2) T, (1))

et :

n

Ry (2) = ) axa" ™" (A (2) I (2) + Bry (2) I (2))

k=0
ce qui s’écrit aussi :
Ry (2) = Pop (1) I (¥) + Qnyp () I;/; (z),

en posant :
Pop (@) =3 akxn_kAk,p (2),

Qup (1) = 3 a2 By (z).

k=0

Par continuité le résultat est encore vrai pourx = 0.

La fonction P, [resp. Q.| est polynomiale & coefficients entiers relatifs de degré inférieur
ou égal an — 1 [resp. n|.

Le coefficient de 2"~ dans P, , est donné par :

oy = —Zkak =L, ()= (=1 n(p+n+1)
et le coefficient de 2" dans @), , est donné par :
Bn-1= Z ar, = Lnyp (1) = (_1)n.
k=0

Le polynome P, , [resp. Q.| est donc bien de degré égal an — 1 [resp. n]. [

Remarque 1.10 Le coefficient constant de P, est :

n!(p+n)!
P,,(0)=a,A,,(0) = —a,———

et le coefficient constant de @)y, est :
n!(p+n)!

Cnp (0) = anByy (0) = ay p!
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Lemme 1.25 Pour tout entier natureln, on a :

1
Vi €R, R, (z)=(-1)"z™ /0 I (1) Uy (t) dt.

Démonstration. En utilisant la formule d’intégration par parties itérée on a :

o

n 8n—k‘ B
Ry (@)= 2" [Z (1 Ty ) U

Pt [ 0y ) Uy (0

et en considérant que 0 et 1 sont racines d’ordre n de U, ,, on obtient :

Ry (&) = (—1)" 2™ / I (2t) Uy (1)

Lemme 1.26 Pour tout entier natureln et tout réel x, on a lim R, ,(z) =0.

n—-—+00
Démonstration. Pour tout réel z, on a :
R
et :
+o00
n k—n x
1 @) < 3 ey ol =
k=n
Avec le lemme 1.25, on déduit alors que :
2n x| prl
R, (z)] < ? T / tP (1 —t)" dt
n!  J,
n ezl ||
r?e e
< 1—t)"dt < —
< T [ea-orass

Il en résulte que lim R, , (z) = 0.

n—-400

21

(1.11)

(1.12)

Lemme 1.27 Pour tout entier n strictement positif, il existe une constante non nullec, , telle

que :

Ve € R, Paoiy(2) Qup(2) = Py (2) Quory (2) = €™

Démonstration. On pose :

Dip(2) = Po1p (2) Quyp (2) = Pap (2) Qo1 p (2) -

La fonction D, , est polynomiale de degré inférieur ou égal a2n — 2.

En éliminant [, (x) dans le systéme :

{ Ry_1, (ai

AT SRS V().

n—1p () Iy () + Qn- 1p( )I,( ),



29 Nombres irrationnels

on obtient :
Dy p (2) I;z/) () = Poo1p (2) Rup (2) = Pop (2) Rno1p ()
Et avec Pégalité (1.11), on déduit que Dy, (x) I, (2) est divisible par 2**~2. Comme I, (0) est
non nul, il en résulte que D,,, (z) est divisible par 2*"~2. On a donc D,,, (z) = ¢, 2?2, la
constante étant donnée par :
Cnp=—(p+2n).

Lemme 1.28 Pour tout entier n strictement positif et tout réel non nulx tel que I, (x) soit
non nul, 'une des deuz quantités R, , (x) ou R,_1, (z) est non nulle.

Démonstration. En reprenant les calculs du lemme 1.27, pour z tel que R,,, () = 0 et
Ry_1p () =0,0na Dy (2) I (2) =0, avec Dy (2) = ¢ppz® 2 non nul pour 2 non nul. On a
donc nécessairement I (x) = 0. [

Lemme 1.29 Les racines de la fonctions I, sont toutes simples.

Démonstration. Supposons qu’il existe 7o € R tel que I, (o) = I, (z9) = 0. Les coefficients
de la série entiére définissant la fonction I, étant tous strictement positifs, on a nécessairement
zo < 0. En utilisant 'équation différentielle (1.10) on déduit que la fonction I, est identiquement
nulle sur intervalle |—oo, 0 (théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire) et par continuité on aurait
I,(0) = 0, ce qui est faux. En conséquence un tel xy ne peut exister et les zéros de I, sont
simples. [ |

Remarque 1.11 On peut montrer que ['ensemble des zéros de la fonction I, forme une suite
strictement décroissante de réels strictement négatifs.

Théoréme 1.13 Les racines de la fonction I, sont toutes irrationnelles.

. . . . . a
Démonstration. Supposons que la fonction I, admette une racine rationnelle r = — avec

a entier négatif et b entier naturel non nul. On a alors I (r) # 0 et Ry, (r) = Qnp (1) 1, (7).
L’inégalité (1.12) donne alors :

r

1Quy ()] < W (5) -

Le polynome @), , étant a coefficients entiers relatifs de degré n, on peut écrire Q,,, (1) = q_z
q
avec ¢, entier relatif et on a les inégalités :
|| 2\ "
e
oo izt (2)
‘Ip (r)| n! \ 4q

On déduit alors que la suite d’entiers (g,),,-, @ une limite nulle & I'infini, elle est donc constante
égale & 0 a partir d’un certain rang, c’est-a-dire qu’il existe un entierng tel que :

VYn > ng, ¢q,=0.
Avec Ry, (1) = Quyp (r) 1) (1) = q—nlz’, (r), on déduit alors que :
qn

Vn >ng, R,,(r)=0,

avec 7 non nul et I, (r) # 0, ce qui contredit le résultat du lemme 1.28.
En conclusion I, n’a pas de racine rationnelle. u

2

Corollaire 1.6 Pour toute racine o de la fonction de Bessel J,, o est irrationnel.
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1.9 Exercices

Exercice 1.1 Montrer que, pour tout nombre rationnel non nulr, ’ensemble {cos (nr) | n € N}
est dense dans [—1,1].

Solution 1.1 Si r est un rationnel non nul alors le groupe H = 217 + rZ est dense dans R.
En effet si ce groupe est discret il est de la forme Za avec o non nul et il existe des entiers

relatifs non nuls p, q tels que r = pa, 21 = qav (r et 21 sont dans H et non nuls) ce qui entraine

27
—:ge@et277:rg6@cequiestfauas.
r p p

Avec la continuité et la surjectivité de l'application f : x — cos (rx) de R sur [—1,1], on
déduit alors que 'ensemble :

f(H)={cos(2mrm +nr) | (m,r) € Z x Z} = {cos (nr) | n € N}
(2m-périodicité et parité de la fonction cos) est dense dans [—1,1].

Exercice 1.2 Montrer lirrationalité du nombre e en utilisant le théoréme 1.5.

Solution 1.2 En écrivant que e = ) T on pose :
k>0 R

"1
k=0

et on a pour toutn € N :

=1 1 < 1
ae—po=nl ) H:n+1<1+z(n+2)---(n+k)>’
k=n+1 =
avec : ) )
e N EY
On déduit donc que :
0<gne—pn < e — 0

n+1 n-otoo

et Uirrationalité de e s’en déduit.

1
Exercice 1.3 Awvec les notations du paragraphe 1.6, calculer/ Vot (t) dt, pour tout entier
0

naturel n.

Solution 1.3 On note Wo,11 la fonction définie sur R par :

22+l (1 . $2)2n+1

(2n + 1)!

Wong1 () = Vapg (. + 1) = —

Le changement de variablet = u+ 1 donne :

1 0 1 1 S
t)dt = du= ——— [ W® (1 =)™ du
/0 VVQn—I—l( ) /1 W2n+1 (U) u (27’L + 1)| /0 u ( u ) u
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Le changement de variablet = u* donne :

1 1
n 1 n
/ (1 - u2)2 du = 5/ " (1 —t)*"dt.
0 0

Puis par intégrations par parties ilérées, on a :
! 2n+1 n! ! (2n+1) 2n+1
/ 1= g = —/ ()@ (1 gt gy
_ n! 1t3”“ | e (2n+1) g — n!(2n 4+ 1)!
Gar 1l (Ch Bniol
(Bn+ 1)/, (3n +2)!

Ce qui donne, en définitive :

n!

1
Vot (B) dt = —————.
/0 on+1 (1) 2(3n +2)!

Exercice 1.4 Avec les notations du paragraphe 1.6, poure = —1, montrer que pour tout réel
t strictement positif, Q, (t) est non nul.

Solution 1.4 On a :

3n+2

Qu(t)=— Y (1YWY ()

j=n+1
3n+2 n
—1)7" (25 —

-3

j=n+1

2 — 1) ., »
( ) j;rl (2n + 1)| 2n+1

C] -n t37l+ —]
QTL 1) . "

et :
3n+2

>0, Q)= Y

—(2n+ 7 anil 320 5 ().
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