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18

Une construction des fonctions
logarithmes

18.1 Enoncé
Le but du probléme est de montrer, avec un minimum de moyens, le résultat suivant :

Théoréme 18.1 Pour tout réel a > 1, il existe une unique fonction f : |0, +oo[ — R telle que :
— f est strictement croissante ;

- f<a> =1;
— pour tous x,y dans |0,+o0[, f(xy) = f(z)+ f (y).

Un résultat analogue pour 0 < a < 1 s’en déduira.
Les fonctions puissances rationnelles x — 2", ou 7 € Q et z € ]0,+o0[ sont supposées
construites.

1. Montrer que si f est une fonction vérifiant les conditions du théoréme 18.1, alors :
(a) f(1)=0;
(b) pour tout = dans |0, +o0[ et tout n dans N, f (") = nf (z);

(c) pour tout x dans ]0,4o00| et tout r dans Q, f (z") =rf (z);

(d) pour tout r dans Q, f(a") =r.

2. Montrer que pour tout x dans ]0, +o00[, il existe un entier m € Z tel que a™ < z < a™ .

3. Pour tout x dans |0, +00[, on désigne par E, la partie de Q définie par :
E,={reQlad <z}

(a) Montrer que FE, n’est pas vide.

(b) Montrer que E, est majoré.

4. On désigne par g la fonction définie par :
Vr €10, +o00[, g(x) =sup (E,) (18.1)

et f est une fonction qui vérifie les conditions du théoréme 18.1, en supposant qu'une
telle fonction existe.

(a) Justifier la définition de la fonction g.
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352 Une construction des fonctions logarithmes

(b) Montrer que :
Vo €10, +oo[, g(x) < f(z).

(¢) Soit z un réel strictement positif.

i. Montrer que pour tout réel € > 0, il existe un rationnel r tel que :
flz)<r<g(z)+e.

ii. En déduire que f (z) =g (z).
On a donc montré que si f est une fonction qui vérifie les conditions du théoréme 18.1,
¢’est nécessairement la fonction g.

5. Il nous reste & montrer que, réciproquement la fonction g définie par (18.1) convient bien.

(a) Montrer que g (a) = 1.

(b) Montrer que si r, s sont deux nombres rationnels tels que a” < x < o, alors r <
g(z) <s.

(c) Soient z,y deux réels strictement positifs et n un entier naturel non nul. On désigne
par p et ¢ deux entiers relatifs tels que a? < 2™ < aP*! et a? < y" < a?™! (question
2).

i. Montrer que :

RS

9 (zy) —g(x) —g ()| <
ii. En déduire que g (zy) =g (x) + g (y).

(d)

i. Montrer que g (z) > 0 pour tout réel z > 1.

ii. En déduire que la fonction g est strictement croissante.

La fonction g ainsi définie, pour a > 1, est appelée logarithme de base a et notée log, .
On a donc :
Vo €10, +o0[, log, (x) =sup{r e Q| a" <z}

et c’est 'unique fonction vérifiant les conditions du théoréeme 18.1.

6. Montrer que pour tout réel a € ]0,1[, il existe une unique fonction f : ]0, +oo[ — R telle
que :
— f est strictement décroissante ;
- fla)=1;
— pour tous z,y dans |0, +oo[, f (zy) = f(x) + f (y).
On note encore log, cette fonction.
7. Montrer que, pour tout réel a > 0, la fonction log, est continue sur |0, 4+o00].

8. Montrer que, pour tout réel a > 0, la fonction log, réalise un homéomorphisme de |0, +oo|
sur R.

9. Montrer que, pour tout réel a > 0, la fonction log, est dérivable sur |0, 00| de dérivée

/ Q N 2
log), () = — ol v est une constante réelle non nulle.
x
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18.2 Solution

1.
(a) De f(1) = f(1-1)=2f(1), on déduit que f (1) = 0.

(b) On procéde par récurrence sur n > 0.
Pour n=0,ona f(z°) = f(1) =0 f (z) et pour n = 1, c’est une trivialite.
En supposant le résultat acquis au rang n > 1, on a pour x > 0 :

fa™) =f@"-2)=f@")+ f(2)=nf(z) + f(2) = (n+1) f (2).
(¢) Pour x >0etné€N* ona:

0=fQ1)=f (") = f(=") + f (&™),

de sorte que f(z7") = —f (") = —nf(x). On a donc f (2) = pf (x) pour tout
p € Z.

En écrivant, pour ¢ € N* que f(z) = f <<x5>q> = qf <x5>, on déduit que

1
f<x%) =—f(x)et pourtoutrzz—)e@avec (p,q) € Z x N*, on a :
q q

1

@y =1 ((«8)") =pf (a8) = 25 @) =/ @),

(d) En prenant z = a dans ce qui précéde, on a f (a") =rf (a) =r.

2. Siz > 1, comme lil}rl a" = 400 (on a a > 1), on peut trouver des entiers naturels
n—-roo

n tels que x < a” et en désignant par m + 1 > 1 le plus petit de ces entiers, on a
am <z < am™tl

. . 1 .
Si0 < x < 1, comme hrf — = 0, on peut trouver des entiers naturels n tels que
n—+0oo (4

1
— < x et en désignant par p+ 1 > 1 le plus petit de ces entiers, on a — < x < —,
an ab+1 ab
m+1

soit a™ < x <a avec m = —p — 1.

(a) Sim € Z est tel que a™ <z < a™*"!, alors m € E,.
(b) Soit m € Z tel que a™ < x < a™!. Pour tout r = Pe E, avec (p,q) € Z x N*, on
q

aa? < a7 < al™Y et 0 < aP~ ™+ < 1, ce qui impose p — ¢ (m + 1) < 1 puisque

a > 1. On a donc r = b <m+ 1 pour tout r € E, et m+ 1 est un majorant de F,.

(a) L’ensemble E, est une partie non vide et majorée de R, il admet donc une borne
supérieure g () € R.

(b) Il s’agit de montrer que f (x) est un majorant de F,.
Pour tout r € E,, onaa” < z et avec la croissance de f, on déduit que f (a") < f (z)
qui, compte tenu de f(a") = r, donne r < f(z). En conséquence f(x) est un
majorant de E, et f(x) < g (x) par définition de la borne supérieure.



354

Une construction des fonctions logarithmes

i. En utilisant la densité de Q dans R, on déduit que pour tout réel € > 0, il existe
un rationnel 7 tel que g () < r < g (x)+¢ et nécessairement r ¢ E,, c’est-a-dire
que a” > x qui donne r > f (x) compte tenu de la stricte croissance de f et de
f(a")=r.

On a donc bien f (z) <r < g(x)+e.

ii. On vient de voir que pour tout réel ¢ > 0, on a f (z) < g (z) + ¢, ce qui entraine

f(z) < g(z) en faisant tendre ¢ vers 0. On a donc f (z) = g (x).

(a) On a :
Ea:{’re@larga}a:{re(@m’"’lgl}
avec a > 1, ce qui équivaut & E, = |—o00,1] N Q et alors g (a) = sup (E,) = 1.
(b) Sia" <z <af alorsr € E et r < g(z).Deplus, pour tout t € E,,onaa’ <z < a,
donc a'* < 1et t —s < 0 puisque a > 1, c’est-a-dire que s majore E, et g (z) < s
par définition de la borne supérieure.

()

i. En utilisant le résultat de la question précédentes, on déduit des inégalités an <

2 +1
x<aL:1,a%§y<a%eta%§my<aﬁg+ queggg(x)gp ,
n n

1 2
9 cg@) <80 ot P o (g < 2FIT2

, ce qui entraine :
n n n
2
—— S g(ry) —g(@) —g(y) <

S|

ii. Comme n € N* est quelconque dans les inégalités précédentes, en le faisant
tendre vers U'infini, on déduit que g (zy) = g () + g (y).

. . 1 . . L . . e
i. Avec lim an» =1 (voir 'exercice 3.36 pour une démonstration qui n’utilise pas
n—-+oo

la fonction In) et > 1, on déduit qu’il existe un entier n > 1 tel que an < x.

1
Le nombre rationnel — est donc dans F, et g (z) > — > 0.
n n

il. Pour0<x<y,onag>1,doncg<g)>Oet:
x x

g(y):g(fc%> :g($)+g<%> > g ().

6. Si f est une fonction qui vérifie ces conditions on a alors f (1) = 0 (méme démonstration

qu'en la).De0= f(1)=f <aé) = f(a)+f <%> , on déduit que f (%) =—f(a)=-1

1
et la fonction — f vérifie les conditions du théoréme 18.1 avec —f | — | = 1, ce qui équivaut
a

a dire que —f = log:1 . Réciproquement la fonction —log: convient. L’unique solution de
ce probléme est donc log, = —log: .
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7. Avec log, (x) —log, (y) = log, (£> pour z > 0 et y > 0, il suffit de montrer la continuité
Y

en 1. En effet si (xn)neN est une suite de réels strictement positifs qui converge vers x,

. T e
alors la suite (—) converge vers 1 et la continuité de log, en 1 nous donne :
X / neN

lim (log, (z,) —log, (z)) = lim log, (Z—") =log, (1) = 0.

n—-+o0o n—-+o0o

Avec log, = —logui, il nous suffit de montrer ce résultat pour a > 1.

Soit (), est une suite de réels strictement positifs qui converge vers 1. Pour tout
e > 0, il existe un entier ng tel que :

Yn>ng l—e<z,<1+e¢.

. . 1 1 o .

Par ailleurs, comme lim am = 1 avec am > 1 pour a > 1, il existe un entier my tel
m—-+00

que :

1 1
Ym>mg, 1<am <1l+e 1l—c<a =<1
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Une construction des fonctions
exponentielles

19.1 Enoncé

Pour tout réel a > 0, la fonction r +— a" = aP, ou r = b € Q avec (p,q) € Z x N*,
q

est supposée construite. Cette fonction réalise un morphisme du groupe additif (Q, +) dans le
groupe multiplicatif (R™*, ) et elle constante égale & 1 pour a = 1, strictement croissante pour
a > 1 et strictement décroissante pour a < 1.

— I — Résultats préliminaires

Les questions qui suivent doivent étre résolues sans utiliser les fonctions In ou exp.
Pour cette partie a désigne un réel strictement positif.

1. Montrer que hrf (Va) = 1.

2. Soit (1y,),,cy une suite de nombres rationnels convergente vers 0. Montrer que hI_P (a™) =
n—-roo
1.

3. Pour tout entier n > 1, on définit la fonction u,, par :
Vo € R™, u, (z) =n (Yz—1)

(a) Montrer que la fonction v, = wu, — u,41 est strictement décroissante sur |0, 1],
strictement croissante sur |1, co[ avec v, (1) = 0.

(b) En déduire que, pour tout réel € R*™*\ {1}, la suite (uy, ()), o~ est strictement
décroissante.

(c) Montrer que la suite (n ({/a — 1)),-, converge vers un réel A (a) avec A (a) = 0 pour
a=1,A(a)>0poura>1letA(a)<O0pour0<a<]l.

4. Soit f une fonction définie sur R, a valeurs réelles et monotone. Montrer que f est continue

1 1
. 1 . 1. - — 1- _ - — .
en 0 si, et seulement si, n_l)Iiloof (n) f(0) et n_lgloof ( n) f(0)

— IT — L’équation fonctionnelle f (z +y) = f (z) f (y) sur R
On se donne une fonction f définie sur R, a valeurs réelles et telle que :

V(z,y) eR% fz+y)=f(2)f(y). (19.1)

On peut remarquer que la fonction identiquement nulle vérifie bien cette équation fonctionnelle.
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. Montrer que si la fonction f s’annule en un point «, c¢’est alors la fonction identiquement

nulle.

On suppose a partir de cette question que f n’est pas la fonction nulle.

Calculer f(0).

3. Montrer que f est a valeurs strictement positives.

1
f(z)

Montrer que pour tout réel z, on a f (—z) =

On note a = f(1).

. Montrer que, pour tout réel z et pour tout entier naturel n, on a f (nz) = (f (z))".

1
. En déduire que pour tout entier naturel non nul n, on a f <—) = {/a, puis que pour
n

tout nombre rationnel r, on a f (r) = a”.

Montrer que f est croissante [resp. strictement croissante| si, et seulement si, f(z) >
1 |resp. f(z) > 1] pour tout réel z > 0. De maniére analogue, on vérifie que f est
décroissante [resp. strictement décroissante| si, et seulement si, f () <1 [resp. f (z) < 1]
pour tout réel x > 0.

8. Que peut-on dire si a = 1 et f(x) > 1 [resp. f (z) < 1| pour tout réel x > 07

9. Donner un exemple de fonction f vérifiant I’équation fonctionnelle f (z +y) = f (x) f (v)

10.

11.

12.

13.

14.

telle que a = f (1) > 1, la restriction de f a Q est strictement croissante et la restriction
de f a R\ Q est constante égale a 1.

1 1
Montrer que lim (f <—)) =1let lim <f (——)) =1
n—-+oo n n—-+4oo n

On suppose que f est monotone.

(a) Montrer que f est continue en 0.
(b) En déduire que f est continue sur R.

(¢) En déduire que f est dérivable sur R avec f' = A (a) f, ou la constante réelle est celle
définie en I.3c.

On suppose que [ est dérivable sur R. Montrer que f est alors monotone. Les conditions :
f monotone, f continue en 0, f continue sur R et f dérivable sur R sont donc équivalentes.

Montrer que, pour tout réel a > 0, il existe au plus une fonction monotone f vérifiant
I'équation fonctionnelle f (z +y) = f (x) f (y) et telle que f (1) = a.

On suppose toujours que f est monotone.
Montrer que sia > 1 [resp. 0 < a < 1] alors f est strictement croissante avec lim f (z) =

r——00

Oet liril f (x) = 400 [resp. strictement décroissante avec lim f (z) = +o0 et liril f(z) =
0].

En déduire que f réalise un C*-difféomorphisme de R sur R™*, sa fonction réciproque f~*
réalisant un C!-difféomorphisme de R sur R™* avec les propriétés suivantes :

iy =0
f7Ha) =1 -
Ve € RO (F7 (1) = Sy

V(z,y) € RY)?, fl(zy) = f () + 1 (y)
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— IIT — Les fonctions exponentielles de base a

On se donne un réel a > 0 et on va construire une fonction monotone f qui vérifie I’équation
fonctionnelle f (x4 y) = f(x) f (y) sur R avec f (1) = a. Si a = 1, on sait que f = 1 est la
seule solution. On suppose donc a # 1.

1. Montrer que pour toute suite convergente (r,,)
(a™),en €st convergente.

nen de nombres rationnels, la suite réelle

2. Montrer que si (7),cy €t (Sn),ey sont deux suites de nombres rationnels convergentes
R . . . r s R
vers le méme réel z, alors les suites réelles (a™), .y et (a*"), .y convergent vers le méme
réels.

3. On peut donc définir la fonction f, sur R par :

folw) = lim a

otl (rp),cy €St une suite de nombres rationnels qui converge vers x. Montrer que cette
fonction vérifie bien 1'équation fonctionnelle f (z +y) = f (z) f (y) sur R avec f (1) = a.

On note alors f, () = a” et on dit que la fonction f, est la fonction exponentielle de base a.
Pour a # 1, sa fonction réciproque est la fonction logarithme de base a et elle est notée log,, .
Elle est définie par :
log, (1) =0

, 1
Vo € R™, (log,) (x) = -

ce qui donne :

1 T dt
Vz € R log, (x) = / —.
1t
Le logarithme népérien est la fonction In définie par :
T dt
Vo € RY In(z) :/ n
1

On a alors :
In (x)

Al(a)

Vz € R™ log, (z) =

et la condition log, (a) = 1 donne A (a) =In (a).
Le nombre e est défini par In(e) = 1 (ou A (e) = 1), de sorte que la fonction e” est définie
par e’ = 1 et (e”)’ = e®. On retrouve bien les définitions habituelles.

19.2 Solution

— I — Résultats préliminaires

1 1
1. Avec /1 =1et % = 7, il suffit de montrer le résultat pour a > 1. On suppose donc
a v a

que a > 1.
En posant u,, = {/a—1, on a u,, > 0 pour tout n > 1 et en utilisant la formule du binéme
de Newton, on a :

a=(14+u,)" >14+nu,,
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et :
a—1

n

0<u, <

et en conséquence lim (u,) = 0 encore équivalent & lim ({/a) = 1.

n—+00 n—+00
On peut aussi procéder comme suit. La suite ({/a),.y. est strictement décroissante
("Wa < Y/a équivaut & a < a™n = a/a encore équivalent & {Ya > 1) et minorée
par 1, elle converge donc vers un réel £ > 1. Si £ > 1, pour A € ]1,¢] il existe un entier
no tel que Ya > X pour tout n > ng, ce qui entraine a > A" pour tout n > ng qui est

incompatible avec lim a" = +o00.
n—-4oo

™ 1
. Avec 1™ =1 et <—> = —, il suffit de montrer le résultat pour a > 1. On suppose

a a™
donc que a > 1.

Comme lim (r,) = 0, pour tout entier k > 1, il existe un entier n; tel que :

n—-4oo

1 1
Vnznk, —E<7“n<z

et avec la stricte croissance de la fonction r — a” sur Q, on déduit que :

1
a

_1 1
Yn > ng, a F = <a™ <ar =a
soit :

‘v’nznk,—<1— <am™—1< {a—-1

1
Va
et avec klim (¥a) = 1, on déduit que pour tout réel € > 0, il existe un entier ky > 1 tel

——400
que :

1
VE>ky, 0<1——=<eet0<a—1<e,
a

Va

ce qui donne :

1

koa

VnanO,—5<—<1— )<6LT”—1<k0a—1<6

et signifie que liril (@™ —1) =0. On a donc hI_'I_l (a™) = 1.

(a) La fonction v, est indéfiniment dérivable sur R™* avec, pour tout réel > 0 :

’ 14 1 _n—1 __n_ __n_ 1
v ({E) = xIn — xrnt+l = n —q ntl — g ntl xn(n+1) — 1 i

n

La fonction v, est donc strictement décroissante sur |0, 1[, strictement croissante sur
|1, o[ avec v, (1) = 0.

(b) 11 en résulte que v, () > 0 pour tout z € R™*\ {1}, ce qui équivaut a u, (z) <
Upt1 (7) et la suite (uy, (7)), est strictement décroissante. Pour z = 1, la suite
(tn (1)),en+ €St constante égale & 0.
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(c) Avec un (1) = 0, u, (%) —n (\}a _ 1) _ _L\/a_l) et T (¢/a) = 1, il suff

de montrer le résultat pour a > 1. On suppose donc que a > 1.
Dans ce cas la suite (u, (a)), oy €st strictement décroissante minorée par 0, elle est
convergente vers un réel A (a) > 0. En fait, avec :

a—1=(¥a)" = 1= (Va-1) ((Va)" "+ + Ya+1)

et (¢/a)" <apoura>1,n>2e 0<k<n—1(cest équivalent a a* < a™ ou a
-1
ak (a" % —1) > 0), on déduit que a — 1 < n(/a—1)a et u, (a >a_ ui donne
( : q q
a

a—1

Aa) > > 0.

a
1
Pour0 <a=-<1lavech>1,ona:

b
1
Uy, (@) = up <5) = —uz—\/(l_f) DT - (b) <O.
4. Supposons [ croissante.

Si f est continue en 0 (et non nécessairement monotone), alors lirf f(x,) = f(0)
n—-+0o0o

1
pour toute suite (z,),.y convergente vers 0. En particulier, lim f (—) = f(0) et
n

n—-+00
_ 1
nl_{{{loof <—ﬁ) = f(0).
1

1
Réciproquement, si liril f (—> = f(0) et ligl f (——) = f(0), alors pour tout réel
n—-+4o00 n n—+o0o n

e > 0, il existe un entier ng > 1 tel que :
1 1
Vn > no, —£<f(——> — f(0) etf(—) —f(0) <e.
n n

Avec la croissance de f, on déduit que pour tout z dans ] -, — {, ona:

S G R CENC R VRS G BVIURE

0

soit :
(lel<n==) = (7@ - 1O <2).
La fonction f est donc continue en 0.
— IT — L’équation fonctionnelle f (z +y) = f(z) f (y) sur R
1. Si f () =0, on a alors pour tout réel x :
F@)=f@—a+a)=fle—a)fa)=0

c’est-a-dire que f = 0.
2. 0n a f(0) = f(040) = f(0)* avec f(0) non nul puisque f # 0, ce qui équivaut a
F(0)=1.
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. Pour tout réel z, on a f (z) # 0 et :

Pour tout réel z, on a :

1L=7(0)=f(z+(=2)) = f(2) f(=2)
1
f(z)
On procéde par récurrence sur n > 0. Pour n = 0, on a f(0) = 1 = (f (2))° et pour
n = 1, le résultat est trivial. En supposant que f(nz) = (f (z))" pour n > 1, on a

f(n+1)2) = f(nz) f () = (f (2))" f (2) = (f ()"

ce qui entraine f (—x) =

. Aveca = f(1) = f (nl) = (f (l))n et f (l) > 0 pour n € N* on déduit que
n n n

f(%):c/a:ai.

Si r = £ est un nombre rationnel positif avec (p,q) € N x N*, on a alors :

q
1 1 P 1\P P .
r0=1(2) (1(3)) = (@) =t -a
Si r = —s est un nombre rationnel négatif, on a alors :
1 1
F)=f(s)= == =a” =d
== 5%

Le résultat est donc valable pour tout nombre rationnel.

Supposons que f (x) > 1 pour tout réel z > 0. Pour z > y, on a :

f(2)
f ()

donc f(z) > f(y) et f est croissante. Réciproquement si f est croissante alors f(x) >
f(0) =1 pour tout x > 0. Le cas des inégalités strictes se traite de maniére analogue.

=f@)f(-y)=flx—y) >1

Sia= f(1) =1et f(x) > 1 pour tout réel z > 0, alors f est constante égale a 1. En

effet, pour tout entier relatif n, on a f(n) = a” =1 et pour tout réel x de partie entiére
nonan<z<n+letl=f(n) <f(z)<f(n+1)=1,soit f(x)=1.

On considére R comme un Q-espace vectoriel et on désigne (e;),., une Q-base de R
(utilisation du lemme de Zorn). On définit sur R I’application Q-linéaire g par g (e;) =1
et g (e;) =0 pour tout 7 € I\ {j} ou j est fixé dans I, cette fonction g vérifie ’équation
fonctionnelle g (x +y) = g () + g (y) , est & valeurs dans Q et I'application f définie sur
R par f (z) = 29%) vérifie 'équation fonctionnelle f (z +y) = f (x) f (y) avec :

P P
f (‘/E) = f <Z Ti€i> = 29( ri€i) =2 rig(es) — O

les sommes considérées étant finies et les r; rationnels. On a en particulier f(e;) = 2
et f(e;) = 1 pour ¢ € I\ {j}. Prenant e; = 1 que l'on compléte en une base, on a
a=f(1)=2>1, f(r)=2" pour tout r € Q et f(x) =1 pour tout z € R\ Q.
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10.

11.

12.

13.

1
On a f (—) = {/a et en premiére partie, on a vu que lim ({/a) = 1.
n

n—-+00

1 1 o o 1\
Avec f (_E) = "_\/5’ on déduit qu’on a aussi nginoo (f (_E)) =1.

1
(a) La fonction f étant monotone sur R avec lim f ( ) = f(0) et hm f ( > =

n—+o0o —+00

f(0), on déduit des résultats de la premiére partie qu’elle est contlnue en 0.

(b) Pour tout réels xy et x, on a :

|f () = f (o) = |f (x — xo + 70) — f (o) = |f (x — 20) f (w0) — [ (20)]
= |f (zo)|[f (x —m0) = 1] — O

T—T0

La fonction f est donc continue sur R.

(¢) La fonction f étant continue sur R est intégrable sur tout segment et pour tout réel

[rerna=[reswa=r@ [ s

et le changement de variable t = x 4 y, nous donne :

[ swa=s@ [ s

soit, en notant F' (z / f (t) dt la primitive de f nulle en O :

F(x+1)—F(x)
F(1)

f(x) =

(on a F'(1) > 0 car f est continue a valeurs strictement positives). La fonction F
étant dérivable (de dérivée égale & f), on en déduit que f est dérivable sur R.

En dérivant la relation (19.1) par rapport a y, a = fixé, on a f' (x +y) = f (z) f' (y)
et y = 0 donne f' (z) = f'(0) f () avec

() f) .
ro=m L0~ -1 <200,
Si f est dérivable sur R, le raisonnement précédent nous dit que f' = A(a) f avec f

a valeurs strictement positives, il en résulte que f est monotone (et méme strictement
monotone pour a # 1). On a donc montré que :

f monotone = f continue en 0 = f continue sur R = f dérivable sur R = f dérivable
sur R.

Ces conditions sont donc équivalentes.

On a vu qu’une telle fonction coincide avec la fonction r — a” sur Q et qu’elle est continue
sur R. Deux telles fonctions sont donc continues sur R et coincident sur Q, elles sont donc
égales.
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14. Sia > 1, on a alors A(a) > 0 et f est strictement croissante. On a alors lirf (n) =
n—-roo
neN

lirf a™ = +o0o et f n’est pas majorée, donc lirf f(z) =+o0. Avec f (—x) = @) on
n——+00 T—400 T

déduit que lim f(z) =0. On procéde de méme pour 0 < a < 1.
r——00

La fonction f est donc de classe C!, strictement monotone de R sur R**, elle réalise
donc un C!-difféomorphisme de R sur R™*, sa fonction réciproque f~! étant de classe C!
strictement monotone de R™* sur R et on a les propriétés suivantes :

f0)=1e [ (1)=0
f)=as [ (@)=1 Lo
PSSR U = g T XY@ ) M@

et pour tous z = f (u) et y = f (v) dans R™* on a :
fHay) = (@ f) = (flutv) =utv=f"(2)+ " (y)
— II — Les fonctions exponentielles de base a

1. On suppose que a > 1. Le cas ot a < 1, se traite de maniére analogue.

a) On montre que la suite réelle (a™ est de Cauchy. Pour tous n, m dans N, on a :
neN
la"™ —a™| =a™ ’arm_rn - 1‘ .

Pour tout entier £ > 1, il existe un entier n; tel que :

1 1
Yn > ng, Ym>ng, —— < 7Ty —1p < —
k k
et avec la stricte croissance de la fonction a” sur Q, on déduit que :
-1 1 P —T L k
Yn>ng, Ym>ng, a F=——=<a™ "™ <ar =Va

a

soit : ,
k_\/a) <am T 1< \’“/5—1

et avec klim (/a) = 1, on déduit que pour tout réel € > 0, il existe un entier kg > 1
——+00

tel que :

Vn > ny, Vman,—(l—

Vk>ky, 0<1— <eceet0< Va—1<e.

1
Va
On a donc :

1

koa

‘v’nanO,‘v’mano,—€<—<1— )<arm_r"—1<’“0a—1<5.

La suite (r,),,cy qui est convergente est bornée, il existe donc un réel M > 0 tel que
0 < a™ < M pour tout entier n. On a donc :

Yn > ng,, Ym > ng,, —Me <a'™" (arm_r” — 1) < Me

ce qui signifie que la suite (a'), .y est de Cauchy, donc convergente.
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(b)

365

Si lim r, = lim s, = x, on a alors lim (r, —s,) = 0 et en premiére partie
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00
on a vu que cela entraine lim (a™ °* —1) = 0, soit lim (¢ —a®) = 0 et
n—-+o00 n—-+o00
lim a™ = lim a®.
n—-—+o0o n—-+o0

La fonction f, est bien définie puisque la limite existe et ne dépend pas du choix
d’une suite de nombres rationnels qui converge vers .

Pourz = lim r,ety = lim s,, ot (7,),cy €t (5n),en SONt deux suites de nombres
n—+00 n—-—+0o00
rationnels, on a x +y = lim (r, + s,) et :
n—-+400
fo(z+y)= lim a™*" = lim (a™a™)
n—-+oo n—-+00

= lim (a™) lm (a’) = fo () fu(2).

n—-+00 n—-+o0o
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Calcul de Z+OO L

20.1 Enoncé

T 1 2

Le but de ce probléme est de calculer de deux fagons la somme 2=
n=1M

Partie 1

1. Rappeler, pour tout entier naturel non nul n, une expression complexe des racines n-émes
de I'unité.

z+1 ) o

. réalise une bijection de C \ {1}

2. Montrer que la fonction homographique h : z +—
Z JR—
sur lui méme.
n

3. Soit P : z Zakz’“ une fonction polynomiale de degré n > 1 et (z;),.,., toutes

k=0
n
ses racines complexes distinctes ou confondues. Exprimer les quantités o = sz et
k=1
09 = Z zz; en fonction de certains des coefficients de P.
1<k<j<n
s
4. Montrer que pour tout réel z € }0, 5 [, on a :
1 1
cotan (x) < — < (20.1)

x  sin(z)

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n, les racines complexes de I’équation :

(z4 1) = (z —1)*! (20.2)
sont données par :
, km
,zk:zcotan(2 +1> (k#0et —n<k<n)
n

367
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n=1n
(b) Montrer que I'équation (20.2) peut s’écrire :
> Ok =0 (20.3)
k=0
c’est-a-dire que si z € C est solution de (20.2) , alors u = 2% est solution de :
-3 i - 204

(¢) Montrer que :

(d) En déduire que :

3

1 2n (n+1)

sin? (%) N 3

k=1

(e) En utilisant 'encadrement (20.1), déduire de ce qui précéde que :

n(2n—1 2n—|—1 2n—|—2)
3 Z k:2 :
£) En déduire 1 d Slaey 1t
n déduire les sommes des séries — et —
(0 nzl n? Z 1 (2n+ 1)
Partie 11

Pour cette partie, x est un réel dans |0, 7], n un entier naturel non nul et on note :

Z e O ( Z cos (kz), Sy (x) = i sin (kz) ,
k=1

1. Montrer que :

2. Montrer que :

3. Montrer que :
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4. Montrer que :

5. Montrer que :

Ce résultat est-il encore valable pour z = 0 et pour x =77
6. Calculer I, = / x cos (kx) dz pour tout entier k > 1.
0
n 1
7. Montrer que ) % <In(n)+1.
k=1
8. On note G,, = / xF, (x) dx. Montrer qu’il existe une suite (ay,),~, convergente vers 0
o >

telle que :
2 " (-1)F -1
Gp=—+2 —_ n-
5 + kz_; 2 + «

9. En utilisant 5. montrer que lim G, = 0.

n—-+o00
+oo 1 2 oo (—1)" 2
10. En déduire que n;l 5= % et 1;1 ( n2) - _71T_2,
20.2 Solution
Partie 1

1. Les racines n-émes de I'unité sont données par :

2km

Ge=¢€"n (0<k<n—1).
2. La fonction h est bien définie sur D = C\ {1} et pour tout z € D, on a :

1
W)= lestl=z-1el=—1,
z—1

ce qui est impossible. La fonction A est donc & valeurs dans D. De plus pour tout Z € D,

1 Z+1
s a pour unique solution z = Z—+1 dans D, ce qui signifie que h

I’équation Z =
réalise une bijection de D sur lui méme.

3. On a:

et en développant le produit, on obtient :

P(z)=a, (2" — 012" "+ 022"+ + (=1)"5,)
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n=1 n2

n
ol o, = sz. L’identification des coefficients de z"~! et 2”2 nous donne alors :
k=1
n

An—1 Ap—2
o1 = R — — , 09 = RE2j =
a a

k=1 n 1<k<j<n n

(on a, # 0 puisque P est de degré n).

T
4. En utilisant le théoréme des accroissements finis, on a, pour tout réel x € ]0, 5 [ :

=sin (x) —sin (0) = xcos (¢;) < x
an (r) — tan (0) = 2 (1 + tan® (d,)) >z >0

avec 0 < ¢, d, < x, ce qui donne :
0 <sin(z) <z < tan ()

ou encore :

a) Si 2z € C est solution de (20.2), on a alors z let Z7 = z+1 est solution de
(a) :

72t = 1, c’est donc une racine (2n + 1)-éme de 1'unité, c’est-a-dire qu’il existe un
entier p compris entre 0 et 2n tel que :

. 2pm
7 = e'2n+1.

En écrivant tout entier p compris entre n + 1 et 2n, sous la forme p = 2n +1 —k
avec k compris entre 1 et n, on a :

.2 .2(2n4+1—k)w . - 2k - 2k
6’2npf1 = ' 2n+1 — 2o o tT — o 2n41 .
On a donc :
i 2km —q 2km
Zeqemt |[0<k<npUie 't |1<k<n
ou encore :

- 2k
ZESn:{e”TJrW—nngn}.

En écrivant que :

z+1 Z+1
let 2 =—— 7 41 - -
(27& et . 1)<:>< #*1letz Z—l)

1
i . réalise une bijection de C\ {1} sur lui méme),

z
(la fonction homographique z +—
z

on déduit que si z € C est solution de (20.2), alors Z € S, \ {1} et il existe un entier
k non nul compris entre —n et n tel que :

- 2km - km _ i kw km
e'2n+1 +1 e'2n+1 +e Yot CcOS (2n+1)
T = T k=x " km - %
i v —ig 1 s
e'2n+l — 1 e’ 2n+tl — g "2n+1 7 S1n (2n+1>
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La fonction cotan étant impaire, cela s’écrit aussi :

km
2n + 1

z:zk:icotan< )(k:;«é()et —n<k<n).

35 [ est injective et en consé-
quence z # z; pour k # j dans {—n,---,—1,1,--- ,n} (les z; sont bien dans

La fonction tan qui est strictement croissante sur ] —

T
]_5’ 5[) c’est-a-dire qu’on a obtenu 2n racines distinctes de I’équation (20.2).

Comme cette équation est exactement de degré 2n (en développant avec la for-
mule du binéme cette équation s’écrit 2 (2n + 1) 2** 4 --- = 0), on a bien toutes les
racines.

En écrivant que :

(2 + 1)2n+1 Z an S2n+l—j _ Z C 2 22n+172k + Z Czk+1 2n+1—(2k+1)
k=0 k=0

2n+1 j = -
(Z . 1) n+l _ z O%n+1 (_1)] S2ntl—j kz 02n+1z2n+1 2k kzﬂcggj;% S2n+1— (2k+1)

on déduit que :
Qon () = (2 + 1/ = (s = 1" =23 il

et ’équation (20.2) est bien équivalente a ’équation (20.3) (on détaillé les pointillés
de la question précédente).

Comme @2, (2) = P, (2?), on déduit que les uy = 27 = — cotan? , ou k

T

2n +1

est compris entre 1 et n sont des racines de P,. Comme P, est de degré n et les

uy, pour k compris entre 1 et n, sont deux a deux distincts (la fonction cotan est
T

strictement décroissante sur ]0, —[ et a valeurs strictement positives), on a ainsi

toutes les racines de P,. La somme des racines du polynéme P, est :

cs n(2n—1
0'1—ZUk— Zcotan (Zn—i—l)_ 2ntl ( 3 )

CZnJrl

On a donc :

- on — 1
Tn:Zcotan2(2k11)2n<T; )
n

k=1
1
Pour n = 1, on a bien cotan? (g) =3

En écrivant que, pour tout k£ compris entre 1 et n, on a :

cotan? ( hr ) - cos® (271:11) _ 1 —sin” (2511) _ 1 4
2n+1 sin (,57) sin” (27]:11) sin? (2:11) ’
on déduit que :
fin = ﬁzTnJrn:—n@n_l)+n=—2”(n+1)
=1 S (2n+1) 3 3
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1n

(e) En utilisant I’encadrement (20.1), on a pour tout k& compris entre 1 et n :

k on +1)2 1
cotanQ( T ><(njL ) <

2n + 1 k2m2 sin? (2511)

et en sommant :

n(2n — 1) 2n+1)7 &1 2n (n+ 1)
— T, <=2y _ <R, ="~
3 2 k2 3
k=1
(f) L’inégalité précédente s’écrit :
VnZl,W2n (2n—1) Z : 2nn+1)
3(2n+ 1) klk 3(2n+ 1)

et faisant tendre n vers 400, on en déduit que
+oo
1 2
— ]
—~n 6
Comme la série est & termes positifs, on peut écrire que :

“+oo

1 1
+ e
2 p; (2p +1)°

et :

= o01 3 72 32
Z( —Z—" FTi6 - m

2p+ o

Partie 11
1. Comme e # 1, on a :
n—1 inx i 2 iy
T (:L,):em (ezx)k_ wcl € _ €276 27— e
" o 1 —e= el eTis — i3

2. OnaC,(z) =R(J, () et S, (x) =3 (J, (x)), ce qui donne :
C, (z) = cos (”;1x> in(37) <n—2|—1$> sin ().

sin (%)

94 <n> n+1 L 2n+1 . (x)
sin 29@ CoS 5 x| =sin 5 T sin 5

(2sin (a) cos (b) = sin (a + b) + sin (a — b)

3. Avec :

~—
O

2C, (z) =
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4. On a:
n+1 n+1 Y\ sin (%4z)
Tn — S/ = 2
() = S} (@) = "= cos ( ! x) bl
(1LY )L 1 i) o
2 2 sin (%) 2 9 sin (%
n+1 n+1 n I+l .
= 75 |cos T | sin <—x> + sin T | cos (—x)
2sin (3) 2 > 5
sin (nTHx) n X €T ) n -
T w2 (zY (cos <—I> Sin (—) + sin (—x) cos (-))
2sin (5) 2 2 2 2
avec :
in{— in " —sin
coS 5 T|s 21‘ S 5 x | cos 2:;5 S 5 T
et :

n . x . n T . n—+1
coS (—x) sin (—) + sin (—x) CcoSs (—) = sin x
2 2 2 2 2

ce qui donne :

To(2) = 2 sin (%) 2 sin (%)
5. On a 5
avec : . (2”+1x)
2C, () +1= i (22)
2

(question 3.) et :

2 () 3111(2"2“55) 1 sin? ("Tlx)

n+1 ¥ sm(%) n+1 st(%) ’

ce qui donne :

6. Une intégration par parties donne :

Ik:/xcos(kx)dx:[%sin(kx)]
0
7. En écrivant que, pour k > 2, on a :
11 1 F b
k—1§t§k2>—§—:>—:/ @S/ dt
k—t k w1 K e

on déduit que :

<lIn(n)+ 1.

| =

n
et >
k=1

373
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n=1 n2

8. La fonction F), est en fait définie et continue sur R, donc G,, est bien définie.

On a:
Gn—/wx 1+2i 1- F cos (kz) | dz
0 — n+1
:/Wa:da:jLQi(l— K )/W:ccos(kaﬁ)d:c
0 k=1 n+1/Jo
w2 - k (-1)F -1
=2 42 1—
2y (1o ) (S
soit : N .
2 (-1 =1 2 (1) -1
G,=—+2 —
P IR nt 1 k
k=1 k=1
avec : .
(=) =1 "1
(=1) <23 - <2(ln(n)+1)
k k
k=1 k=1
On a donc : i
2 (-1 -1
k=1
avec : .
2 | & (=) =1 1 1
ol D -1 _ w1
n+1 — k n+1 notoo
9. En remarquant que :
2 (ntl ntl )2
sin” ("3 ) o ("37) —(n+1)

on déduit que la fonction h, : x +— se prolonge par continuité en 0. Cette

sin
fonction est de plus définie en 7. On peut do

T ain2 (ntl
g, - L /xwdx
0

sin? (%)

[\
—~
N8
~—

=

¢ écrire que :

. /T T
Pourogxgﬂonas1n<§>2—,donc:
T

n+1

2 T qin? (ntl 2 2RI a2
0<G, < — / i (5) g - ™ /2 sin” (W) 4,
n+1J 0 U

/"31” sin? (u) = /1 sin? (u) du+ /ngrl” sin® (u) du
0 u 0 u 1 u

n+1

1 —Wd 1
S/du+/2 —uzl—i-ln(n+ 7r>
0 1 U 2

avec
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10.

sin (u)

(sur [0,1],on a0 < < 1), ce qui donne :

2
0<G < (1am ("L,
n—+1 2

De 8. et lim G, =0, on déduit que :

n—-+00

u

et lim G,=0

n—-+o00

A2 T T T
k=1
soit : . .
P e ) D (20.5)
n=1 n=1

1
En notant S = Z —,ona:

n=

5- Z T P o R
2p+1 (2 S p+1)? 4

p=1 =0
T 1 3
soit Z—:—Set:
0(2p+1)7 4
+oo n +o0
-1 1
T:Z( 2) —S——S:——S
n=1 n p=1 2p<+
2 2 2
L’égalité (20.5) donne alors ——S S = I soit S = E et T = 13
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n=1 n2



21

Nombres de Bernoulli et fonction dzéta de
Riemann

21.1 Enoncé

— I — Polyndémes et nombre de Bernoulli

On dit qu'une suite de polynomes (B,), .y est une suite de polynomes de Bernoulli si elle
vérifie les propriétés suivantes :

Bo =1,
VneN, B, = B, (21.1)

n

Vn>2, B,(0)=DB,(1).
On vérifie facilement par récurrence que tous les B,, sont bien des fonctions polynomiales.
1. Soit (By),,cy une suite de polynoémes de Bernoulli.

(a) Montrer que pour tout n € N, B, est un polynome de degré n et calculer son
coefficient dominant.

(b) Montrer que :
1
Wn > 1, / Bo (t)dt = 0
0

(c) Montrer que la suite (B,),,cy est uniquement déterminée.
On dira que (B,),cy est la suite des polynomes de Bernoulli.

2. Montrer que :

1
B (X)=X—=
T 1
By(X)=-X2_-X 4+ —
2 (X) 2 5t T 12

3. Calculer B3 et By.

4. Montrer que :
VvneN, B,(X)=(-1)"B,(1—-X).

5. On définit la suite (by), y des nombres de Bernoulli par :

Vn €N, b, = B, (0).

377
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(a) Calculer by, by, by, bs et by.
(b) Montrer que b, = 0 pour tout entier n > 3 qui est impair.

— IT — Application au calcul de ( (2k)

Pour tout entier naturel non nul &, on définit la fonction g, de R dans R par :

T

{ Vo € (0,27, gk (x) = B (%)

gi est 2m-périodique

On désigne par (ay, (k)),cn €t (Bn (k)),en- les suites réelles définies par :

( (%)) (k?) = /0 ng (t) dt

1
§ Vn>1, ay, (k) = 2/ Boy, (t) cos (2mnt) dt,
0

1
Vn > 1, 6, (k) = 2/ By (t) sin (27nt) dt

\ 0

1. Montrer que, pour tout k € N*, la fonction g; est paire.
2. Montrer que, pour tout £ € N*, la fonction g est continue sur R.

3. Montrer que la fonction g; est classe C! sur R\ 277Z et que pour tout entier relatif p, cette
fonction se prolonge en une fonction de classe C' sur [2pm, 2 (p + 1) 7| (elle est donc de
classe C! par morceaux sur R).

4. Montrer que, pour tout entier k > 2, la fonction g est de classe C! sur R.
5. Montrer que :
Vn>1,Vk>1, 3, (k) =0.

6. Montrer que, pour tout entier £ > 1 et tout réel z, on a :

+oo
g (z) = Z ay, (k) cos (nx) . (21.2)
n=0
7. Calculer oy (k).
8. Montrer que :
Vn>1, a, (1) = 2 5
27n,)
9. Montrer que :
V> 1, Wk > 2, an (k) = ———an (k— 1)
(27n)
10. En déduire la valeur de «,, (k) pour tout n > 1 et tout k > 2.
+oo
11. Déterminer, pour tout & > 1, une relation entre ¢ (2k) = ;ﬁ et boy.

—+00 “+o0
1

12. Calculer ¢ (2) = Z% et ((4) = Z

Ve
n
n=1 n=1
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— IIT — Application au calcul de Zk:p
k=1

Pour tout entier naturel p, on désigne par A 'application qui associe a tout polynéme P de
R,+1 [X] le polynéme @) = A (P) défini par :

QX)=P(X+1)-P(X)

et par E,; le sous-ensemble de R, [X] formé des polynomes P de degré au plus égal & p+ 1

1
qui vérifient / P (x)dx = 0.
0

1. Montrer que E, ;1 est un sous-espace vectoriel de R, ;1 [X] et préciser sa dimension.

2. Montrer que l'application A est linéaire de R, 41 [X] dans R, [X] et déterminer son noyau.
3.
4

. Montrer que, pour tout entier naturel p, B, est 'unique polynéme de E, ; qui vérifie

Montrer que 'application A réalise un isomorphisme de E,.; sur R, [X].
XP
A(P)=—-.
p!
Montrer que pour tout entier p > 1 et tout entier n > 1, on a :

n

ka =p! (Bpr1 (n+1) = bpia) -

k=1

Calculer zn:k‘, ik2 et iks‘
k=1 k=1

k=1 =

21.2 Solution

— I — Polyndémes et nombre de Bernoulli

(a) On procéde par récurrence sur n > 0.
Pour n = 0, B est bien un polynéme de degré 0 de coefficient dominant oo = 1.
En supposant que, pour n > 0, B,, est un polynéme de degré n de coefficient domi-
n

nant a,,, # 0, soit B, (X) = Zakak, on déduit de I'égalité B),,, = B,, que :

k=0
n o n+1a )
Bpy1 (X) = kL_i_’lekH + Qnt1,0 = Qpy10 + Z n’;_IXJ (21.3)
k=0 j=1

c’est-a-dire que B,, 11 est un polynome de degré n+1 de coefficient dominant ;41 5,41 =

e

% # 0. Cette derniére relation de récurrence nous dit que oy, = — pour tout

n n!

n € N. En effet, le résultat est vrai pour n = 0 et en le supposant acquis au rang
Qnon 1 1

= U OR 8 Gl n+1 (m+1)n! (n+1)!
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(b) Pour tout n > 1, 0n a :

/1Bn (t) dt = /1B;+1 (t)dt = Byar (1) — Byay (0) = 0 (21.4)

puisque By, (0) = B,, (1) pour m > 2.

(c) Cette dernicere identité combinée avec (21.3) permet de montrer que la suite (B,,), oy

est uniquement déterminée. En effet, on a By = 1 et supposant B,, construit, la rela-
Ay j—1

tion (21.3) nous dit que les coefficients ay, 41 ; =

sont uniquement déterminés

pour tout j compris entre 1 et n + 1. Enfin avec :

1 n+1
Opj—1
0= / B () dt = a1 + —
0 ]le (G +1)
on déduit que :
n+1 a )
n,j—
QApy10 = — .
;J (G+1)
. e
On peut aussi remarque que @41 (X) = k——lile k+1 est la primitive de B,, nulle
k=0

1
en 0 et Byi1 = @nt1 + Qui10 aVee Qyp10 = —/ ©n1 (1) dt, ce qui détermine de

0
maniére unique la suite (B,), oy et donne un algorithme de construction.

2. En utilisant les notations précédentes, on a :

et :
1
Bl(X)—gol(X)+a10fX—§.
De méme, on a :
1 1
902<X):§X2_§X7
1 1 /.2
a—/(t)dt—/t A P
20 =7 )2 — ), \2 72 12
et : 1 1
By (X) = 5 (X - IX? X .
2 (X) = 92 (X) + g 7 +12
3. On a
(X)—ixtoixey Ly
ATES 12
Bt i@t
o = — _—— — e =
>0 o \6 412
et :
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De méme : 1 ) 1
X)= —X4— X34 X2
1 (X) 24 12 Tttt
B / tt N t? g
o=l \as 127 20) " T T
et :

1 1 1 1
B,(X)= —X*— X34+ —x?_ —.
1(X) 24 2" T 720

4. Soit (C,),,cy la suite de polynomes définie par :
VvneN, C,(X)=(-1)"B,(1-X).

Pour montrer que cette suite est la suite des polynémes de Bernoulli, il suffit de prouver
qu’elle vérifie les conditions (21.1) compte tenu de 1'unicité prouvée en I.1c.

Pour n=0,ona Cy(X)=By(1—-X)=1.

Pour tout n > 0, on a :

Crpt (X) = ()" (=B, (1= X)) = (=1)" B, (1= X) = G, (X)

et pour n > 2 :
Cn(0) = (=1)" B, (1) = (=1)" Bn (0) = C (1)..

Ce qui donne le résultat attendu.

D.
(a) Les calculs des questions I.2. et 1.3. nous donne :
1 1 1
bU ) bl 9 ) b2 12 ) b3 07 b4 7920

(b) De B, (X) = (—-1)"B, (1 — X) pour tout n € N, on déduit que :
vneN, b,=DB,(0)=(-1)"B, (1)
et de B, (0) = B, (1) pour n > 2, que :
Vn > 2, b, = (—1)"by,.
Il en résulte que b, = —b,, pour n > 3 qui est impair et b, = 0 dans ce cas.
— IT — Application au calcul de ( (2k)

1. Soit z € R et p € Z tel que x € [2pm,2(p+ 1) 7.
Si x = 2pm, comme g, est 2m-périodique, on a g (—x) = gx (z) = gx (0) = bo.
Sixz € |2pm,2(p+ 1)« il s’écrit x = 2pm + h avec h € |0, 27| et

g0 (a) = a1 20 + 1) = 90 (1) = B (5

et en écrivant que —x = —2pr —h = —-2(p+ 1) 7+ 27 — h avec 2r — h € ]0,2x[, on a :

™

_ By (1 . %) _ By, (%) — o (2)

en utilisant le résultat de la question 1.4.

gi (—2) = g1 (27 — h) = Boy (27;— h)
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2. Pour tout £ > 1, la fonction By, qui est polynomiale est de classe C* sur R. De la

définition de g, il résulte alors que cette fonction est de classe C* sur R \ 27Z.
Pour tout entier relatif p, on a :

xllgr]gr+ gk (x) = hll% gk 2pm+h) = hlir(% gk (h) = hlilr(r)l+ By, (%>

= By, (0) = gk (0) = gi (2pT)
et en considérant que 2k > 2, on a :

) ) ) ) h
lim g (r) = lm g (2(p— )7+ h)= Tm g ()= lim By, (—)

T—2pm— h—2m~ 2m
= Bai (1) = Bax (0) = gk (0) = gi (2pm) .

On a donc ainsi montré que g est continue en tout point de 277Z.
En définitive, g; est continue sur R.

On a déja vu que la fonction g; est de classe C* sur R\ 27Z.
On rappelle que si f est une fonction a valeurs réelles continue sur un intervalle réel I,
de classe C! sur I\ {a}, ol a est un point de I et telle que lim f’ (z) = ¢, elle se prolonge

alors en une fonction de classe C! sur I avec f’(a) = ¢ (c’est une conséquence immédiate
du théoréme des accroissements finis).

On se donne dans un premier temps un entier k£ > 1.

Pour p € Z, tout réel x € |2pm,2 (p + 1) n[ s’écrit @ = 2pm + h avec h € |0, 27| et de :

gr () = gk (h) = Ba (%) — By (%)

on déduit que :

et :
i Lo T — 2pm 1
1 / e 1 B _ i _ —B - O
x—g;iﬁ 9 (@) Wx_}?f;ﬁ 2k—1 ( or ) o D2k 1(0)
1 T — 2pm 1
1' ! = ]_ B _ P — _B _ 1
Dy 96 () = 5, Bais ( o ) 5, Bae-1 (1)
1 1
Pour k=1, 0n a By (0) = B1 (0) = —3 et By (1) = By (1) = 5, ce qui donne :
1
: pon 1
xi1$r+ 9 (x) = e
lim ! (;1;) = 1
emapryn- 1 T

La fonction g; est donc dérivable & droite en 2pm, a gauche en 2 (p + 1) 7 et sa fonction

dérivée est continue sur [2pm, 2 (p+ 1) 7).

Pour k > 2, on 2k — 1 > 3, donc Bay_1 (1) = Bak_1 (0) = bar_1 = 0 (question I.5.b.) et

les calculs précédents nous disent que lign gr () = 0, donc g, est dérivable en 2pm de
r—2pm

dérivée g, (2pm) = 0 et g;, est continue en 2pm.

En définitive, g est de classe C! sur R.
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x
5. Le changement de variable ¢ = 7 nous donne pour tout £ > 1 :
T

( 1 1 2T
ag (k) = / By (t) dt = 2—/ g (v) dz
0 o ™Jo

Vn > 1, ap, (k) = l/ gk (x) cos (nz) dx,
71T 027r
Vn > 1, G (k) = - / gr (2) sin (n) dz
0

\

c’est-a-dire que les réels a,, (k) pour n > 0 et 3, (k) pour n > 1 sont les coeflicients de
Fourier de la fonction g. Comme cette fonction est paire, on a nécessairement 3, (k) = 0
pour tout n > 1.

6. Pour k > 1 la fonction g; étant continue et de classe C' par morceaux sur R (et méme
de classe C! sur R pour k > 2), le théoréme de Dirichlet nous dit que sa série de Fourier
converge normalement vers g, sur R, ce qui donne le résultat annoncé.

7. On a pour k> 1:

(&) (k’) = /0 BQk (t) dt = /0 B;k—f—l (t) dt = sz+1 (1) — BQk’-H (0) = 0.

8. Pour k > 1 et n > 1, une intégration par parties donne :

1
ozn2(k:) :/ By (t) cos (2mnt) dt
0
_ | Bu ) sin (2rnt) ]’ —/IB’ t) sin(27mt)dt
2k 2mn 0 0 2k 2mn
1
=g i Bok_1 (t) sin (27nt) dt

et une deuxiéme intégration par parties donne :

onh) 1 <|:_BQk—1( ) cos (2mnt) } +/0 B, () (27mt)dt>

2 2mn 2mn 2mn
1

= G (B%_l (1) = Bop_1 ( /0 132 ) cos (2mnt) dt)

Pour k =1, cela donne :

an (1) 1 ( /1 ) 1
= B (1) — By (0) — cos (2mnt) dt | =
2 (27n)” () 1(0) 0 ( ) (27n)”
2
soit o, (1) = 5
(27n)
9. Pour k£ > 2, on a Bay_1 (1) = Bak_1 (0) et le calcul précédent donne :
1
an (k) = ———=a, (k—-1).

(27n)
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10.

11.

12.

Nombres de Bernoulli et fonction dzéta de Riemann

Par récurrence sur £ > 1, on déduit que :

2

o, (k) =(—1 k“—%.
R

Pour k = 1, c’est vérifié et en supposant le résultat acquis au rang k —1 > 1, on a :

ot (k) = ——— (~1)F

9 b1 2
= (-1
(27n)” =)

(2mn)* kY (2mn)**

L’identité (21.2) pour z = 0 nous donne :

2R

bor = By (0) = 90 (0) = Y _an (k) = = —— > —

2k
(27T) n=0
soit : o
bk(Z’iT)
o) = (—1)FHt ZEA2T)
C(2k) = (-1) 5
Pour k=1et k=2 b ! b t
our = e = on a = — = —— €l :
’ 2T 720
C(Q)_+Ool_147r2_7r2
S &n? 122 60
= 1 1 167* d

(=2 i o

n—

— III — Application au calcul de ka
k=1

1
. Lapplication ¢ : P / P (x)dz est une forme linéaire non nul sur R, [X] et son
0

noyau, qui n’est autre que E,;;, est un sous-espace vectoriel de R,;; [X] de dimension
(p+2)—1=p+1.

. On a A (1) =0 et pour tout entier k > 1 :

k k-1
AXF) =X+ =XxF =) Cix) - xF =) Clx
j=0

j=0

est un polynome de degré k — 1. Il en résulte que A est une application de R, [X] dans
R, [X]. On vérifie facilement que A est linéaire, elle réalise donc un morphisme d’espaces
vectoriels de £, dans R, [X]. Dire que P € R, [X] est dans le noyau de A signifie
que P(X +1)=P(X).On aalors P(1) = P(0) et par récurrence P (n) = P (0) pour
tout entier n > 0, ce qui entraine que le polynome P (X) — P (0) a une infinité de racines
et c’est nécessairement le polynéome nul. Le noyau de A : R, [X] — R, [X] est donc
formé des polynomes constants, soit ker (A) = R, en identifiant I'ensemble des polynomes
constants a R.
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3. Le noyau de la restriction de A & E, 4 est E,;1 Nker (A) = {0} puisque P = X €
1

E,+1 Nker (A) entraine A = / P (xz)dx = 0. L’application A est donc injective de E,4;
0
dans R, [X] et c’est un isomorphisme puisque ces deux espaces sont de méme dimension

égale a p+ 1.

4. Comme A est bijective de E,.; sur R, [X], il existe un unique P € E,;; tel que A (P) =
P

—- Il suffit donc de montrer que B, 41 convient (on a déja vu dans la premiére partie

p!

1
que B,y est de degré p + 1 et que / B,t1 (x)dx = 0). Pour ce faire, on procéde par
0

récurrence sur p > 0.

1
Pourpzo,onaBl(X):X—§et:
XO

En supposant le résultat acquis au rang p > 0, on peut écrire, pour tout réel x, que :

AB = [ Baoa= [ o

r+1 x
- / Bp+1 (t) dt - / Bp+1 (t) dt
0 0

avec

z+1 1 x+1
/ Byt (£)dt = / Byt (£)dt + / By (t) dt
0 0 1

xr+1 x
_ / By (£) dt = / Byir (u+ 1) du
1 0

ce qui donne, en utilisant I’hypothése de récurrence :

T z tp xp+l
ABp) @) = [ B0+ 1) =B @)t = [ S =
Xptl
On a donc bien A (B = —.
5. On a donc pour tout entier p > 1 et tout réel x :
l‘p
Bpi1 (x4 1) = By (z) = o
En prenant pour x les valeurs entiéres successives k = 0,1,--- ,n—1,n, ol n est un entier
naturel non nul, on a :
kP
Byer (k1) = Bpua (0) = (0 <k <n)
et en sommant toutes ces égalités, il vient :
By (n+1) = By (0) = D (Bpsr (k+1) = By (k) = o
k=1 k=1 %"

ou encore :

ka =p! (Bpr1 (n+1) = byia) .

k=1
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6. Pourp=1,2,3,on a:

( (n+1)2_n+1_n(n—|—1)

3 2
Bg(n—l—l)—b3:(n+1) 1) ntl (D (@En+1)
By(n+1)— by — (”+61>4—(”f1>3+<7”}il>2_n2<n1+21>2
[ 4= o] 5 TRk o
et : o
Zk_n(n—l—l)
k=1 2
ikg n(n+1)2n+1)
k=1 6 )
n 2 12 n
Y=t (Zk)
\ k=1
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Une formule sommatoire d’Euler

22.1 Enoncé

L’évaluation asymptotique des sommes partielles de certaines séries numériques utilise sou-
vent la comparaison & une intégrale impropre. La formule de sommation étudiée avec ce pro-
bléme permet d’obtenir une expression exacte de l’erreur d’approximation.

Pour tout réel z, on désigne par [z] la partie entiére de z. On rappelle que c’est I'entier relatif
défini par;

[z] <z <[z]+ 1

1. Soit f une fonction de classe C', a valeurs réelles et définie sur un intervalle réel [p, ¢ + 1],
ol p, g sont deux entiers naturels tels que p < q.

(a) Montrer que :
> s =aflar ) -pf - [ 0@ (2.1

(b) Montrer que :
q+1 q+1
/‘ f@ﬁﬁ=(¢+Df0r%D—pf@%—/ tf' (t)dt. (22.2)

(c) Montrer que :

> Fk) :/qﬂf(t) dt+/q+ (t —[t]) f' (t)dt. (22.3)

k=p+1

2. Montrer que pour tout réel s strictement positif, 'intégrale :

toop Tt
I(s):/l t8+[1]dt

est convergente et que pour tout entier naturel non nul n, on a :

+oo 4
/it mﬁgi.

387
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3. Montrer que :

k=1

ou 7 est la constante d’Euler définie par :

oot — [t] , "1
7:1—/1 " dt:nl_lgloo ZE—ln(n)

(on a~y=0.5772156649...).

4. Montrer que pour tout réel s strictement positif et différent de 1, on a :

"1 1 1 1
ke 1—sno ! (S)JFO(TLS)7
k=1

ol v (s) est la constante définie par :

n

s toor 1t 1 11
= — ——dt = li — — :
7 (s) R 8/1 o1 e Z s ] — snpo-1

22.2 Solution

1.
(a) On a :

g1 4 okl
[ urea=> [k st F k1)~ ()
= qf(g+1)—pf(p) - Z f (k)

k=p+1

(b) Une intégration par parties donne :

g+1
/ F(t)dt = [t () — / L (t) dt

pq+1
=(q+1)f(q+1)—pf(p)—/ L (1) di

(c) En faisant (22.1) — (22.2), on obtient :

Sk / pdes [T -7 @de - 5+,

k=p+1
soit :

/ £t dt+/ -

k= p+1
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t—[] 1
<
ts+1 — ts+1

prES] dt pour s > 0 entraine celle de
1 1

2. Pour tout réel t > 1, on a 0 <

et la convergence de l'intégrale impropre

s dt. De plus, pour tout n > 1, on a :

+o00 +o00
t—[t] 1 11
0< /n s+l dt < /n tstt T snd

1
3. On désigne par f la fonction définie sur R™* par f (¢) = s La formule (22.3) appliquée

a cette fonction f sur Uintervalle [1,n] (p =1, g =n — 1) donne :

"1
> g
k=2

"t

ce qui peut encore s’écrire :

n 1 +oo 4 +oo 4
}:—:mmﬂﬁ—/ t mﬁ+/ t2mw
k=1 k 1 n t

+oot o [t] '
En notant vy =1 — / dt cela s’écrit :
1 ¢

1 Tt —t]
== dt
;:k )+ +/ﬂ =

“+00

t— |t 1

et avec/ Hdtg—,onabien:
n 2 n

Zk: +7+O(711>

ot 5 = m1<i%—m(0.

n—-+o0o 1

1
4. On désigne, pour s > 0 et s # 1, par f la fonction définie sur R™* par f(t) = e La

formule (22.3) appliquée a cette fonction f sur 'intervalle [1,n] (p = 1, ¢ = n—1) donne :

Sy
dt
Z ks 1 ts S/l ts+1

ce qui peut encore s’écrire :

"1 1 1 oot 1t oot 1]
— = -1 1— dt dt.
; ke 1-s <”S_1 ) i 8/1 tot " S/n tot

En notant :

1 toor — 1t s oo — 1t
v (8) 1—35 8[ ts+1 s—1 8[ ts+1 ’
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cela s’écrit :
1 1

1 —sns—

"1
E 1
k=1

+oo

t— |t 1

etavecs/ Hdtﬁ—,onabien:
n ts+1 ns

"1 1
;Ezl—sn

no1 1 1
o ks 1—sns )

=0et:

lim
n—-+o0o

et y(s) =

Pour s > 1, on a lim

n——+oo N5~ 1

v(s) = lim

+7(s)+s/n

o
n—-+oo ks o ns
k=1 n=1

Une formule sommatoire d’Euler

-t

P

=((s),

ou ( désigne la fonction dzéta de Riemann. On a donc, pour s > 1 :

S
ks 1—sns
k=1

2

Par exemple, pour s =2, on a ( (2) = 7;
k26
k=1

— et :

1 1
o
n

o)

+g(s)+o<%>.
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Un probléme sur les séries

23.1 Enoncé

+oo +o00
Soit f : R — R telle que pour toute série réelle convergente »_ wu,, la série > f (u,) est
n=0 n=0

encore convergente.
On se propose de montrer qu’il existe alors un voisinage ouvert de 0 sur lequel f est linéaire.

1. Montrer que f (0) = 0.
2. Montrer que f est continue en 0.

3. On suppose, pour cette question seulement, que la fonction f est paire. Montrer qu’il
existe un réel § > 0 tel que :

Vo €]-0,0[, f(x) =0,

c’est-a-dire que sur un voisinage ouvert de 0, la fonction f est identiquement nulle.

4. On revient maintenant au cas général. Montrer qu’il existe un réel 9; > 0 tel que f soit
impaire sur |—d7, 01].

5. Montrer qu’il existe un réel 6 > 0 tel que :
¥ (2,y) €]-0,00, fz+y)=f(@)+f().

6. On se fixe un réel 9 > 0 comme dans la question précédente.

(a) Montrer que si x est un réel et n un entier naturel tels que 2"z soit dans |—d, [,
alors f (2"z) =2"f (x).

(b) Montrer qu’on peut définir une fonction g : R — R par :
T
Vi €R, g(z) = 2"f (27>

x
ou, pour z donné dans R, n est un entier naturel tel que on €1-9,9].

(c) Montrer qu'il existe un réel « tel que g () = ax pour tout = € R.

(d) En déduire que f (x) = ax pour tout x € |4, 9.

7. Ce résultat est-il encore vrai pour f transformant toute série absolument convergente en
série convergente.

391
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23.2 Solution

+oo
1. En considérant la série ) u, ou (uy),y est la suite constante égale a 0, on déduit que
n=0
la série Y f (0) est convergente et nécessairement f (0) = 0.
2. Dire que f n’est pas continue en 0 signifie, compte tenu de f (0) = 0, qu’il existe un réel
e > 0 tel que :

V>0, Jz €]-nn[||f ()] >e.
1

Prenant pour 7 les valeurs successives 7 = 3> on construit une suite réelle (u,),, telle
que :

1
Yn > 1, |u,| < et If (un)| > e.

+oo
Mais dans ce cas on obtient alors une série > w,, absolument convergente telle que la série
n=1

> [ (uy) soit divergente (les inégalités |f (u,)| > € nous disent que la suite (f (un)),>;
ne peut pas converger vers 0), ce qui est contraire & ’hypothése de départ.

3. Supposons le contraire, soit compte tenu de la parité de f avec f(0) =0, que :

V6 >0, 3z € 10,4, f(x)#0.

. 1 . .
Prenant pour 7 les valeurs successives 7 = —, on construit une suite réelle (z,), -, telle
n >
que :

1
Vn>1,0<z,<—, f(xz,) #0.
n
On associe a cette suite une suite d’entiers naturels non nuls (pn)n21 telle que :
Vn > 1, pulf (za)| > 1

(c’est possible puisque R est archimédien).
On définit alors la suite u = (uy),,~, par :

U:(Jfl,—xl,"‘ y L1y, =1, T2, =X, , X2, =L, " , Ty, Lk, Jxku_xk7”')

ou, pour tout k > 1, le couple (zy, —zy) est répété py fois.
En désignant par (S5,),, la suite des sommes partielles de la série ) u,, on a alors :

g — 0Osin=2r
"z sir=2r+1

: : 1 :
avec lim qr = +00, ce qul entraine, compte tenu de 0 < Tq, < — que lim Tq, = 0 et
r—-+00 r r—-+oo

lim S, =0, c’est-a-dire que la série ) u,, est convergente.
n—+o0o

Mais, pour ce qui est de la série »_ f (u,), compte tenu de la parité de f, en désignant
par (7,,),-; la suite des sommes partielles de cette série, on a :

| Toprtprss) — Lopripn)| = 20k |f (Trg1)] > 2.

Mais la convergence de la série Y f (u,) vers un réel T nous dit que la suite (Tgo(k,))n>1 =
(Tg(p1+...+pk)) >, extraite de la suite (7},),., doit aussi converger vers T et la suite
(T (k1) — T‘p(k))n>l doit alors converger vers 0, ce qui est incompatible avec les inégalités
| Tothsr) = Ty | > 2.

En définitive, f est identiquement nulle sur un voisinage ouvert de 0.
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4. La fonction g définie sur R par g(z) = f(x) + f(—z) est paire et vérifie las mémes
hypothéses que f, elle est donc identiquement nulle sur un voisinage ouvert |—dy, d1[ de 0
et sur ce voisinage, f est impaire.

5. Supposons le contraire. On construit alors deux suites réelles (x,,),,5, et (yn),>, & valeurs
dans |—d1,6;[ et de limite nulle telles que :

Vn>1, an = |f (@0 +yn) — f(zn) — f (ya)| # 0.

On associe & ces suites une suite d’entiers naturels non nuls (p,),~, telle que :
Vn > 1, pyay, > 1

et on définit la suite u = (u,),~, par :

U= ('Tl + Y1, —T1, Y1, , 21 + Y1, —T1, —Y1,
To + Y2, —T2, = Y2, + , T2 + Y2, —T2, —Y2,
' axk_’_ylw_xka_ykf" a‘rk_’_ylw_xku_ykf")

ou, pour tout k > 1, le triplet (xy + yr, —=k, —yx) est répété py, fois.
En désignant par (5,),,, la suite des sommes partielles de la série ) u,, on a alors :

0sin=23r
Sy =1 Tg +Yg sir=3r+1
Yg, S1T =31+ 2

avec lim ¢, = 400, ce qui entraine, compte tenu de lim z, = 0 et lim gy, = 0 et
r—-+00 n—+o0o n—-+oo

lim S, =0, c’est-a-dire que la série ) u,, est convergente.

n—-+00

Mais, pour ce qui est de la série > f (u,,), compte tenu de 'imparité de f, en désignant
par (1,),~, la suite des sommes partielles de cette série, on a :

‘T3(p1+--~+pk+1) - TS(p1+~~-+pk)‘ = 3Pr41Qk41 = 3.

Mais la convergence de la série . f (u,) vers un réel T nous dit que la suite (Typ)) ., =
(T 3(p1+---+pk)) >, €xtraite de la suite (Tn)n21 doit aussi converger vers T et la suite
(T o(k+1) — Tw(k))n>1 doit alors converger vers 0, ce qui est incompatible avec les inégalités
| Totern) — Ty | = 3.

En définitive, on a le résultat souhaité avec ¢ € ]0, 04].

(a) On procéde par récurrence sur n > 0 a x fixé.
Pour n = 0 c’est clair.
En supposant le résultat acquis au rang n — 1 > 0, si 2"x € |—4,4[, alors 2" 'z €
]—=9,6] et :
f@hz)=f(2" v +2"e) =2f (2" 2) =2"f (2).

x x
b) Sim > n sont deux entiers naturels tel que — et — soient dans |—9,d|, alors :
2n - 2m

21 (5) =2 () = w2 () =2 ()

La fonction g est donc bien définie (i. e. la définition de g (x) ne dépend pas du choix
de Dentier n tel que 2% €1-6,0[).
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Un probléme sur les séries

(c¢) La fonction g coincide avec f sur |—d, 0], elle est donc continue en 0 avec g (0) = 0.

Pour x,y dans R et n dans N tel que 2% et 2% soient dans ] 33 [, les trois réels

r Y
2n’ on

et Z Ty sont dans |0, d[ et :

o= (5 e 2) s (5) v (L)
=g(x)+g(y).

La fonction g est donc une fonction continue en un point (en 0) et vérifiant I’équation
fonctionnelle de Cauchy g (z+y) = g(x) + ¢g(y) sur R, on sait alors que c’est
nécessairement une fonction linéaire définie par g (z) = ax.

Comme f = g sur |—0,d[, on a bien le résultat souhaité.

7. La fonction f définie par f (x) = z* transforme toute série absolument convergente > u,

L. . 2 P
en série convergente puisque |u,|” < |u,| pour n assez grand. Le résultat n’est donc plus
valable.
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Limite supérieure et limite inférieure

24.1 Enoncé

Soit (), une suite réelle bornée. Pour tout n € N, on pose :

Up, = SUP Uy, Wy, = inf u,.
p>n p=n
1. Justifier la définition des suites (vy,),cy €t (Wn),en -

2. Montrer que la suite (vy,), .y est décroissante minorée et la suite (wy,), oy croissante ma-
jorée. On en déduit que ces deux suites sont convergentes et on note

limsupu, = lim wv,,
n—-+oo n——+00
liminfu, = lim w,,
n—-4oo n—-+o0o

ces limites étant respectivement appelées la limite supérieure et la limite inférieure de la

suite (uy,) On les note aussi parfois lim (u,) et lim (u,).

neN * n—-+4oo n—-400

On a donc :
(1 = liminf u,, = sup <inf up> ,

n—+00 neN \p=n

¢y = limsup u, = inf | supu, | .
n—+o00 neN \ p>n

3. Montrer que ¢; et {5 sont des valeurs d’adhérence de la suite (un),,cy -

4. Montrer que pour toute valeur d’adhérence ¢ de la suite (uy), ., on a
b <0< /.

C’est-a-dire que ¢ = limsup u,, est plus grande valeur d’adhérence et ¢; = liminf u,, la
n—+o0 n—+0o0

plus petite valeur d’adhérence de la suite bornée (u,),,cy -

5. Montrer que la suite (u,),, oy converge si, et seulement si, lim inf u,, = lim sup u,,.

n—+00 n—+o0
6. On suppose pour cette question que (un)neN est une suite a valeurs réelles positives.
Montrer que si la suite («"/Un)n N n’est pas majorée, alors la série ) u,, est divergente,
sinon elle est convergente pour limsup /u, < 1 et divergente pour limsup /u, > 1

n—-+o00 n—-+o0o

(théoreme de Cauchy).
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7. Déduire de la question précédente que le rayon de convergence de la série entiére > a,2"

est : 1
R=——
lim sup {/|a,|
n——+0o
avec lim sup {/|a,| = 400 si la suite ({‘/ \an\> n’est pas majorée.
n—-4oo neN

24.2 Solution

1. La suite (u,),.y étant bornée, il en est de méme des ensembles E, = {u, | p > n} pour
tout n € N et en conséquence F,, admet une borne supérieure v,, et une borne inférieure
w, et on a :

wy, = inf (E,) < wv, =sup (E,).

2. La suite (“n)neN étant bornée, en notant m = in1£I u, et M =supu,, on a :
ne neN

VneN, Vp>n, m <u, <M,

c’est-a-dire que, pour tout n € N, m est un minorant de F,, et M un majorant de £, ce

qui entraine :
VneN, m <w, =inf(E,) <v,=sup(E,) <M

Les suites (v5),cn €t (Wn),,cy sont donc bornées.
En écrivant, pour tout n € N, que :

En+]_ C En = {Un} U En+17

on déduit que :
w, = inf (E,) < w,11 = inf (E,11)
Up41 = Sup (En—i-l) < v, = sup (En)
c’est-a-dire que (vy,), oy est décroissante et (wy),y croissante. Comme ces suites sont

bornées, elles sont alors convergentes.

3. De {; = sup (wy) avec (wy), oy croissante, on déduit que pour tout réel € > 0 il existe un
neN

entier n. tel que :

Vn > n, 61—5<wn:ir>1fup§€1
p>

et par définition de la borne inférieure, pour tout n > n,, il existe un entier p > n tel
que :

wy, <up, <w, +e <l +e.
On a donc montré que pour tout réel £ > 0 et tout entier n € N, il existe un entier p > n

tel que :
b —e<u, <l +e

(pour & donné, on a soit n > n. et on trouvé un tel entier p > n, soit 0 < n < n. et on
prend alors p qui correspond & n.). On peut alors extraire de (uy),, .y une sous-suite qui
converge vers £1 en procédant comme suit : prenant e = 1l et n =0, onap = (0) >0

1
tel que ¢1 — 1 < uy ) <€1+1,puispour€:§etn:g0(0)+1onap:<p(1)><p(0) tel

1 1
que /1 — 3 < Upr) < b1+ 5 et continuant ainsi de suite on construit une suite strictement
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croissante d’entiers naturels (¢ (n))

1 1
nen telle que £; — 1 < Uy < b1+ m1 (les

+1 +1
. , . 1
entiers ¢ (0) < --- < ¢ (k) étant construit en prenant ¢ = T2 et n =¢(k)+1on

obtient ¢ (k+ 1)). On a alors lirf Up(ny = {1
On montre de maniére analogue que /5 est valeur d’adhérence de (up,),, oy -

4. Soit £ = lilil Uy () une valeur d’adhérence de (up),, oy 01 (¢ (1)),,cn €St une suite stricte-
n—-+0oo

ment croissante d’entiers naturels ('existence de valeurs d’adhérence d’une suite bornée
est assurée par le théoréme de Bolzano-Weierstrass). En passant a la limite dans ’enca-
drement :

Vn € N, Wy(n) < Upmn) < Vp(n),

on obtient I’encadrement ¢; < ¢ < /5.

Dans le cas ou la suite (u,), .y n'est pas bornée, soit elle n’est pas majorée et 400 est
valeur d’adhérence, soit elle n’est pas minorée et —oo est valeur d’adhérence. Donc une
suite réelle a toujours des valeurs d’adhérence dans R et on peut définir sa limite supérieure
[resp. inférieure] dans R comme la plus grand [resp. petite| de ses valeurs d’adhérence.

5. Si la suite (un),cy est convergente, sa limite £ est I'unique valeur d’adhérence et £; = /5.
Réciproquement, si ¢; = {5, toute valeur d’adhérence de (uy), .y étant comprise entre ¢;
et £y, il ne peut y en avoir qu’une et comme (u,), .y est bornée, elle est nécessairement
convergente (théoréme 3.20).

6. Si (%)nEN n’est pas majorée, on aura alors {/u, > 1 pour une infinité d’indices n, donc
aussi u, > 1 pour ces indices et la série ) u, est divergente puisque la suite (u,), .y ne
peut converger vers 0.

Si elle est majorée, elle est alors bornée puisque positive et on peut définir sa limite
supérieure ¢ (en fait dans le cas ou la suite n’est pas majorée sa limite supérieure est
+00).
Supposons £ = lim (sup {)/u_p) < 1. On peut alors trouver un entier A tel que £ < A < 1
neo \p>n
et un entier ny tel que :
Vn > ng, £ <sup yu, < A
p=>n
ce qui entraine que :

Vn > ng, 0 < Yu, < A

et revient a dire que :
Vn > ng, 0 <wu, <\".

Le corollaire 6.9 nous dit alors que la série »  u,, est convergente comme la série géomé-
trique Y A",
Supposons £ = lim (sup {)/u_p) > 1. On peut alors trouver un entier A tel que 1 < A </
oo \ p>n
et un entier ny tel que :
Vn > ng, v, = sup ¢u, > A
p=n
Par définition de la borne supérieure, on peut trouver pour tout entier n > ng un entier
pn = n tel que 1 <A < rwp/u, " < v, et on aura u,, > 1 pour cet entier p, > n. Dans une
telle situation la suite (u,), oy ne peut converger vers 0 et la série ) u, est divergente.
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7. Si la suite <\"/|an|)

Limite supérieure et limite inférieure

n’est pas majorée, il en est de méme de <\"/ |anz"|) pour tout
N neN

ne

z € C* et la série a,z"| est divergente. On a donc R = 0 = =
2 |an"] +00  limsup {/|ay|

n—-+oo
dans ce cas.

Si ({‘/ ]an|> est majorée, il en est de méme de ({L/ |anz”|) pour tout z € C* et la sé-
neN neN
rie Y |a,2"| est convergente pour limsup |z| ¥/|a,| < 1 et divergente pour limsup |z| ¥/|a,| >

n—+0o00 n—-+oo
oo . 1 .
1, ce qui revient a dire que Y |a,2"| est convergente pour |z| < ————— = et diver-
lim sup {/|ay|
n—+0oo

1 1
lim sup {/]an| lim sup {/]an|

n—-+00 n—-+o0o

gente pour |z| > On a donc bien R =
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Calculs du nombre 7

25.1 Enoncé

On se propose de montrer que :

f 4 2 v 1N
8n+1 8n+4 8n+5 8n+6/) 16"

n=0

1. Justifier la convergence de cette série. On notera S sa somme.

2. Montrer que, pour tout entier naturel non nul ¢, on a :

*f 1 1(1)‘1_ et
£~ 8n+q 16" \ /2 0o 1=t

3. Montrer que :
3

71 7 !
=42 —dt — dt.
5 \/_/0 1+ t4 8/0 (1—¢2) (14t

4. Montrer que :

71 1 /1
dt = —In (b)) 4+ arctan (2) | .
[ m(z (5) <>)

1
V2 3 1 1 1
/f ! dt = —In(2) — —arctan (| = | .
o (1= (141t 8 4 2

5. Montrer que :

6. Conclure.

25.2 Solution

8 1\"
1. La terme général est majoré en valeur absolue par Ten la série géométrique Y <E)

étant convergente.

2. On a:
!

+oo
_ 8n+q—1
1—¢8 Zt
n=0

399
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la convergence étant uniforme sur {O, ﬁ] , ce qui donne :

1 _ 400 1 +o00 8n+q
vz el 73 1 1
AR o I W )
o 1—t “— Jo “8n+q \V2
B Z 8n+q 167 ( )

3. Prenons pour valeurs successives de ¢, 1, 4, 5 et 6, on a :

SR
8n+116”\/_ Tt

f 1 1 (1 4_1*2’3 1 /\f o
L= 8n+416m \V2) 4 8n+416n 1—1¢8
51115_12"311_/&1546%
~8n+516" \V2) 424 8n+516"  fy 18
fliiﬁ_lfl /ff’dt
S~ 8n+616" \v2) 84 8n+616" 1—8

V2
et la série qui nous intéresse vaut / f(t)dt ot on a posé :

Ft) = (4V2 -8 = avatt - 81°)
CAV2(1 Y -8 (1 4+ 1?)
(=) (1) (1+t4)
442 8t3

T4t (1-2) 1+t

4. On a:
T tt = (14 8) =22 = (1= V2t +2) (14 V2t +22)

et la décomposition en éléments simples :

- at+0b ct+d
L+t 1—V2t4+12  14+V2t+1¢2
Par parité et unicité de la décomposition, on a ¢ = —a et d = b. Prenant t = 0, on a
1 1 ai + b —ai+b 1
1 =2b, soit b = —, puis t = 7, donne = = — + = —V2aeta=———. Ce
2" ZAN TN 7 el
qui donne :

/&5 L1 /ﬁ t++/2 /f t—2 u
o 14+t 2v2 \ Jo 1+\/§t+t2 1—\/_t+t2



Solution 401

avec :

7ot+2 1 [v5 2442 V2 [V 1
et = |t b [
0o 1+V2t+1t2 2/ 1+\/_t+t2 1+\ft+t2

:%[ <+\/_t+t2 \/_/f 1dt
:%[1n(1+\/§t+t2 +\/_/f \/_t+)
_ﬁquﬂH@p+@m4@+mf

1 )
= §1n (5) + arctan (2) — %

et :

t = -t
1 — /2t + 2 2Jo 1 —2t+12 2 Jo 1—V2t+12
1 L V2 [ 1
:—[ln<1—\/§t+t2)}f—£ v —7
3 Y @_@>+1
2 2
1
:_[ (1—\/_t+t2 f/f dt
2 \/_t—l) +1

= [ (1—\/_t+t)] ~ [arctan ( t—l)]

1
—In
()
En définitive :

/J15 ! dt = ! 1ln > —i—actan()—ﬂ—lln L + 2
, 1re" T om\2 g T 1 2"\2) "1
1

-5 (1 (5) + arctan (2))

/ft— dl%%—\/ﬁd\/ﬁ%1

o
a\~

l\DI»—

»Plﬂ

5. Le changement de variable z = ¢? donne :

7 3 1 (2 x
/0 (1—t2)(1+t4)dt:§/0 TSI

et la décomposition en éléments simples :

x a cr +d

S A ey ey Sl B
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1
avec a = liml(l—m)g(x) =5 0= hIJP zrg(r) = —a+ ¢, donc ¢ = a et © = 0 donne
d = —a. On a donc :

1

/ﬁ ’ dt—l/ L I
o (=) +tH " 4), 1—2 1422
1 1 D 1
=12 (ln (2) + 5 In (Z) — arctan (§)>
(

5) — L arctan [ &
n 4arcan 2 .

N

—_

6. En conclusion :

S =4v2 (2—\1/5 (% In (5) + arctan (2))) —8 (é In (5) — %larctan (%))
=2 (arctan (2) + arctan <%>) = 2% =7

. e 1 7r
en utilisant 'égalité arctan (x) + arctan | — | = 5 pour z > 0.
x

7. Cette série converge trés vite vers m, par exemple, n = 20 donne (avec Maple) :

S 3.141592653589793238462643383251
m 2 3.141592653589793238462643383280

soit 28 décimales exactes.



