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18

Une construction des fonctions
logarithmes

18.1 Énoncé
Le but du problème est de montrer, avec un minimum de moyens, le résultat suivant :

Théorème 18.1 Pour tout réel a > 1, il existe une unique fonction f : ]0, +∞[ → R telle que :
– f est strictement croissante ;
– f (a) = 1 ;
– pour tous x, y dans ]0, +∞[ , f (xy) = f (x) + f (y) .

Un résultat analogue pour 0 < a < 1 s’en déduira.
Les fonctions puissances rationnelles x 7→ xr, où r ∈ Q et x ∈ ]0, +∞[ sont supposées

construites.

1. Montrer que si f est une fonction vérifiant les conditions du théorème 18.1, alors :

(a) f (1) = 0 ;
(b) pour tout x dans ]0, +∞[ et tout n dans N, f (xn) = nf (x) ;
(c) pour tout x dans ]0, +∞[ et tout r dans Q, f (xr) = rf (x) ;
(d) pour tout r dans Q, f (ar) = r.

2. Montrer que pour tout x dans ]0, +∞[ , il existe un entier m ∈ Z tel que am ≤ x < am+1.

3. Pour tout x dans ]0, +∞[ , on désigne par Ex la partie de Q définie par :

Ex = {r ∈ Q | ar ≤ x} .

(a) Montrer que Ex n’est pas vide.
(b) Montrer que Ex est majoré.

4. On désigne par g la fonction définie par :

∀x ∈ ]0, +∞[ , g (x) = sup (Ex) (18.1)

et f est une fonction qui vérifie les conditions du théorème 18.1, en supposant qu’une
telle fonction existe.

(a) Justifier la définition de la fonction g.
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352 Une construction des fonctions logarithmes

(b) Montrer que :
∀x ∈ ]0, +∞[ , g (x) ≤ f (x) .

(c) Soit x un réel strictement positif.

i. Montrer que pour tout réel ε > 0, il existe un rationnel r tel que :

f (x) < r < g (x) + ε.

ii. En déduire que f (x) = g (x) .

On a donc montré que si f est une fonction qui vérifie les conditions du théorème 18.1,
c’est nécessairement la fonction g.

5. Il nous reste à montrer que, réciproquement la fonction g définie par (18.1) convient bien.

(a) Montrer que g (a) = 1.

(b) Montrer que si r, s sont deux nombres rationnels tels que ar ≤ x ≤ as, alors r ≤
g (x) ≤ s.

(c) Soient x, y deux réels strictement positifs et n un entier naturel non nul. On désigne
par p et q deux entiers relatifs tels que ap ≤ xn < ap+1 et aq ≤ yn < aq+1 (question
2).

i. Montrer que :

|g (xy)− g (x)− g (y)| ≤ 2

n
.

ii. En déduire que g (xy) = g (x) + g (y) .

(d)

i. Montrer que g (x) > 0 pour tout réel x > 1.

ii. En déduire que la fonction g est strictement croissante.

La fonction g ainsi définie, pour a > 1, est appelée logarithme de base a et notée loga .
On a donc :

∀x ∈ ]0, +∞[ , loga (x) = sup {r ∈ Q | ar ≤ x}
et c’est l’unique fonction vérifiant les conditions du théorème 18.1.

6. Montrer que pour tout réel a ∈ ]0, 1[ , il existe une unique fonction f : ]0, +∞[ → R telle
que :
– f est strictement décroissante ;
– f (a) = 1 ;
– pour tous x, y dans ]0, +∞[ , f (xy) = f (x) + f (y) .

On note encore loga cette fonction.
7. Montrer que, pour tout réel a > 0, la fonction loga est continue sur ]0, +∞[ .

8. Montrer que, pour tout réel a > 0, la fonction loga réalise un homéomorphisme de ]0, +∞[
sur R.

9. Montrer que, pour tout réel a > 0, la fonction loga est dérivable sur ]0, +∞[ de dérivée
log′a (x) =

α

x
où α est une constante réelle non nulle.
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18.2 Solution
1.

(a) De f (1) = f (1 · 1) = 2f (1) , on déduit que f (1) = 0.

(b) On procède par récurrence sur n ≥ 0.
Pour n = 0, on a f (x0) = f (1) = 0 · f (x) et pour n = 1, c’est une trivialité.
En supposant le résultat acquis au rang n ≥ 1, on a pour x > 0 :

f
(
xn+1

)
= f (xn · x) = f (xn) + f (x) = nf (x) + f (x) = (n + 1) f (x) .

(c) Pour x > 0 et n ∈ N∗, on a :

0 = f (1) = f
(
xnx−n

)
= f (xn) + f

(
x−n

)
,

de sorte que f (x−n) = −f (xn) = −nf (x) . On a donc f (xp) = pf (x) pour tout
p ∈ Z.

En écrivant, pour q ∈ N∗, que f (x) = f
((

x
1
q

)q)
= qf

(
x

1
q

)
, on déduit que

f
(
x

1
q

)
=

1

q
f (x) et pour tout r =

p

q
∈ Q avec (p, q) ∈ Z× N∗, on a :

f (xr) = f
((

x
1
q

)p)
= pf

(
x

1
q

)
=

p

q
f (x) = rf (x) .

(d) En prenant x = a dans ce qui précède, on a f (ar) = rf (a) = r.

2. Si x ≥ 1, comme lim
n→+∞

an = +∞ (on a a > 1), on peut trouver des entiers naturels
n tels que x < an et en désignant par m + 1 ≥ 1 le plus petit de ces entiers, on a
am ≤ x < am+1.

Si 0 < x < 1, comme lim
n→+∞

1

an
= 0, on peut trouver des entiers naturels n tels que

1

an
≤ x et en désignant par p + 1 ≥ 1 le plus petit de ces entiers, on a

1

ap+1
≤ x <

1

ap
,

soit am ≤ x < am+1 avec m = −p− 1.

3.

(a) Si m ∈ Z est tel que am ≤ x < am+1, alors m ∈ Ex.

(b) Soit m ∈ Z tel que am ≤ x < am+1. Pour tout r =
p

q
∈ Ex avec (p, q) ∈ Z× N∗, on

a ap ≤ xq < aq(m+1) et 0 < ap−q(m+1) < 1, ce qui impose p − q (m + 1) < 1 puisque
a > 1. On a donc r =

p

q
< m + 1 pour tout r ∈ Ex et m + 1 est un majorant de Ex.

4.

(a) L’ensemble Ex est une partie non vide et majorée de R, il admet donc une borne
supérieure g (x) ∈ R.

(b) Il s’agit de montrer que f (x) est un majorant de Ex.
Pour tout r ∈ Ex, on a ar ≤ x et avec la croissance de f, on déduit que f (ar) ≤ f (x)
qui, compte tenu de f (ar) = r, donne r ≤ f (x) . En conséquence f (x) est un
majorant de Ex et f (x) ≤ g (x) par définition de la borne supérieure.

(c)
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i. En utilisant la densité de Q dans R, on déduit que pour tout réel ε > 0, il existe
un rationnel r tel que g (x) < r < g (x)+ε et nécessairement r /∈ Ex, c’est-à-dire
que ar > x qui donne r > f (x) compte tenu de la stricte croissance de f et de
f (ar) = r.
On a donc bien f (x) < r < g (x) + ε.

ii. On vient de voir que pour tout réel ε > 0, on a f (x) < g (x)+ ε, ce qui entraîne
f (x) ≤ g (x) en faisant tendre ε vers 0. On a donc f (x) = g (x) .

5.

(a) On a :
Ea = {r ∈ Q | ar ≤ a}a =

{
r ∈ Q | ar−1 ≤ 1

}

avec a > 1, ce qui équivaut à Ea = ]−∞, 1] ∩Q et alors g (a) = sup (Ea) = 1.

(b) Si ar ≤ x ≤ as, alors r ∈ Ex et r ≤ g (x) . De plus, pour tout t ∈ Ex, on a at ≤ x ≤ as,
donc at−s ≤ 1 et t− s ≤ 0 puisque a > 1, c’est-à-dire que s majore Ex et g (x) ≤ s
par définition de la borne supérieure.

(c)

i. En utilisant le résultat de la question précédentes, on déduit des inégalités a
p
n ≤

x < a
p+1

n , a
q
n ≤ y < a

q+1
n et a

p+q
n ≤ xy < a

p+q+2
n que

p

n
≤ g (x) ≤ p + 1

n
,

q

n
≤ g (x) ≤ q + 1

n
et

p + q

n
≤ g (xy) ≤ p + q + 2

n
, ce qui entraîne :

− 2

n
≤ g (xy)− g (x)− g (y) ≤ 2

n
.

ii. Comme n ∈ N∗ est quelconque dans les inégalités précédentes, en le faisant
tendre vers l’infini, on déduit que g (xy) = g (x) + g (y) .

(d)

i. Avec lim
n→+∞

a
1
n = 1 (voir l’exercice 3.36 pour une démonstration qui n’utilise pas

la fonction ln) et x > 1, on déduit qu’il existe un entier n ≥ 1 tel que a
1
n < x.

Le nombre rationnel
1

n
est donc dans Ex et g (x) ≥ 1

n
> 0.

ii. Pour 0 < x < y, on a
y

x
> 1, donc g

(y

x

)
> 0 et :

g (y) = g
(
x

y

x

)
= g (x) + g

(y

x

)
> g (x) .

6. Si f est une fonction qui vérifie ces conditions on a alors f (1) = 0 (même démonstration

qu’en 1a). De 0 = f (1) = f

(
a
1

a

)
= f (a)+f

(
1

a

)
, on déduit que f

(
1

a

)
= −f (a) = −1

et la fonction −f vérifie les conditions du théorème 18.1 avec −f

(
1

a

)
= 1, ce qui équivaut

à dire que −f = log 1
a
. Réciproquement la fonction − log 1

a
convient. L’unique solution de

ce problème est donc loga = − log 1
a
.



Solution 355

7. Avec loga (x)− loga (y) = loga

(
x

y

)
pour x > 0 et y > 0, il suffit de montrer la continuité

en 1. En effet si (xn)n∈N est une suite de réels strictement positifs qui converge vers x,

alors la suite
(xn

x

)
n∈N

converge vers 1 et la continuité de loga en 1 nous donne :

lim
n→+∞

(loga (xn)− loga (x)) = lim
n→+∞

loga

(xn

x

)
= loga (1) = 0.

Avec loga = − log 1
a
, il nous suffit de montrer ce résultat pour a > 1.

Soit (xn)n∈N est une suite de réels strictement positifs qui converge vers 1. Pour tout
ε > 0, il existe un entier n0 tel que :

∀n ≥ n0, 1− ε < xn < 1 + ε.

Par ailleurs, comme lim
m→+∞

a
1
m = 1 avec a

1
m > 1 pour a > 1, il existe un entier m0 tel

que :
∀m ≥ m0, 1 < a

1
m < 1 + ε, 1− ε < a−

1
m < 1.
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Une construction des fonctions
exponentielles

19.1 Énoncé
Pour tout réel a > 0, la fonction r 7→ ar = q

√
ap, où r =

p

q
∈ Q avec (p, q) ∈ Z × N∗,

est supposée construite. Cette fonction réalise un morphisme du groupe additif (Q, +) dans le
groupe multiplicatif (R+,∗, ·) et elle constante égale à 1 pour a = 1, strictement croissante pour
a > 1 et strictement décroissante pour a < 1.

– I – Résultats préliminaires

Les questions qui suivent doivent être résolues sans utiliser les fonctions ln ou exp .
Pour cette partie a désigne un réel strictement positif.

1. Montrer que lim
n→+∞

( n
√

a) = 1.

2. Soit (rn)n∈N une suite de nombres rationnels convergente vers 0. Montrer que lim
n→+∞

(arn) =

1.

3. Pour tout entier n ≥ 1, on définit la fonction un par :

∀x ∈ R+,∗, un (x) = n
(

n
√

x− 1
)

(a) Montrer que la fonction vn = un − un+1 est strictement décroissante sur ]0, 1[ ,
strictement croissante sur ]1,∞[ avec vn (1) = 0.

(b) En déduire que, pour tout réel x ∈ R+,∗ \ {1} , la suite (un (x))n∈N∗ est strictement
décroissante.

(c) Montrer que la suite (n ( n
√

a− 1))n≥1 converge vers un réel λ (a) avec λ (a) = 0 pour
a = 1, λ (a) > 0 pour a > 1 et λ (a) < 0 pour 0 < a < 1.

4. Soit f une fonction définie sur R, à valeurs réelles et monotone. Montrer que f est continue

en 0 si, et seulement si, lim
n→+∞

f

(
1

n

)
= f (0) et lim

n→+∞
f

(
− 1

n

)
= f (0) .

– II – L’équation fonctionnelle f (x + y) = f (x) f (y) sur R

On se donne une fonction f définie sur R, à valeurs réelles et telle que :

∀ (x, y) ∈ R2, f (x + y) = f (x) f (y) . (19.1)

On peut remarquer que la fonction identiquement nulle vérifie bien cette équation fonctionnelle.
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1. Montrer que si la fonction f s’annule en un point α, c’est alors la fonction identiquement
nulle.
On suppose à partir de cette question que f n’est pas la fonction nulle.

2. Calculer f (0) .

3. Montrer que f est à valeurs strictement positives.

4. Montrer que pour tout réel x, on a f (−x) =
1

f (x)
.

On note a = f (1) .

5. Montrer que, pour tout réel x et pour tout entier naturel n, on a f (nx) = (f (x))n .

6. En déduire que pour tout entier naturel non nul n, on a f

(
1

n

)
= n
√

a, puis que pour

tout nombre rationnel r, on a f (r) = ar.

7. Montrer que f est croissante [resp. strictement croissante] si, et seulement si, f (x) ≥
1 [resp. f (x) > 1] pour tout réel x > 0. De manière analogue, on vérifie que f est
décroissante [resp. strictement décroissante] si, et seulement si, f (x) ≤ 1 [resp. f (x) < 1]
pour tout réel x > 0.

8. Que peut-on dire si a = 1 et f (x) ≥ 1 [resp. f (x) ≤ 1] pour tout réel x > 0 ?
9. Donner un exemple de fonction f vérifiant l’équation fonctionnelle f (x + y) = f (x) f (y)

telle que a = f (1) > 1, la restriction de f à Q est strictement croissante et la restriction
de f à R \Q est constante égale à 1.

10. Montrer que lim
n→+∞

(
f

(
1

n

))
= 1 et lim

n→+∞

(
f

(
− 1

n

))
= 1.

11. On suppose que f est monotone.

(a) Montrer que f est continue en 0.

(b) En déduire que f est continue sur R.

(c) En déduire que f est dérivable sur R avec f ′ = λ (a) f, où la constante réelle est celle
définie en I.3c.

12. On suppose que f est dérivable sur R. Montrer que f est alors monotone. Les conditions :
f monotone, f continue en 0, f continue sur R et f dérivable sur R sont donc équivalentes.

13. Montrer que, pour tout réel a > 0, il existe au plus une fonction monotone f vérifiant
l’équation fonctionnelle f (x + y) = f (x) f (y) et telle que f (1) = a.

14. On suppose toujours que f est monotone.
Montrer que si a > 1 [resp. 0 < a < 1] alors f est strictement croissante avec lim

x→−∞
f (x) =

0 et lim
x→+∞

f (x) = +∞ [resp. strictement décroissante avec lim
x→−∞

f (x) = +∞ et lim
x→+∞

f (x) =

0].
En déduire que f réalise un C1-difféomorphisme de R sur R+,∗, sa fonction réciproque f−1

réalisant un C1-difféomorphisme de R sur R+,∗ avec les propriétés suivantes :




f−1 (1) = 0
f−1 (a) = 1

∀x ∈ R+,∗, (f−1)
′
(x) =

1

λ (a)

1

x
∀ (x, y) ∈ (R+,∗)2

, f−1 (xy) = f−1 (x) + f−1 (y)



Solution 359

– III – Les fonctions exponentielles de base a

On se donne un réel a > 0 et on va construire une fonction monotone f qui vérifie l’équation
fonctionnelle f (x + y) = f (x) f (y) sur R avec f (1) = a. Si a = 1, on sait que f = 1 est la
seule solution. On suppose donc a 6= 1.

1. Montrer que pour toute suite convergente (rn)n∈N de nombres rationnels, la suite réelle
(arn)n∈N est convergente.

2. Montrer que si (rn)n∈N et (sn)n∈N sont deux suites de nombres rationnels convergentes
vers le même réel x, alors les suites réelles (arn)n∈N et (asn)n∈N convergent vers le même
réels.

3. On peut donc définir la fonction fa sur R par :

fa (x) = lim
n→+∞

arn

où (rn)n∈N est une suite de nombres rationnels qui converge vers x. Montrer que cette
fonction vérifie bien l’équation fonctionnelle f (x + y) = f (x) f (y) sur R avec f (1) = a.

On note alors fa (x) = ax et on dit que la fonction fa est la fonction exponentielle de base a.
Pour a 6= 1, sa fonction réciproque est la fonction logarithme de base a et elle est notée loga .

Elle est définie par : 



loga (1) = 0

∀x ∈ R+,∗, (loga)
′ (x) =

1

λ (a)

1

x

ce qui donne :

∀x ∈ R+,∗, loga (x) =
1

λ (a)

∫ x

1

dt

t
.

Le logarithme népérien est la fonction ln définie par :

∀x ∈ R+,∗, ln (x) =

∫ x

1

dt

t
.

On a alors :
∀x ∈ R+,∗, loga (x) =

ln (x)

λ (a)

et la condition loga (a) = 1 donne λ (a) = ln (a) .
Le nombre e est défini par ln (e) = 1 (ou λ (e) = 1), de sorte que la fonction ex est définie

par e0 = 1 et (ex)′ = ex. On retrouve bien les définitions habituelles.

19.2 Solution
– I – Résultats préliminaires

1. Avec n
√

1 = 1 et n

√
1

a
=

1
n
√

a
, il suffit de montrer le résultat pour a > 1. On suppose donc

que a > 1.
En posant un = n

√
a−1, on a un > 0 pour tout n ≥ 1 et en utilisant la formule du binôme

de Newton, on a :
a = (1 + un)n > 1 + nun,
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et :
0 < un <

a− 1

n

et en conséquence lim
n→+∞

(un) = 0 encore équivalent à lim
n→+∞

( n
√

a) = 1.

On peut aussi procéder comme suit. La suite ( n
√

a)n∈N∗ est strictement décroissante
( n+1
√

a < n
√

a équivaut à a < a
n+1

n = a n
√

a encore équivalent à n
√

a > 1) et minorée
par 1, elle converge donc vers un réel ` ≥ 1. Si ` > 1, pour λ ∈ ]1, `[ il existe un entier
n0 tel que n

√
a > λ pour tout n ≥ n0, ce qui entraîne a > λn pour tout n ≥ n0 qui est

incompatible avec lim
n→+∞

an = +∞.

2. Avec 1rn = 1 et
(

1

a

)rn

=
1

arn
, il suffit de montrer le résultat pour a > 1. On suppose

donc que a > 1.
Comme lim

n→+∞
(rn) = 0, pour tout entier k ≥ 1, il existe un entier nk tel que :

∀n ≥ nk, −1

k
< rn <

1

k

et avec la stricte croissance de la fonction r 7→ ar sur Q, on déduit que :

∀n ≥ nk, a−
1
k =

1
k
√

a
< arn < a

1
k = k

√
a

soit :
∀n ≥ nk,−

(
1− 1

k
√

a

)
< arn − 1 < k

√
a− 1

et avec lim
k→+∞

( k
√

a) = 1, on déduit que pour tout réel ε > 0, il existe un entier k0 ≥ 1 tel
que :

∀k ≥ k0, 0 < 1− 1
k
√

a
< ε et 0 < k

√
a− 1 < ε,

ce qui donne :

∀n ≥ nk0 ,−ε < −
(

1− 1
k0
√

a

)
< arn − 1 < k0

√
a− 1 < ε

et signifie que lim
n→+∞

(arn − 1) = 0. On a donc lim
n→+∞

(arn) = 1.

3.

(a) La fonction vn est indéfiniment dérivable sur R+,∗ avec, pour tout réel x > 0 :

v′n (x) = x
1
n
−1 − x

1
n+1

−1 = x−
n−1

n − x−
n

n+1 = x−
n

n+1

(
x

1
n(n+1) − 1

)
.

La fonction vn est donc strictement décroissante sur ]0, 1[ , strictement croissante sur
]1,∞[ avec vn (1) = 0.

(b) Il en résulte que vn (x) > 0 pour tout x ∈ R+,∗ \ {1} , ce qui équivaut à un (x) <
un+1 (x) et la suite (un (x))n∈N∗ est strictement décroissante. Pour x = 1, la suite
(un (1))n∈N∗ est constante égale à 0.
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(c) Avec un (1) = 0, un

(
1

a

)
= n

(
1

n
√

a
− 1

)
= −n ( n

√
a− 1)

n
√

a
et lim

n→+∞
( n
√

a) = 1, il suffit

de montrer le résultat pour a > 1. On suppose donc que a > 1.
Dans ce cas la suite (un (a))n∈N∗ est strictement décroissante minorée par 0, elle est
convergente vers un réel λ (a) ≥ 0. En fait, avec :

a− 1 =
(

n
√

a
)n − 1 =

(
n
√

a− 1
) ((

n
√

a
)n−1

+ · · ·+ n
√

a + 1
)

et ( n
√

a)
k

< a pour a > 1, n ≥ 2 et 0 ≤ k ≤ n − 1 (c’est équivalent à ak < an ou à

ak
(
an−k − 1

)
> 0), on déduit que a− 1 < n ( n

√
a− 1) a et un (a) >

a− 1

a
qui donne

λ (a) ≥ a− 1

a
> 0.

Pour 0 < a =
1

b
< 1 avec b > 1, on a :

un (a) = un

(
1

b

)
= −un (b)

n
√

b
→

n→+∞
= −λ (b) < 0.

4. Supposons f croissante.
Si f est continue en 0 (et non nécessairement monotone), alors lim

n→+∞
f (xn) = f (0)

pour toute suite (xn)n∈N convergente vers 0. En particulier, lim
n→+∞

f

(
1

n

)
= f (0) et

lim
n→+∞

f

(
− 1

n

)
= f (0) .

Réciproquement, si lim
n→+∞

f

(
1

n

)
= f (0) et lim

n→+∞
f

(
− 1

n

)
= f (0) , alors pour tout réel

ε > 0, il existe un entier n0 ≥ 1 tel que :

∀n ≥ n0, −ε < f

(
− 1

n

)
− f (0) et f

(
1

n

)
− f (0) < ε.

Avec la croissance de f, on déduit que pour tout x dans
]
− 1

n0

,
1

n0

[
, on a :

−ε < f

(
− 1

n0

)
− f (0) ≤ f (x)− f (0) ≤ f

(
1

n0

)
− f (0) < ε

soit : (
|x| < η =

1

n0

)
⇒ (|f (x)− f (0)| < ε) .

La fonction f est donc continue en 0.

– II – L’équation fonctionnelle f (x + y) = f (x) f (y) sur R

1. Si f (α) = 0, on a alors pour tout réel x :

f (x) = f (x− α + α) = f (x− α) f (α) = 0

c’est-à-dire que f = 0.

2. On a f (0) = f (0 + 0) = f (0)2 avec f (0) non nul puisque f 6= 0, ce qui équivaut à
f (0) = 1.
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3. Pour tout réel x, on a f (x) 6= 0 et :

f (x) = f
(x

2
+

x

2

)
= f

(x

2

)2

> 0.

4. Pour tout réel x, on a :

1 = f (0) = f (x + (−x)) = f (x) f (−x)

ce qui entraîne f (−x) =
1

f (x)
.

5. On procède par récurrence sur n ≥ 0. Pour n = 0, on a f (0) = 1 = (f (x))0 et pour
n = 1, le résultat est trivial. En supposant que f (nx) = (f (x))n pour n ≥ 1, on a
f ((n + 1) x) = f (nx) f (x) = (f (x))n f (x) = (f (x))n+1 .

6. Avec a = f (1) = f

(
n

1

n

)
=

(
f

(
1

n

))n

et f

(
1

n

)
> 0 pour n ∈ N∗, on déduit que

f

(
1

n

)
= n
√

a = a
1
n .

Si r =
p

q
est un nombre rationnel positif avec (p, q) ∈ N× N∗, on a alors :

f (r) = f

(
p
1

q

)(
f

(
1

q

))p

=
(
a

1
q

)p

= a
p
q = ar.

Si r = −s est un nombre rationnel négatif, on a alors :

f (r) = f (−s) =
1

f (s)
=

1

as
= a−s = ar.

Le résultat est donc valable pour tout nombre rationnel.
7. Supposons que f (x) ≥ 1 pour tout réel x > 0. Pour x ≥ y, on a :

f (x)

f (y)
= f (x) f (−y) = f (x− y) ≥ 1

donc f (x) ≥ f (y) et f est croissante. Réciproquement si f est croissante alors f (x) ≥
f (0) = 1 pour tout x > 0. Le cas des inégalités strictes se traite de manière analogue.

8. Si a = f (1) = 1 et f (x) ≥ 1 pour tout réel x > 0, alors f est constante égale à 1. En
effet, pour tout entier relatif n, on a f (n) = an = 1 et pour tout réel x de partie entière
n, on a n ≤ x < n + 1 et 1 = f (n) ≤ f (x) ≤ f (n + 1) = 1, soit f (x) = 1.

9. On considère R comme un Q-espace vectoriel et on désigne (ei)i∈I une Q-base de R
(utilisation du lemme de Zorn). On définit sur R l’application Q-linéaire g par g (ej) = 1
et g (ei) = 0 pour tout i ∈ I \ {j} où j est fixé dans I, cette fonction g vérifie l’équation
fonctionnelle g (x + y) = g (x) + g (y) , est à valeurs dans Q et l’application f définie sur
R par f (x) = 2g(x) vérifie l’équation fonctionnelle f (x + y) = f (x) f (y) avec :

f (x) = f
(∑

riei

)
= 2g(

P
riei) = 2

P
rig(ei) = 2rj

les sommes considérées étant finies et les ri rationnels. On a en particulier f (ej) = 2
et f (ei) = 1 pour i ∈ I \ {j} . Prenant ej = 1 que l’on complète en une base, on a
a = f (1) = 2 > 1, f (r) = 2r pour tout r ∈ Q et f (x) = 1 pour tout x ∈ R \Q.
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10. On a f

(
1

n

)
= n
√

a et en première partie, on a vu que lim
n→+∞

( n
√

a) = 1.

Avec f

(
− 1

n

)
=

1
n
√

a
, on déduit qu’on a aussi lim

n→+∞

(
f

(
− 1

n

))
= 1.

11.

(a) La fonction f étant monotone sur R avec lim
n→+∞

f

(
1

n

)
= f (0) et lim

n→+∞
f

(
− 1

n

)
=

f (0) , on déduit des résultats de la première partie qu’elle est continue en 0.

(b) Pour tout réels x0 et x, on a :

|f (x)− f (x0)| = |f (x− x0 + x0)− f (x0)| = |f (x− x0) f (x0)− f (x0)|
= |f (x0)| |f (x− x0)− 1| →

x→x0

0

La fonction f est donc continue sur R.

(c) La fonction f étant continue sur R est intégrable sur tout segment et pour tout réel
x, on a : ∫ 1

0

f (x + y) dy =

∫ 1

0

f (x) f (y) dy = f (x)

∫ 1

0

f (y) dy

et le changement de variable t = x + y, nous donne :
∫ x+1

x

f (t) dt = f (x)

∫ 1

0

f (y) dy

soit, en notant F (x) =

∫ x

0

f (t) dt la primitive de f nulle en 0 :

f (x) =
F (x + 1)− F (x)

F (1)

(on a F (1) > 0 car f est continue à valeurs strictement positives). La fonction F
étant dérivable (de dérivée égale à f), on en déduit que f est dérivable sur R.
En dérivant la relation (19.1) par rapport à y, à x fixé, on a f ′ (x + y) = f (x) f ′ (y)
et y = 0 donne f ′ (x) = f ′ (0) f (x) avec

f ′ (0) = lim
n→+∞

f
(

1
n

)− f (0)
1
n

= lim
n→+∞

n
(

n
√

a− 1
)

= λ (a) .

12. Si f est dérivable sur R, le raisonnement précédent nous dit que f ′ = λ (a) f avec f
à valeurs strictement positives, il en résulte que f est monotone (et même strictement
monotone pour a 6= 1). On a donc montré que :
f monotone ⇒ f continue en 0 ⇒ f continue sur R ⇒ f dérivable sur R ⇒ f dérivable
sur R.
Ces conditions sont donc équivalentes.

13. On a vu qu’une telle fonction coïncide avec la fonction r 7→ ar sur Q et qu’elle est continue
sur R. Deux telles fonctions sont donc continues sur R et coïncident sur Q, elles sont donc
égales.
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14. Si a > 1, on a alors λ (a) > 0 et f est strictement croissante. On a alors lim
n→+∞

n∈N
f (n) =

lim
n→+∞

an = +∞ et f n’est pas majorée, donc lim
x→+∞

f (x) = +∞. Avec f (−x) =
1

f (x)
, on

déduit que lim
x→−∞

f (x) = 0. On procède de même pour 0 < a < 1.

La fonction f est donc de classe C1, strictement monotone de R sur R+,∗, elle réalise
donc un C1-difféomorphisme de R sur R+,∗, sa fonction réciproque f−1 étant de classe C1

strictement monotone de R+,∗ sur R et on a les propriétés suivantes :




f (0) = 1 ⇔ f−1 (1) = 0
f (1) = a ⇔ f−1 (a) = 1

∀x = f (y) ∈ R+,∗, (f−1)
′
(x) =

1

f ′ (y)
=

1

λ (a)

1

f (y)
=

1

λ (a)

1

x

et pour tous x = f (u) et y = f (v) dans R+,∗ on a :

f−1 (xy) = f−1 (f (u) f (v)) = f−1 (f (u + v)) = u + v = f−1 (x) + f−1 (y)

– II – Les fonctions exponentielles de base a

1. On suppose que a > 1. Le cas où a < 1, se traite de manière analogue.

(a) On montre que la suite réelle (arn)n∈N est de Cauchy. Pour tous n,m dans N, on a :

|arm − arn| = arn
∣∣arm−rn − 1

∣∣ .

Pour tout entier k ≥ 1, il existe un entier nk tel que :

∀n ≥ nk, ∀m ≥ nk, −1

k
< rm − rn <

1

k

et avec la stricte croissance de la fonction ar sur Q, on déduit que :

∀n ≥ nk, ∀m ≥ nk, a−
1
k =

1
k
√

a
< arm−rn < a

1
k = k

√
a

soit :
∀n ≥ nk, ∀m ≥ nk, −

(
1− 1

k
√

a

)
< arm−rn − 1 < k

√
a− 1

et avec lim
k→+∞

( k
√

a) = 1, on déduit que pour tout réel ε > 0, il existe un entier k0 ≥ 1

tel que :

∀k ≥ k0, 0 < 1− 1
k
√

a
< ε et 0 < k

√
a− 1 < ε.

On a donc :

∀n ≥ nk0 , ∀m ≥ nk0 , −ε < −
(

1− 1
k0
√

a

)
< arm−rn − 1 < k0

√
a− 1 < ε.

La suite (rn)n∈N qui est convergente est bornée, il existe donc un réel M > 0 tel que
0 < arn ≤ M pour tout entier n. On a donc :

∀n ≥ nk0 , ∀m ≥ nk0 , −Mε < arn
(
arm−rn − 1

)
< Mε

ce qui signifie que la suite (arn)n∈N est de Cauchy, donc convergente.
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(b) Si lim
n→+∞

rn = lim
n→+∞

sn = x, on a alors lim
n→+∞

(rn − sn) = 0 et en première partie

on a vu que cela entraîne lim
n→+∞

(arn−sn − 1) = 0, soit lim
n→+∞

(arn − asn) = 0 et
lim

n→+∞
arn = lim

n→+∞
asn .

(c) La fonction fa est bien définie puisque la limite existe et ne dépend pas du choix
d’une suite de nombres rationnels qui converge vers x.
Pour x = lim

n→+∞
rn et y = lim

n→+∞
sn, où (rn)n∈N et (sn)n∈N sont deux suites de nombres

rationnels, on a x + y = lim
n→+∞

(rn + sn) et :

fa (x + y) = lim
n→+∞

arn+sn = lim
n→+∞

(arnasn)

= lim
n→+∞

(arn) lim
n→+∞

(asn) = fa (x) fa (x) .
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Calcul de
∑+∞

n=1
1
n2

20.1 Énoncé

Le but de ce problème est de calculer de deux façons la somme
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

Partie I

1. Rappeler, pour tout entier naturel non nul n, une expression complexe des racines n-èmes
de l’unité.

2. Montrer que la fonction homographique h : z 7→ z + 1

z − 1
réalise une bijection de C \ {1}

sur lui même.

3. Soit P : z 7→
n∑

k=0

akz
k une fonction polynomiale de degré n ≥ 1 et (zk)1≤k≤n toutes

ses racines complexes distinctes ou confondues. Exprimer les quantités σ1 =
n∑

k=1

zk et

σ2 =
∑

1≤k<j≤n

zkzj en fonction de certains des coefficients de P.

4. Montrer que pour tout réel x ∈
]
0,

π

2

[
, on a :

cotan (x) <
1

x
<

1

sin (x)
. (20.1)

5.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n, les racines complexes de l’équation :

(z + 1)2n+1 = (z − 1)2n+1 (20.2)

sont données par :

zk = i cotan

(
kπ

2n + 1

)
(k 6= 0 et − n ≤ k ≤ n)

367
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(b) Montrer que l’équation (20.2) peut s’écrire :

n∑

k=0

C2k+1
2n+1z

2n−2k = 0 (20.3)

c’est-à-dire que si z ∈ C est solution de (20.2) , alors u = z2 est solution de :

Pn (u) =
n∑

k=0

C2k+1
2n+1u

n−k = 0 (20.4)

(c) Montrer que :

Tn =
n∑

k=1

cotan2

(
kπ

2n + 1

)
=

n (2n− 1)

3
.

(d) En déduire que :

Rn =
n∑

k=1

1

sin2
(

kπ
2n+1

) =
2n (n + 1)

3
.

(e) En utilisant l’encadrement (20.1) , déduire de ce qui précède que :

n (2n− 1)

3
<

(2n + 1)2

π2

n∑

k=1

1

k2
<

n (2n + 2)

3
.

(f) En déduire les sommes des séries
+∞∑
n=1

1

n2
et

+∞∑
n=1

1

(2n + 1)2 .

Partie II

Pour cette partie, x est un réel dans ]0, π[ , n un entier naturel non nul et on note :

Jn (x) =
n∑

k=1

eikx, Cn (x) =
n∑

k=1

cos (kx) , Sn (x) =
n∑

k=1

sin (kx) ,

Tn (x) =
n∑

k=1

k cos (kx) , Fn (x) = 1 + 2
n∑

k=1

(
1− k

n + 1

)
cos (kx) .

1. Montrer que :

Jn (x) = ei n+1
2

x sin
(

n
2
x
)

sin
(

x
2

) .

2. Montrer que :

Cn (x) = cos

(
n + 1

2
x

)
sin

(
n
2
x
)

sin
(

x
2

) , Sn (x) = sin

(
n + 1

2
x

)
sin

(
n
2
x
)

sin
(

x
2

) .

3. Montrer que :

2Cn (x) =
sin

(
2n+1

2
x
)

sin
(

x
2

) − 1.
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4. Montrer que :

Tn (x) =
n + 1

2

sin
(

2n+1
2

x
)

sin
(

x
2

) − 1

2

sin2
(

n+1
2

x
)

sin2
(

x
2

) .

5. Montrer que :

Fn (x) =
1

n + 1

sin2
(

n+1
2

x
)

sin2
(

x
2

) .

Ce résultat est-il encore valable pour x = 0 et pour x = π ?

6. Calculer Ik =

∫ π

0

x cos (kx) dx pour tout entier k ≥ 1.

7. Montrer que
n∑

k=1

1

k
≤ ln (n) + 1.

8. On note Gn =

∫ π

0

xFn (x) dx. Montrer qu’il existe une suite (αn)n≥1 convergente vers 0

telle que :

Gn =
π2

2
+ 2

n∑

k=1

(−1)k − 1

k2
+ αn.

9. En utilisant 5. montrer que lim
n→+∞

Gn = 0.

10. En déduire que
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
et

+∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −π2

12
.

20.2 Solution
Partie I

1. Les racines n-èmes de l’unité sont données par :

ζk = ei 2kπ
n (0 ≤ k ≤ n− 1) .

2. La fonction h est bien définie sur D = C \ {1} et pour tout z ∈ D, on a :

h (z) =
z + 1

z − 1
= 1 ⇔ z + 1 = z − 1 ⇔ 1 = −1,

ce qui est impossible. La fonction h est donc à valeurs dans D. De plus pour tout Z ∈ D,

l’équation Z =
z + 1

z − 1
a pour unique solution z =

Z + 1

Z − 1
dans D, ce qui signifie que h

réalise une bijection de D sur lui même.
3. On a :

P (z) =
n∑

k=0

akz
k = an

n∏

k=1

(z − zk)

et en développant le produit, on obtient :

P (z) = an

(
zn − σ1z

n−1 + σ2z
n−2 + · · ·+ (−1)n σn

)
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où σn =
n∏

k=1

zk. L’identification des coefficients de zn−1 et zn−2 nous donne alors :

σ1 =
n∑

k=1

zk = −an−1

an

, σ2 =
∑

1≤k<j≤n

zkzj =
an−2

an

(on an 6= 0 puisque P est de degré n).

4. En utilisant le théorème des accroissements finis, on a, pour tout réel x ∈
]
0,

π

2

[
:

{
0 < sin (x) = sin (x)− sin (0) = x cos (cx) < x
tan (x) = tan (x)− tan (0) = x (1 + tan2 (dx)) > x > 0

avec 0 < cx, dx < x, ce qui donne :

0 < sin (x) < x < tan (x)

ou encore :
cotan (x) =

1

tan (x)
<

1

x
<

1

sin (x)
.

5.

(a) Si z ∈ C est solution de (20.2) , on a alors z 6= 1 et Z =
z + 1

z − 1
est solution de

Z2n+1 = 1, c’est donc une racine (2n + 1)-ème de l’unité, c’est-à-dire qu’il existe un
entier p compris entre 0 et 2n tel que :

Z = ei 2pπ
2n+1 .

En écrivant tout entier p compris entre n + 1 et 2n, sous la forme p = 2n + 1 − k
avec k compris entre 1 et n, on a :

ei 2pπ
2n+1 = ei

2(2n+1−k)π
2n+1 = e2iπe−i 2kπ

2n+1 = e−i 2kπ
2n+1 .

On a donc :
Z ∈

{
ei 2kπ

2n+1 | 0 ≤ k ≤ n
}
∪

{
e−i 2kπ

2n+1 | 1 ≤ k ≤ n
}

ou encore :
Z ∈ Sn =

{
ei 2kπ

2n+1 | −n ≤ k ≤ n
}

.

En écrivant que :
(

z 6= 1 et Z =
z + 1

z − 1

)
⇔

(
Z 6= 1 et z =

Z + 1

Z − 1

)

(la fonction homographique z 7→ z + 1

z − 1
réalise une bijection de C\{1} sur lui même),

on déduit que si z ∈ C est solution de (20.2) , alors Z ∈ Sn \{1} et il existe un entier
k non nul compris entre −n et n tel que :

z =
ei 2kπ

2n+1 + 1

ei 2kπ
2n+1 − 1

=
ei kπ

2n+1 + e−i kπ
2n+1

ei kπ
2n+1 − e−i kπ

2n+1

=
cos

(
kπ

2n+1

)

i sin
(

kπ
2n+1

)

= −i cotan

(
kπ

2n + 1

)



Solution 371

La fonction cotan étant impaire, cela s’écrit aussi :

z = zk = i cotan

(
kπ

2n + 1

)
(k 6= 0 et − n ≤ k ≤ n) .

La fonction tan qui est strictement croissante sur
]
−π

2
,
π

2

[
est injective et en consé-

quence zk 6= zj pour k 6= j dans {−n, · · · ,−1, 1, · · · , n} (les zk sont bien dans]
−π

2
,
π

2

[
) c’est-à-dire qu’on a obtenu 2n racines distinctes de l’équation (20.2) .

Comme cette équation est exactement de degré 2n (en développant avec la for-
mule du binôme cette équation s’écrit 2 (2n + 1) z2n + · · · = 0), on a bien toutes les
racines.

(b) En écrivant que :




(z + 1)2n+1 =
n∑

j=0

Cj
2n+1z

2n+1−j =
n∑

k=0

C2k
2n+1z

2n+1−2k +
n∑

k=0

C2k+1
2n+1z

2n+1−(2k+1)

(z − 1)2n+1 =
n∑

j=0

Cj
2n+1 (−1)j z2n+1−j =

n∑
k=0

C2k
2n+1z

2n+1−2k −
n∑

k=0

C2k+1
2n+1z

2n+1−(2k+1)

on déduit que :

Q2n (z) = (z + 1)2n+1 − (z − 1)2n+1 = 2
n∑

k=0

C2k+1
2n+1z

2n−2k

et l’équation (20.2) est bien équivalente à l’équation (20.3) (on détaillé les pointillés
de la question précédente).

(c) Comme Q2n (z) = Pn (z2) , on déduit que les uk = z2
k = − cotan2

(
kπ

2n + 1

)
, où k

est compris entre 1 et n sont des racines de Pn. Comme Pn est de degré n et les
uk, pour k compris entre 1 et n, sont deux à deux distincts (la fonction cotan est
strictement décroissante sur

]
0,

π

2

[
et à valeurs strictement positives), on a ainsi

toutes les racines de Pn. La somme des racines du polynôme Pn est :

σ1 =
n∑

k=1

uk = −
n∑

k=1

cotan2

(
kπ

2n + 1

)
= −C3

2n+1

C1
2n+1

= −n (2n− 1)

3
.

On a donc :

Tn =
n∑

k=1

cotan2

(
kπ

2n + 1

)
=

n (2n− 1)

3
.

Pour n = 1, on a bien cotan2
(π

3

)
=

1

3
.

(d) En écrivant que, pour tout k compris entre 1 et n, on a :

cotan2

(
kπ

2n + 1

)
=

cos2
(

kπ
2n+1

)

sin2
(

kπ
2n+1

) =
1− sin2

(
kπ

2n+1

)

sin2
(

kπ
2n+1

) =
1

sin2
(

kπ
2n+1

) − 1,

on déduit que :

Rn =
n∑

k=1

1

sin2
(

kπ
2n+1

) = Tn + n =
n (2n− 1)

3
+ n =

2n (n + 1)

3
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(e) En utilisant l’encadrement (20.1) , on a pour tout k compris entre 1 et n :

cotan2

(
kπ

2n + 1

)
<

(2n + 1)2

k2π2
<

1

sin2
(

kπ
2n+1

)

et en sommant :

n (2n− 1)

3
= Tn <

(2n + 1)2

π2

n∑

k=1

1

k2
< Rn =

2n (n + 1)

3
.

(f) L’inégalité précédente s’écrit :

∀n ≥ 1, π2 n (2n− 1)

3 (2n + 1)2 <

n∑

k=1

1

k2
< π2 2n (n + 1)

3 (2n + 1)2

et faisant tendre n vers +∞, on en déduit que
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

Comme la série est à termes positifs, on peut écrire que :
+∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
p=1

1

(2p)2 +
+∞∑
p=1

1

(2p + 1)2

et :
+∞∑
p=1

1

(2p + 1)2 =
+∞∑
n=1

1

n2
− 1

4

+∞∑
p=1

1

p2
=

3

4

π2

6
=

3π2

24
.

Partie II

1. Comme eix 6= 1, on a :

Jn (x) = eix

n−1∑

k=0

(
eix

)k
= eix 1− einx

1− eix
= eix ei n

2
x

ei x
2

e−i n
2

x − ei n
2

x

e−i x
2 − ei x

2

= ei n+1
2

x sin
(

n
2
x
)

sin
(

x
2

) .

2. On a Cn (x) = < (Jn (x)) et Sn (x) = = (Jn (x)) , ce qui donne :

Cn (x) = cos

(
n + 1

2
x

)
sin

(
n
2
x
)

sin
(

x
2

) , Sn (x) = sin

(
n + 1

2
x

)
sin

(
n
2
x
)

sin
(

x
2

) .

3. Avec :
2 sin

(n

2
x
)

cos

(
n + 1

2
x

)
= sin

(
2n + 1

2
x

)
− sin

(x

2

)

(2 sin (a) cos (b) = sin (a + b) + sin (a− b)), on a :

2Cn (x) =
sin

(
2n+1

2
x
)

sin
(

x
2

) − 1.
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4. On a :

Tn (x) = S ′n (x) =
n + 1

2
cos

(
n + 1

2
x

)
sin

(
n
2
x
)

sin
(

x
2

)

+
n

2
sin

(
n + 1

2
x

)
cos

(
n
2
x
)

sin
(

x
2

) − 1

2
sin

(
n + 1

2
x

)
sin

(
n
2
x
)
cos

(
x
2

)

sin2
(

x
2

)

=
n + 1

2 sin
(

x
2

)
(

cos

(
n + 1

2
x

)
sin

(n

2
x
)

+ sin

(
n + 1

2
x

)
cos

(n

2
x
))

−sin
(

n+1
2

x
)

2 sin2
(

x
2

)
(
cos

(n

2
x
)

sin
(x

2

)
+ sin

(n

2
x
)

cos
(x

2

))

avec :
cos

(
n + 1

2
x

)
sin

(n

2
x
)

+ sin

(
n + 1

2
x

)
cos

(n

2
x
)

= sin

(
2n + 1

2
x

)

et :
cos

(n

2
x
)

sin
(x

2

)
+ sin

(n

2
x
)

cos
(x

2

)
= sin

(
n + 1

2
x

)

ce qui donne :

Tn (x) =
n + 1

2

sin
(

2n+1
2

x
)

sin
(

x
2

) − 1

2

sin2
(

n+1
2

x
)

sin2
(

x
2

) .

5. On a :
Fn (x) = 1 + 2Cn (x)− 2

n + 1
Tn (x)

avec :

2Cn (x) + 1 =
sin

(
2n+1

2
x
)

sin
(

x
2

)

(question 3.) et :

2

n + 1
Tn (x) =

sin
(

2n+1
2

x
)

sin
(

x
2

) − 1

n + 1

sin2
(

n+1
2

x
)

sin2
(

x
2

) ,

ce qui donne :

Fn (x) =
1

n + 1

sin2
(

n+1
2

x
)

sin2
(

x
2

) .

6. Une intégration par parties donne :

Ik =

∫ π

0

x cos (kx) dx =
[x

k
sin (kx)

]π

0
− 1

k

∫ π

0

sin (kx) dx

=
1

k2
[cos (kx)]π0 =

(−1)k − 1

k2
.

7. En écrivant que, pour k ≥ 2, on a :

k − 1 ≤ t ≤ k ⇒ 1

k
≤ 1

t
⇒ 1

k
=

∫ k

k−1

dt

k
≤

∫ k

k−1

dt

t
,

on déduit que :
n∑

k=2

1

k
≤

n∑

k=2

∫ k

k−1

dt

t
=

∫ n

1

dt

t
= ln (n)

et
n∑

k=1

1

k
≤ ln (n) + 1.
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n=1
1
n2

8. La fonction Fn est en fait définie et continue sur R, donc Gn est bien définie.
On a :

Gn =

∫ π

0

x

(
1 + 2

n∑

k=1

(
1− k

n + 1

)
cos (kx)

)
dx

=

∫ π

0

xdx + 2
n∑

k=1

(
1− k

n + 1

) ∫ π

0

x cos (kx) dx

=
π2

2
+ 2

n∑

k=1

(
1− k

n + 1

) (
(−1)k − 1

k2

)

soit :

Gn =
π2

2
+ 2

n∑

k=1

(−1)k − 1

k2
− 2

n + 1

n∑

k=1

(−1)k − 1

k

avec : ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(−1)k − 1

k

∣∣∣∣∣ ≤ 2
n∑

k=1

1

k
≤ 2 (ln (n) + 1) .

On a donc :

Gn =
π2

2
+ 2

n∑

k=1

(−1)k − 1

k2
+ αn

avec :

|αn| = 2

n + 1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(−1)k − 1

k

∣∣∣∣∣ ≤ 4
ln (n) + 1

n + 1
→

n→+∞
0

9. En remarquant que :
sin2

(
n+1

2
x
)

sin2
(

x
2

) v
x→0

(
n+1

2
x
)2

(
x
2

)2 = (n + 1)2

on déduit que la fonction hn : x 7→ sin2
(

n+1
2

x
)

sin2
(

x
2

) se prolonge par continuité en 0. Cette

fonction est de plus définie en π. On peut donc écrire que :

Gn =
1

n + 1

∫ π

0

x
sin2

(
n+1

2
x
)

sin2
(

x
2

) dx.

Pour 0 ≤ x ≤ π on a sin
(x

2

)
≥ x

π
, donc :

0 ≤ Gn ≤ π2

n + 1

∫ π

0

sin2
(

n+1
2

x
)

x
dx =

π2

n + 1

∫ n+1
2

π

0

sin2 (u)

u
du

avec :
∫ n+1

2
π

0

sin2 (u)

u
du =

∫ 1

0

sin2 (u)

u
du +

∫ n+1
2

π

1

sin2 (u)

u
du

≤
∫ 1

0

du +

∫ n+1
2

π

1

du

u
= 1 + ln

(
n + 1

2
π

)
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(sur [0, 1] , on a 0 ≤ sin (u)

u
≤ 1), ce qui donne :

0 ≤ Gn ≤ π2

n + 1

(
1 + ln

(
n + 1

2
π

))

et lim
n→+∞

Gn = 0.

10. De 8. et lim
n→+∞

Gn = 0, on déduit que :

lim
n→+∞

n∑

k=1

(−1)k − 1

k2
= −π2

4
,

soit :
+∞∑
n=1

(−1)n

n2
−

+∞∑
n=1

1

n2
= −π2

4
. (20.5)

En notant S =
+∞∑
n=1

1

n2
, on a :

S =
+∞∑
p=0

1

(2p + 1)2 +
+∞∑
p=1

1

(2p)2 =
+∞∑
p=0

1

(2p + 1)2 +
S

4

soit
+∞∑
p=0

1

(2p + 1)2 =
3

4
S et :

T =
+∞∑
n=1

(−1)n

n2
=

+∞∑
p=1

1

(2p)2 −
+∞∑
p=0

1

(2p + 1)2 =
1

4
S − 3

4
S = −1

2
S.

L’égalité (20.5) donne alors −1

2
S − S = −π2

4
, soit S =

π2

6
et T = −π2

12
.
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21

Nombres de Bernoulli et fonction dzéta de
Riemann

21.1 Énoncé
– I – Polynômes et nombre de Bernoulli

On dit qu’une suite de polynômes (Bn)n∈N est une suite de polynômes de Bernoulli si elle
vérifie les propriétés suivantes :





B0 = 1,
∀n ∈ N, B′

n+1 = Bn,
∀n ≥ 2, Bn (0) = Bn (1) .

(21.1)

On vérifie facilement par récurrence que tous les Bn sont bien des fonctions polynomiales.

1. Soit (Bn)n∈N une suite de polynômes de Bernoulli.

(a) Montrer que pour tout n ∈ N, Bn est un polynôme de degré n et calculer son
coefficient dominant.

(b) Montrer que :

∀n ≥ 1,

∫ 1

0

Bn (t) dt = 0

(c) Montrer que la suite (Bn)n∈N est uniquement déterminée.
On dira que (Bn)n∈N est la suite des polynômes de Bernoulli.

2. Montrer que : 



B1 (X) = X − 1

2

B2 (X) =
1

2
X2 − 1

2
X +

1

12

3. Calculer B3 et B4.

4. Montrer que :
∀n ∈ N, Bn (X) = (−1)n Bn (1−X) .

5. On définit la suite (bn)n∈N des nombres de Bernoulli par :

∀n ∈ N, bn = Bn (0) .

377
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(a) Calculer b0, b1, b2, b3 et b4.

(b) Montrer que bn = 0 pour tout entier n ≥ 3 qui est impair.

– II – Application au calcul de ζ (2k)

Pour tout entier naturel non nul k, on définit la fonction gk de R dans R par :
{
∀x ∈ [0, 2π[ , gk (x) = B2k

( x

2π

)

gk est 2π-périodique

On désigne par (αn (k))n∈N et (βn (k))n∈N∗ les suites réelles définies par :




α0 (k) =

∫ 1

0

B2k (t) dt

∀n ≥ 1, αn (k) = 2

∫ 1

0

B2k (t) cos (2πnt) dt,

∀n ≥ 1, βn (k) = 2

∫ 1

0

B2k (t) sin (2πnt) dt

1. Montrer que, pour tout k ∈ N∗, la fonction gk est paire.
2. Montrer que, pour tout k ∈ N∗, la fonction gk est continue sur R.

3. Montrer que la fonction g1 est classe C1 sur R\2πZ et que pour tout entier relatif p, cette
fonction se prolonge en une fonction de classe C1 sur [2pπ, 2 (p + 1) π] (elle est donc de
classe C1 par morceaux sur R).

4. Montrer que, pour tout entier k ≥ 2, la fonction gk est de classe C1 sur R.

5. Montrer que :
∀n ≥ 1, ∀k ≥ 1, βn (k) = 0.

6. Montrer que, pour tout entier k ≥ 1 et tout réel x, on a :

gk (x) =
+∞∑
n=0

αn (k) cos (nx) . (21.2)

7. Calculer α0 (k) .

8. Montrer que :

∀n ≥ 1, αn (1) =
2

(2πn)2 .

9. Montrer que :

∀n ≥ 1, ∀k ≥ 2, αn (k) = − 1

(2πn)2αn (k − 1) .

10. En déduire la valeur de αn (k) pour tout n ≥ 1 et tout k ≥ 2.

11. Déterminer, pour tout k ≥ 1, une relation entre ζ (2k) =
+∞∑
n=1

1

n2k
et b2k.

12. Calculer ζ (2) =
+∞∑
n=1

1

n2
et ζ (4) =

+∞∑
n=1

1

n4
.
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– III – Application au calcul de
n∑

k=1

kp

Pour tout entier naturel p, on désigne par ∆ l’application qui associe à tout polynôme P de
Rp+1 [X] le polynôme Q = ∆ (P ) défini par :

Q (X) = P (X + 1)− P (X)

et par Ep+1 le sous-ensemble de Rp+1 [X] formé des polynômes P de degré au plus égal à p + 1

qui vérifient
∫ 1

0

P (x) dx = 0.

1. Montrer que Ep+1 est un sous-espace vectoriel de Rp+1 [X] et préciser sa dimension.
2. Montrer que l’application ∆ est linéaire de Rp+1 [X] dans Rp [X] et déterminer son noyau.
3. Montrer que l’application ∆ réalise un isomorphisme de Ep+1 sur Rp [X] .

4. Montrer que, pour tout entier naturel p, Bp+1 est l’unique polynôme de Ep+1 qui vérifie

∆ (P ) =
Xp

p!
.

5. Montrer que pour tout entier p ≥ 1 et tout entier n ≥ 1, on a :

n∑

k=1

kp = p! (Bp+1 (n + 1)− bp+1) .

6. Calculer
n∑

k=1

k,

n∑

k=1

k2 et
n∑

k=1

k3.

21.2 Solution
– I – Polynômes et nombre de Bernoulli

1.

(a) On procède par récurrence sur n ≥ 0.
Pour n = 0, B0 est bien un polynôme de degré 0 de coefficient dominant α0,0 = 1.
En supposant que, pour n ≥ 0, Bn est un polynôme de degré n de coefficient domi-

nant αn,n 6= 0, soit Bn (X) =
n∑

k=0

αn,kX
k, on déduit de l’égalité B′

n+1 = Bn, que :

Bn+1 (X) =
n∑

k=0

αn,k

k + 1
Xk+1 + αn+1,0 = αn+1,0 +

n+1∑
j=1

αn,j−1

j
Xj (21.3)

c’est-à-dire que Bn+1 est un polynôme de degré n+1 de coefficient dominant αn+1,n+1 =
αn,n

n + 1
6= 0. Cette dernière relation de récurrence nous dit que αn,n =

1

n!
pour tout

n ∈ N. En effet, le résultat est vrai pour n = 0 et en le supposant acquis au rang

n ≥ 0, on a αn+1,n+1 =
αn,n

n + 1
=

1

(n + 1) n!
=

1

(n + 1)!
.
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(b) Pour tout n ≥ 1, on a :
∫ 1

0

Bn (t) dt =

∫ 1

0

B′
n+1 (t) dt = Bn+1 (1)−Bn+1 (0) = 0 (21.4)

puisque Bm (0) = Bm (1) pour m ≥ 2.

(c) Cette dernière identité combinée avec (21.3) permet de montrer que la suite (Bn)n∈N
est uniquement déterminée. En effet, on a B0 = 1 et supposant Bn construit, la rela-
tion (21.3) nous dit que les coefficients αn+1,j =

αn,j−1

j
sont uniquement déterminés

pour tout j compris entre 1 et n + 1. Enfin avec :

0 =

∫ 1

0

Bn+1 (t) dt = αn+1,0 +
n+1∑
j=1

αn,j−1

j (j + 1)

on déduit que :

αn+1,0 = −
n+1∑
j=1

αn,j−1

j (j + 1)
.

On peut aussi remarque que ϕn+1 (X) =
n∑

k=0

αn,k

k + 1
Xk+1 est la primitive de Bn nulle

en 0 et Bn+1 = ϕn+1 + αn+1,0 avec αn+1,0 = −
∫ 1

0

ϕn+1 (t) dt, ce qui détermine de

manière unique la suite (Bn)n∈N et donne un algorithme de construction.

2. En utilisant les notations précédentes, on a :




ϕ1 (X) = X,

α1,0 = −
∫ 1

0

ϕ1 (t) dt = −
∫ 1

0

tdt = −1

2

et :
B1 (X) = ϕ1 (X) + α1,0 = X − 1

2
.

De même, on a :




ϕ2 (X) =
1

2
X2 − 1

2
X,

α2,0 = −
∫ 1

0

ϕ2 (t) dt = −
∫ 1

0

(
t2

2
− t

2

)
dt = − 1

12

et :
B2 (X) = ϕ2 (X) + α2,0 =

1

2
X2 − 1

2
X +

1

12
.

3. On a : 



ϕ3 (X) =
1

6
X3 − 1

4
X2 +

1

12
X,

α3,0 = −
∫ 1

0

(
t3

6
− t2

4
+

t

12

)
dt = 0

et :
B3 (X) =

1

6
X3 − 1

4
X2 +

1

12
X.
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De même : 



ϕ4 (X) =
1

24
X4 − 1

12
X3 +

1

24
X2,

α3,0 = −
∫ 1

0

(
t4

24
− t3

12
+

t2

24

)
dt = − 1

720

et :
B4 (X) =

1

24
X4 − 1

12
X3 +

1

24
X2 − 1

720
.

4. Soit (Cn)n∈N la suite de polynômes définie par :

∀n ∈ N, Cn (X) = (−1)n Bn (1−X) .

Pour montrer que cette suite est la suite des polynômes de Bernoulli, il suffit de prouver
qu’elle vérifie les conditions (21.1) compte tenu de l’unicité prouvée en I.1c.
Pour n = 0, on a C0 (X) = B0 (1−X) = 1.
Pour tout n ≥ 0, on a :

C ′
n+1 (X) = (−1)n+1 (−B′

n+1 (1−X)
)

= (−1)n Bn (1−X) = Cn (X)

et pour n ≥ 2 :
Cn (0) = (−1)n Bn (1) = (−1)n Bn (0) = Cn (1) .

Ce qui donne le résultat attendu.
5.

(a) Les calculs des questions I.2. et I.3. nous donne :

b0 = 1, b1 = −1

2
, b2 =

1

12
, b3 = 0, b4 = − 1

720
.

(b) De Bn (X) = (−1)n Bn (1−X) pour tout n ∈ N, on déduit que :

∀n ∈ N, bn = Bn (0) = (−1)n Bn (1)

et de Bn (0) = Bn (1) pour n ≥ 2, que :

∀n ≥ 2, bn = (−1)n bn.

Il en résulte que bn = −bn pour n ≥ 3 qui est impair et bn = 0 dans ce cas.

– II – Application au calcul de ζ (2k)

1. Soit x ∈ R et p ∈ Z tel que x ∈ [2pπ, 2 (p + 1) π[ .
Si x = 2pπ, comme gk est 2π-périodique, on a gk (−x) = gk (x) = gk (0) = b2k.
Si x ∈ ]2pπ, 2 (p + 1) π[ , il s’écrit x = 2pπ + h avec h ∈ ]0, 2π[ et

gk (x) = gk (2pπ + h) = gk (h) = B2k

(
h

2π

)

et en écrivant que −x = −2pπ − h = −2 (p + 1) π + 2π − h avec 2π − h ∈ ]0, 2π[ , on a :

gk (−x) = gk (2π − h) = B2k

(
2π − h

2π

)

= B2k

(
1− h

2π

)
= B2k

(
h

2π

)
= gk (x)

en utilisant le résultat de la question I.4.
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2. Pour tout k ≥ 1, la fonction B2k qui est polynomiale est de classe C∞ sur R. De la
définition de gk, il résulte alors que cette fonction est de classe C∞ sur R \ 2πZ.
Pour tout entier relatif p, on a :

lim
x→2pπ+

gk (x) = lim
h→0+

gk (2pπ + h) = lim
h→0+

gk (h) = lim
h→0+

B2k

(
h

2π

)

= B2k (0) = gk (0) = gk (2pπ)

et en considérant que 2k ≥ 2, on a :

lim
x→2pπ−

gk (x) = lim
h→2π−

gk (2 (p− 1) π + h) = lim
h→2π−

gk (h) = lim
h→2π−

B2k

(
h

2π

)

= B2k (1) = B2k (0) = gk (0) = gk (2pπ) .

On a donc ainsi montré que gk est continue en tout point de 2πZ.
En définitive, gk est continue sur R.

3. On a déjà vu que la fonction g1 est de classe C∞ sur R \ 2πZ.
On rappelle que si f est une fonction à valeurs réelles continue sur un intervalle réel I,
de classe C1 sur I \ {a} , où a est un point de I et telle que lim

x→a
f ′ (x) = `, elle se prolonge

alors en une fonction de classe C1 sur I avec f ′ (a) = ` (c’est une conséquence immédiate
du théorème des accroissements finis).
On se donne dans un premier temps un entier k ≥ 1.
Pour p ∈ Z, tout réel x ∈ ]2pπ, 2 (p + 1) π[ s’écrit x = 2pπ + h avec h ∈ ]0, 2π[ et de :

gk (x) = gk (h) = B2k

(
h

2π

)
= B2k

(
x− 2pπ

2π

)

on déduit que :

g′k (x) =
1

2π
B′

2k

(
x− 2pπ

2π

)
=

1

2π
B2k−1

(
x− 2pπ

2π

)

et :

lim
x→2pπ+

g′k (x) =
1

2π
lim

x→2pπ+
B2k−1

(
x− 2pπ

2π

)
=

1

2π
B2k−1 (0)

lim
x→2(p+1)π−

g′k (x) =
1

2π
lim

x→2(p+1)π−
B2k−1

(
x− 2pπ

2π

)
=

1

2π
B2k−1 (1)

Pour k = 1, on a B2k−1 (0) = B1 (0) = −1

2
et B2k−1 (1) = B1 (1) =

1

2
, ce qui donne :

lim
x→2pπ+

g′1 (x) = − 1

4π

lim
x→2(p+1)π−

g′1 (x) =
1

4π

La fonction g1 est donc dérivable à droite en 2pπ, à gauche en 2 (p + 1) π et sa fonction
dérivée est continue sur [2pπ, 2 (p + 1) π] .

4. Pour k ≥ 2, on 2k − 1 ≥ 3, donc B2k−1 (1) = B2k−1 (0) = b2k−1 = 0 (question I.5.b.) et
les calculs précédents nous disent que lim

x→2pπ
g′k (x) = 0, donc gk est dérivable en 2pπ de

dérivée g′k (2pπ) = 0 et g′k est continue en 2pπ.
En définitive, gk est de classe C1 sur R.
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5. Le changement de variable t =
x

2π
nous donne pour tout k ≥ 1 :





α0 (k) =

∫ 1

0

B2k (t) dt =
1

2π

∫ 2π

0

gk (x) dx

∀n ≥ 1, αn (k) =
1

π

∫ 2π

0

gk (x) cos (nx) dx,

∀n ≥ 1, βn (k) =
1

π

∫ 2π

0

gk (x) sin (nx) dx

c’est-à-dire que les réels αn (k) pour n ≥ 0 et βn (k) pour n ≥ 1 sont les coefficients de
Fourier de la fonction gk. Comme cette fonction est paire, on a nécessairement βn (k) = 0
pour tout n ≥ 1.

6. Pour k ≥ 1 la fonction gk étant continue et de classe C1 par morceaux sur R (et même
de classe C1 sur R pour k ≥ 2), le théorème de Dirichlet nous dit que sa série de Fourier
converge normalement vers gk sur R, ce qui donne le résultat annoncé.

7. On a pour k ≥ 1 :

α0 (k) =

∫ 1

0

B2k (t) dt =

∫ 1

0

B′
2k+1 (t) dt = B2k+1 (1)−B2k+1 (0) = 0.

8. Pour k ≥ 1 et n ≥ 1, une intégration par parties donne :

αn (k)

2
=

∫ 1

0

B2k (t) cos (2πnt) dt

=

[
B2k (t)

sin (2πnt)

2πn

]1

0

−
∫ 1

0

B′
2k (t)

sin (2πnt)

2πn
dt

= − 1

2πn

∫ 1

0

B2k−1 (t) sin (2πnt) dt

et une deuxième intégration par parties donne :

αn (k)

2
= − 1

2πn

([
−B2k−1 (t)

cos (2πnt)

2πn

]1

0

+

∫ 1

0

B′
2k−1 (t)

cos (2πnt)

2πn
dt

)

=
1

(2πn)2

(
B2k−1 (1)−B2k−1 (0)−

∫ 1

0

B2(k−1) (t) cos (2πnt) dt

)

Pour k = 1, cela donne :

αn (1)

2
=

1

(2πn)2

(
B1 (1)−B1 (0)−

∫ 1

0

cos (2πnt) dt

)
=

1

(2πn)2

soit αn (1) =
2

(2πn)2 .

9. Pour k ≥ 2, on a B2k−1 (1) = B2k−1 (0) et le calcul précédent donne :

αn (k) = − 1

(2πn)2αn (k − 1) .
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10. Par récurrence sur k ≥ 1, on déduit que :

αn (k) = (−1)k+1 2

(2πn)2k
.

Pour k = 1, c’est vérifié et en supposant le résultat acquis au rang k − 1 ≥ 1, on a :

αn (k) = − 1

(2πn)2 (−1)k 2

(2πn)2(k−1)
= (−1)k+1 2

(2πn)2k
.

11. L’identité (21.2) pour x = 0 nous donne :

b2k = B2k (0) = gk (0) =
+∞∑
n=0

αn (k) =
2 (−1)k+1

(2π)2k

+∞∑
n=0

1

n2k

soit :

ζ (2k) = (−1)k+1 b2k (2π)2k

2
.

12. Pour k = 1 et k = 2, on a b2 =
1

12
, b4 = − 1

720
et :

ζ (2) =
+∞∑
n=0

1

n2
=

1

12

4π2

2
=

π2

6
,

ζ (4) =
+∞∑
n=0

1

n4
=

1

720

16π4

2
=

π4

90
.

– III – Application au calcul de
n∑

k=1

kp

1. L’application ϕ : P 7→
∫ 1

0

P (x) dx est une forme linéaire non nul sur Rp+1 [X] et son

noyau, qui n’est autre que Ep+1, est un sous-espace vectoriel de Rp+1 [X] de dimension
(p + 2)− 1 = p + 1.

2. On a ∆ (1) = 0 et pour tout entier k ≥ 1 :

∆
(
Xk

)
= (X + 1)k −Xk =

k∑
j=0

Cj
kX

j −Xk =
k−1∑
j=0

Cj
kX

j

est un polynôme de degré k− 1. Il en résulte que ∆ est une application de Rp+1 [X] dans
Rp [X] . On vérifie facilement que ∆ est linéaire, elle réalise donc un morphisme d’espaces
vectoriels de Ep+1 dans Rp [X] . Dire que P ∈ Rp+1 [X] est dans le noyau de ∆ signifie
que P (X + 1) = P (X) . On a alors P (1) = P (0) et par récurrence P (n) = P (0) pour
tout entier n ≥ 0, ce qui entraîne que le polynôme P (X)−P (0) a une infinité de racines
et c’est nécessairement le polynôme nul. Le noyau de ∆ : Rp+1 [X] → Rp [X] est donc
formé des polynômes constants, soit ker (∆) = R, en identifiant l’ensemble des polynômes
constants à R.
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3. Le noyau de la restriction de ∆ à Ep+1 est Ep+1 ∩ ker (∆) = {0} puisque P = λ ∈
Ep+1 ∩ ker (∆) entraîne λ =

∫ 1

0

P (x) dx = 0. L’application ∆ est donc injective de Ep+1

dans Rp [X] et c’est un isomorphisme puisque ces deux espaces sont de même dimension
égale à p + 1.

4. Comme ∆ est bijective de Ep+1 sur Rp [X] , il existe un unique P ∈ Ep+1 tel que ∆ (P ) =
Xp

p!
. Il suffit donc de montrer que Bp+1 convient (on a déjà vu dans la première partie

que Bp+1 est de degré p + 1 et que
∫ 1

0

Bp+1 (x) dx = 0). Pour ce faire, on procède par

récurrence sur p ≥ 0.

Pour p = 0, on a B1 (X) = X − 1

2
et :

∆ (B1) = B1 (X + 1)−B1 (X) = 1 =
X0

0!
.

En supposant le résultat acquis au rang p ≥ 0, on peut écrire, pour tout réel x, que :

∆ (Bp+2) (x) =

∫ x+1

x

B′
p+2 (t) dt =

∫ x+1

x

Bp+1 (t) dt

=

∫ x+1

0

Bp+1 (t) dt−
∫ x

0

Bp+1 (t) dt

avec : ∫ x+1

0

Bp+1 (t) dt =

∫ 1

0

Bp+1 (t) dt +

∫ x+1

1

Bp+1 (t) dt

=

∫ x+1

1

Bp+1 (t) dt =

∫ x

0

Bp+1 (u + 1) du

ce qui donne, en utilisant l’hypothèse de récurrence :

∆ (Bp+2) (x) =

∫ x

0

(Bp+1 (t + 1)−Bp+1 (t)) dt =

∫ x

0

tp

p!
dt =

xp+1

(p + 1)!
.

On a donc bien ∆ (Bp+2) =
Xp+1

(p + 1)!
.

5. On a donc pour tout entier p ≥ 1 et tout réel x :

Bp+1 (x + 1)−Bp+1 (x) =
xp

p!
.

En prenant pour x les valeurs entières successives k = 0, 1, · · · , n−1, n, où n est un entier
naturel non nul, on a :

Bp+1 (k + 1)−Bp+1 (k) =
kp

p!
(0 ≤ k ≤ n)

et en sommant toutes ces égalités, il vient :

Bp+1 (n + 1)−Bp+1 (0) =
n∑

k=1

(Bp+1 (k + 1)−Bp+1 (k)) =
n∑

k=1

kp

p!

ou encore :
n∑

k=1

kp = p! (Bp+1 (n + 1)− bp+1) .
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6. Pour p = 1, 2, 3, on a :




B2 (n + 1)− b2 =
(n + 1)2

2
− n + 1

2
=

n (n + 1)

2

B3 (n + 1)− b3 =
(n + 1)3

6
− (n + 1)2

4
+

n + 1

12
=

n (n + 1) (2n + 1)

12

B4 (n + 1)− b4 =
(n + 1)4

24
− (n + 1)3

12
+

(n + 1)2

24
=

n2 (n + 1)2

24

et : 



n∑

k=1

k =
n (n + 1)

2
n∑

k=1

k2 =
n (n + 1) (2n + 1)

6

n∑

k=1

k3 =
n2 (n + 1)2

4
=

(
n∑

k=1

k

)2
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Une formule sommatoire d’Euler

22.1 Énoncé
L’évaluation asymptotique des sommes partielles de certaines séries numériques utilise sou-

vent la comparaison à une intégrale impropre. La formule de sommation étudiée avec ce pro-
blème permet d’obtenir une expression exacte de l’erreur d’approximation.

Pour tout réel x, on désigne par [x] la partie entière de x. On rappelle que c’est l’entier relatif
défini par ;

[x] ≤ x < [x] + 1.

1. Soit f une fonction de classe C1, à valeurs réelles et définie sur un intervalle réel [p, q + 1] ,
où p, q sont deux entiers naturels tels que p < q.

(a) Montrer que :

q∑

k=p+1

f (k) = qf (q + 1)− pf (p)−
∫ q+1

p

[t] f ′ (t) dt. (22.1)

(b) Montrer que :
∫ q+1

p

f (t) dt = (q + 1) f (q + 1)− pf (p)−
∫ q+1

p

tf ′ (t) dt. (22.2)

(c) Montrer que :

q+1∑

k=p+1

f (k) =

∫ q+1

p

f (t) dt +

∫ q+1

p

(t− [t]) f ′ (t) dt. (22.3)

2. Montrer que pour tout réel s strictement positif, l’intégrale :

I (s) =

∫ +∞

1

t− [t]

ts+1
dt

est convergente et que pour tout entier naturel non nul n, on a :
∫ +∞

n

t− [t]

ts+1
dt ≤ s

ns
.

387
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3. Montrer que :
n∑

k=1

1

k
= ln (n) + γ + O

(
1

n

)
,

où γ est la constante d’Euler définie par :

γ = 1−
∫ +∞

1

t− [t]

t2
dt = lim

n→+∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln (n)

)

(on a γ = 0.577 215 664 9...).
4. Montrer que pour tout réel s strictement positif et différent de 1, on a :

n∑

k=1

1

ks
=

1

1− s

1

ns−1
+ γ (s) + O

(
1

ns

)
,

où γ (s) est la constante définie par :

γ (s) =
s

s− 1
− s

∫ +∞

1

t− [t]

ts+1
dt = lim

n→+∞

(
n∑

k=1

1

ks
− 1

1− s

1

ns−1

)
.

22.2 Solution
1.

(a) On a :

∫ q+1

p

[t] f ′ (t) dt =

q∑

k=p

∫ k+1

k

kf ′ (t) dt =

q∑

k=p

k (f (k + 1)− f (k))

= qf (q + 1)− pf (p)−
q∑

k=p+1

f (k) .

(b) Une intégration par parties donne :
∫ q+1

p

f (t) dt = [tf (t)]q+1
p −

∫ q+1

p

tf ′ (t) dt

= (q + 1) f (q + 1)− pf (p)−
∫ q+1

p

tf ′ (t) dt

(c) En faisant (22.1)− (22.2) , on obtient :

q∑

k=p+1

f (k) =

∫ q+1

p

f (t) dt +

∫ q+1

p

(t− [t]) f ′ (t) dt− f (q + 1) ,

soit :
q+1∑

k=p+1

f (k) =

∫ q+1

p

f (t) dt +

∫ q+1

p

(t− [t]) f ′ (t) dt.
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2. Pour tout réel t > 1, on a 0 ≤ t− [t]

ts+1
≤ 1

ts+1
et la convergence de l’intégrale impropre

∫ +∞

1

1

ts+1
dt pour s > 0 entraîne celle de

∫ +∞

1

t− [t]

ts+1
dt. De plus, pour tout n ≥ 1, on a :

0 ≤
∫ +∞

n

t− [t]

ts+1
dt ≤

∫ +∞

n

1

ts+1
dt =

1

s

1

ns
.

3. On désigne par f la fonction définie sur R+,∗ par f (t) =
1

t
. La formule (22.3) appliquée

à cette fonction f sur l’intervalle [1, n] (p = 1, q = n− 1) donne :

n∑

k=2

1

k
=

∫ n

1

dt

t
−

∫ n

1

t− [t]

t2
dt

ce qui peut encore s’écrire :

n∑

k=1

1

k
= ln (n) + 1−

∫ +∞

1

t− [t]

t2
dt +

∫ +∞

n

t− [t]

t2
dt.

En notant γ = 1−
∫ +∞

1

t− [t]

t2
dt cela s’écrit :

n∑

k=1

1

k
= ln (n) + γ +

∫ +∞

n

t− [t]

t2
dt

et avec
∫ +∞

n

t− [t]

t2
dt ≤ 1

n
, on a bien :

n∑

k=1

1

k
= ln (n) + γ + O

(
1

n

)

et γ = lim
n→+∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln (n)

)
.

4. On désigne, pour s > 0 et s 6= 1, par f la fonction définie sur R+,∗ par f (t) =
1

ts
. La

formule (22.3) appliquée à cette fonction f sur l’intervalle [1, n] (p = 1, q = n−1) donne :

n∑

k=2

1

ks
=

∫ n

1

dt

ts
− s

∫ n

1

t− [t]

ts+1
dt

ce qui peut encore s’écrire :

n∑

k=1

1

ks
=

1

1− s

(
1

ns−1
− 1

)
+ 1− s

∫ +∞

1

t− [t]

ts+1
dt + s

∫ +∞

n

t− [t]

ts+1
dt.

En notant :

γ (s) = 1− 1

1− s
− s

∫ +∞

1

t− [t]

ts+1
dt =

s

s− 1
− s

∫ +∞

1

t− [t]

ts+1
dt,
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cela s’écrit :
n∑

k=1

1

ks
=

1

1− s

1

ns−1
+ γ (s) + s

∫ +∞

n

t− [t]

ts+1
dt

et avec s

∫ +∞

n

t− [t]

ts+1
dt ≤ 1

ns
, on a bien :

n∑

k=1

1

ks
=

1

1− s

1

ns−1
+ γ (s) + O

(
1

ns

)

et γ (s) = lim
n→+∞

(
n∑

k=1

1

ks
− 1

1− s

1

ns−1

)
.

Pour s > 1, on a lim
n→+∞

1

ns−1
= 0 et :

γ (s) = lim
n→+∞

n∑

k=1

1

ks
=

+∞∑
n=1

1

ns
= ζ (s) ,

où ζ désigne la fonction dzéta de Riemann. On a donc, pour s > 1 :

n∑

k=1

1

ks
=

1

1− s

1

ns−1
+ ζ (s) + O

(
1

ns

)
.

Par exemple, pour s = 2, on a ζ (2) =
π2

6
et :

n∑

k=1

1

k2
=

π2

6
− 1

n
+ O

(
1

n2

)
.
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Un problème sur les séries

23.1 Énoncé

Soit f : R → R telle que pour toute série réelle convergente
+∞∑
n=0

un, la série
+∞∑
n=0

f (un) est

encore convergente.
On se propose de montrer qu’il existe alors un voisinage ouvert de 0 sur lequel f est linéaire.

1. Montrer que f (0) = 0.

2. Montrer que f est continue en 0.

3. On suppose, pour cette question seulement, que la fonction f est paire. Montrer qu’il
existe un réel δ > 0 tel que :

∀x ∈ ]−δ, δ[ , f (x) = 0,

c’est-à-dire que sur un voisinage ouvert de 0, la fonction f est identiquement nulle.
4. On revient maintenant au cas général. Montrer qu’il existe un réel δ1 > 0 tel que f soit

impaire sur ]−δ1, δ1[ .

5. Montrer qu’il existe un réel δ > 0 tel que :

∀ (x, y) ∈ ]−δ, δ[2 , f (x + y) = f (x) + f (y) .

6. On se fixe un réel δ > 0 comme dans la question précédente.

(a) Montrer que si x est un réel et n un entier naturel tels que 2nx soit dans ]−δ, δ[ ,
alors f (2nx) = 2nf (x) .

(b) Montrer qu’on peut définir une fonction g : R→ R par :

∀x ∈ R, g (x) = 2nf
( x

2n

)

où, pour x donné dans R, n est un entier naturel tel que
x

2n
∈ ]−δ, δ[ .

(c) Montrer qu’il existe un réel α tel que g (x) = αx pour tout x ∈ R.

(d) En déduire que f (x) = αx pour tout x ∈ ]−δ, δ[ .

7. Ce résultat est-il encore vrai pour f transformant toute série absolument convergente en
série convergente.
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23.2 Solution

1. En considérant la série
+∞∑
n=0

un ou (un)n∈N est la suite constante égale à 0, on déduit que

la série
∑

f (0) est convergente et nécessairement f (0) = 0.

2. Dire que f n’est pas continue en 0 signifie, compte tenu de f (0) = 0, qu’il existe un réel
ε > 0 tel que :

∀η > 0, ∃x ∈ ]−η, η[ | |f (x)| > ε.

Prenant pour η les valeurs successives η =
1

n2
, on construit une suite réelle (un)n≥1 telle

que :

∀n ≥ 1, |un| ≤ 1

n2
, |f (un)| > ε.

Mais dans ce cas on obtient alors une série
+∞∑
n=1

un absolument convergente telle que la série
∑

f (un) soit divergente (les inégalités |f (un)| > ε nous disent que la suite (f (un))n≥1

ne peut pas converger vers 0), ce qui est contraire à l’hypothèse de départ.
3. Supposons le contraire, soit compte tenu de la parité de f avec f (0) = 0, que :

∀δ > 0, ∃x ∈ ]0, δ[ , f (x) 6= 0.

Prenant pour η les valeurs successives η =
1

n
, on construit une suite réelle (xn)n≥1 telle

que :

∀n ≥ 1, 0 < xn <
1

n
, f (xn) 6= 0.

On associe à cette suite une suite d’entiers naturels non nuls (pn)n≥1 telle que :

∀n ≥ 1, pn |f (xn)| ≥ 1

(c’est possible puisque R est archimédien).
On définit alors la suite u = (un)n≥1 par :

u = (x1,−x1, · · · , x1,−x1, x2,−x2, · · · , x2,−x2, · · · , xk,−xk, · · · , xk,−xk, · · · )
où, pour tout k ≥ 1, le couple (xk,−xk) est répété pk fois.
En désignant par (Sn)n≥1 la suite des sommes partielles de la série

∑
un, on a alors :

Sn =

{
0 si n = 2r
xqr si r = 2r + 1

avec lim
r→+∞

qr = +∞, ce qui entraîne, compte tenu de 0 < xqr <
1

qr

que lim
r→+∞

xqr = 0 et

lim
n→+∞

Sn = 0, c’est-à-dire que la série
∑

un est convergente.

Mais, pour ce qui est de la série
∑

f (un) , compte tenu de la parité de f, en désignant
par (Tn)n≥1 la suite des sommes partielles de cette série, on a :

∣∣T2(p1+···+pk+1) − T2(p1+···+pk)

∣∣ = 2pk+1 |f (xk+1)| ≥ 2.

Mais la convergence de la série
∑

f (un) vers un réel T nous dit que la suite
(
Tϕ(k)

)
n≥1

=(
T2(p1+···+pk)

)
k≥1

extraite de la suite (Tn)n≥1 doit aussi converger vers T et la suite(
Tϕ(k+1) − Tϕ(k)

)
n≥1

doit alors converger vers 0, ce qui est incompatible avec les inégalités∣∣Tϕ(k+1) − Tϕ(k)

∣∣ ≥ 2.
En définitive, f est identiquement nulle sur un voisinage ouvert de 0.
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4. La fonction g définie sur R par g (x) = f (x) + f (−x) est paire et vérifie las mêmes
hypothèses que f, elle est donc identiquement nulle sur un voisinage ouvert ]−δ1, δ1[ de 0
et sur ce voisinage, f est impaire.

5. Supposons le contraire. On construit alors deux suites réelles (xn)n≥1 et (yn)n≥1 à valeurs
dans ]−δ1, δ1[ et de limite nulle telles que :

∀n ≥ 1, αn = |f (xn + yn)− f (xn)− f (yn)| 6= 0.

On associe à ces suites une suite d’entiers naturels non nuls (pn)n≥1 telle que :

∀n ≥ 1, pnαn ≥ 1

et on définit la suite u = (un)n≥1 par :

u = (x1 + y1,−x1,−y1, · · · , x1 + y1,−x1,−y1,

x2 + y2,−x2,−y2, · · · , x2 + y2,−x2,−y2,

· · · , xk + yk,−xk,−yk, · · · , xk + yk,−xk,−yk, · · · )
où, pour tout k ≥ 1, le triplet (xk + yk,−xk,−yk) est répété pk fois.
En désignant par (Sn)n≥1 la suite des sommes partielles de la série

∑
un, on a alors :

Sn =





0 si n = 3r
xqr + yqr si r = 3r + 1
yqr si r = 3r + 2

avec lim
r→+∞

qr = +∞, ce qui entraîne, compte tenu de lim
n→+∞

xn = 0 et lim
n→+∞

yn = 0 et

lim
n→+∞

Sn = 0, c’est-à-dire que la série
∑

un est convergente.

Mais, pour ce qui est de la série
∑

f (un) , compte tenu de l’imparité de f, en désignant
par (Tn)n≥1 la suite des sommes partielles de cette série, on a :

∣∣T3(p1+···+pk+1) − T3(p1+···+pk)

∣∣ = 3pk+1αk+1 ≥ 3.

Mais la convergence de la série
∑

f (un) vers un réel T nous dit que la suite
(
Tϕ(k)

)
n≥1

=(
T3(p1+···+pk)

)
k≥1

extraite de la suite (Tn)n≥1 doit aussi converger vers T et la suite(
Tϕ(k+1) − Tϕ(k)

)
n≥1

doit alors converger vers 0, ce qui est incompatible avec les inégalités∣∣Tϕ(k+1) − Tϕ(k)

∣∣ ≥ 3.
En définitive, on a le résultat souhaité avec δ ∈ ]0, δ1[ .

6.

(a) On procède par récurrence sur n ≥ 0 à x fixé.
Pour n = 0 c’est clair.
En supposant le résultat acquis au rang n − 1 ≥ 0, si 2nx ∈ ]−δ, δ[ , alors 2n−1x ∈
]−δ, δ[ et :

f (2nx) = f
(
2n−1x + 2n−1x

)
= 2f

(
2n−1x

)
= 2nf (x) .

(b) Si m > n sont deux entiers naturels tel que
x

2n
et

x

2m
soient dans ]−δ, δ[ , alors :

2nf
( x

2n

)
= 2nf

(
2m−n x

2m

)
= 2n2m−nf

( x

2m

)
= 2mf

( x

2m

)
.

La fonction g est donc bien définie (i. e. la définition de g (x) ne dépend pas du choix
de l’entier n tel que

x

2n
∈ ]−δ, δ[).
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(c) La fonction g coïncide avec f sur ]−δ, δ[ , elle est donc continue en 0 avec g (0) = 0.

Pour x, y dans R et n dans N tel que
x

2n
et

y

2n
soient dans

]
−δ

2
,
δ

2

[
, les trois réels

x

2n
,

y

2n
et

x + y

2n
sont dans ]−δ, δ[ et :

g (x + y) = 2nf
( x

2n
+

y

2n

)
= 2nf

( x

2n

)
+ 2nf

( y

2n

)
=

= g (x) + g (y) .

La fonction g est donc une fonction continue en un point (en 0) et vérifiant l’équation
fonctionnelle de Cauchy g (x + y) = g (x) + g (y) sur R, on sait alors que c’est
nécessairement une fonction linéaire définie par g (x) = αx.
Comme f = g sur ]−δ, δ[ , on a bien le résultat souhaité.

7. La fonction f définie par f (x) = x2 transforme toute série absolument convergente
∑

un

en série convergente puisque |un|2 ≤ |un| pour n assez grand. Le résultat n’est donc plus
valable.



24

Limite supérieure et limite inférieure

24.1 Énoncé
Soit (un)n∈N une suite réelle bornée. Pour tout n ∈ N, on pose :

vn = sup
p≥n

up, wn = inf
p≥n

up.

1. Justifier la définition des suites (vn)n∈N et (wn)n∈N .

2. Montrer que la suite (vn)n∈N est décroissante minorée et la suite (wn)n∈N croissante ma-
jorée. On en déduit que ces deux suites sont convergentes et on note





lim sup
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn,

lim inf
n→+∞

un = lim
n→+∞

wn,

ces limites étant respectivement appelées la limite supérieure et la limite inférieure de la
suite (un)n∈N . On les note aussi parfois lim

n→+∞
(un) et lim

n→+∞
(un) .

On a donc : 



`1 = lim inf
n→+∞

un = sup
n∈N

(
inf
p≥n

up

)
,

`2 = lim sup
n→+∞

un = inf
n∈N

(
sup
p≥n

up

)
.

3. Montrer que `1 et `2 sont des valeurs d’adhérence de la suite (un)n∈N .

4. Montrer que pour toute valeur d’adhérence ` de la suite (un)n∈N , on a

`1 ≤ ` ≤ `2.

C’est-à-dire que `2 = lim sup
n→+∞

un est plus grande valeur d’adhérence et `1 = lim inf
n→+∞

un la

plus petite valeur d’adhérence de la suite bornée (un)n∈N .

5. Montrer que la suite (un)n∈N converge si, et seulement si, lim inf
n→+∞

un = lim sup
n→+∞

un.

6. On suppose pour cette question que (un)n∈N est une suite à valeurs réelles positives.
Montrer que si la suite

(
n
√

un

)
n∈N n’est pas majorée, alors la série

∑
un est divergente,

sinon elle est convergente pour lim sup
n→+∞

n
√

un < 1 et divergente pour lim sup
n→+∞

n
√

un > 1

(théorème de Cauchy).

395
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7. Déduire de la question précédente que le rayon de convergence de la série entière
∑

anzn

est :
R =

1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

avec lim sup
n→+∞

n
√
|an| = +∞ si la suite

(
n
√
|an|

)
n∈N

n’est pas majorée.

24.2 Solution
1. La suite (un)n∈N étant bornée, il en est de même des ensembles En = {up | p ≥ n} pour

tout n ∈ N et en conséquence En admet une borne supérieure vn et une borne inférieure
wn et on a :

wn = inf (En) ≤ vn = sup (En) .

2. La suite (un)n∈N étant bornée, en notant m = inf
n∈N

un et M = sup
n∈N

un, on a :

∀n ∈ N, ∀p ≥ n, m ≤ up ≤ M,

c’est-à-dire que, pour tout n ∈ N, m est un minorant de En et M un majorant de En, ce
qui entraîne :

∀n ∈ N, m ≤ wn = inf (En) ≤ vn = sup (En) ≤ M

Les suites (vn)n∈N et (wn)n∈N sont donc bornées.
En écrivant, pour tout n ∈ N, que :

En+1 ⊂ En = {un} ∪ En+1,

on déduit que : {
wn = inf (En) ≤ wn+1 = inf (En+1)
vn+1 = sup (En+1) ≤ vn = sup (En)

c’est-à-dire que (vn)n∈N est décroissante et (wn)n∈N croissante. Comme ces suites sont
bornées, elles sont alors convergentes.

3. De `1 = sup
n∈N

(wn) avec (wn)n∈N croissante, on déduit que pour tout réel ε > 0 il existe un

entier nε tel que :
∀n ≥ nε, `1 − ε < wn = inf

p≥n
up ≤ `1

et par définition de la borne inférieure, pour tout n ≥ nε, il existe un entier p ≥ n tel
que :

wn ≤ up < wn + ε ≤ `1 + ε.

On a donc montré que pour tout réel ε > 0 et tout entier n ∈ N, il existe un entier p ≥ n
tel que :

`1 − ε < up < `1 + ε

(pour ε donné, on a soit n ≥ nε et on trouvé un tel entier p ≥ n, soit 0 ≤ n < nε et on
prend alors p qui correspond à nε). On peut alors extraire de (un)n∈N une sous-suite qui
converge vers `1 en procédant comme suit : prenant ε = 1 et n = 0, on a p = ϕ (0) ≥ 0

tel que `1− 1 < uϕ(0) < `1 +1, puis pour ε =
1

2
et n = ϕ (0)+1 on a p = ϕ (1) > ϕ (0) tel

que `1− 1

2
< uϕ(1) < `1 +

1

2
et continuant ainsi de suite on construit une suite strictement
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croissante d’entiers naturels (ϕ (n))n∈N telle que `1 − 1

n + 1
< uϕ(n) < `1 +

1

n + 1
(les

entiers ϕ (0) < · · · < ϕ (k) étant construit en prenant ε =
1

k + 2
et n = ϕ (k) + 1 on

obtient ϕ (k + 1)). On a alors lim
n→+∞

uϕ(n) = `1.

On montre de manière analogue que `2 est valeur d’adhérence de (un)n∈N .

4. Soit ` = lim
n→+∞

uϕ(n) une valeur d’adhérence de (un)n∈N où (ϕ (n))n∈N est une suite stricte-

ment croissante d’entiers naturels (l’existence de valeurs d’adhérence d’une suite bornée
est assurée par le théorème de Bolzano-Weierstrass). En passant à la limite dans l’enca-
drement :

∀n ∈ N, wϕ(n) ≤ uϕ(n) ≤ vϕ(n),

on obtient l’encadrement `1 ≤ ` ≤ `2.
Dans le cas où la suite (un)n∈N n’est pas bornée, soit elle n’est pas majorée et +∞ est
valeur d’adhérence, soit elle n’est pas minorée et −∞ est valeur d’adhérence. Donc une
suite réelle a toujours des valeurs d’adhérence dans R et on peut définir sa limite supérieure
[resp. inférieure] dans R comme la plus grand [resp. petite] de ses valeurs d’adhérence.

5. Si la suite (un)n∈N est convergente, sa limite ` est l’unique valeur d’adhérence et `1 = `2.
Réciproquement, si `1 = `2, toute valeur d’adhérence de (un)n∈N étant comprise entre `1

et `2, il ne peut y en avoir qu’une et comme (un)n∈N est bornée, elle est nécessairement
convergente (théorème 3.20).

6. Si
(

n
√

un

)
n∈N n’est pas majorée, on aura alors n

√
un > 1 pour une infinité d’indices n, donc

aussi un > 1 pour ces indices et la série
∑

un est divergente puisque la suite (un)n∈N ne
peut converger vers 0.
Si elle est majorée, elle est alors bornée puisque positive et on peut définir sa limite
supérieure ` (en fait dans le cas où la suite n’est pas majorée sa limite supérieure est
+∞).

Supposons ` = lim
n→+∞

(
sup
p≥n

p
√

up

)
< 1. On peut alors trouver un entier λ tel que ` < λ < 1

et un entier n0 tel que :
∀n ≥ n0, ` ≤ sup

p≥n

p
√

up ≤ λ

ce qui entraîne que :
∀n ≥ n0, 0 ≤ n

√
un ≤ λ

et revient à dire que :
∀n ≥ n0, 0 ≤ un ≤ λn.

Le corollaire 6.9 nous dit alors que la série
∑

un est convergente comme la série géomé-
trique

∑
λn.

Supposons ` = lim
n→+∞

(
sup
p≥n

p
√

up

)
> 1. On peut alors trouver un entier λ tel que 1 < λ < `

et un entier n0 tel que :
∀n ≥ n0, vn = sup

p≥n

p
√

up > λ.

Par définition de la borne supérieure, on peut trouver pour tout entier n ≥ n0 un entier
pn ≥ n tel que 1 < λ < pn

√
upn ≤ vn et on aura upn > 1 pour cet entier pn ≥ n. Dans une

telle situation la suite (un)n∈N ne peut converger vers 0 et la série
∑

un est divergente.



398 Limite supérieure et limite inférieure

7. Si la suite
(

n
√
|an|

)
n∈N

n’est pas majorée, il en est de même de
(

n
√
|anzn|

)
n∈N

pour tout

z ∈ C∗ et la série
∑ |anz

n| est divergente. On a donc R = 0 =
1

+∞ =
1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

dans ce cas.
Si

(
n
√
|an|

)
n∈N

est majorée, il en est de même de
(

n
√
|anzn|

)
n∈N

pour tout z ∈ C∗ et la sé-

rie
∑ |anzn| est convergente pour lim sup

n→+∞
|z| n

√
|an| < 1 et divergente pour lim sup

n→+∞
|z| n

√
|an| >

1, ce qui revient à dire que
∑ |anzn| est convergente pour |z| <

1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

et diver-

gente pour |z| > 1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

. On a donc bien R =
1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

.



25

Calculs du nombre π

25.1 Énoncé
On se propose de montrer que :

+∞∑
n=0

(
4

8n + 1
− 2

8n + 4
− 1

8n + 5
− 1

8n + 6

)
1

16n
= π.

1. Justifier la convergence de cette série. On notera S sa somme.
2. Montrer que, pour tout entier naturel non nul q, on a :

+∞∑
n=0

1

8n + q

1

16n

(
1√
2

)q

=

∫ 1√
2

0

tq−1

1− t8
dt.

3. Montrer que :

S = 4
√

2

∫ 1√
2

0

1

1 + t4
dt− 8

∫ 1√
2

0

t3

(1− t2) (1 + t4)
dt.

4. Montrer que : ∫ 1√
2

0

1

1 + t4
dt =

1

2
√

2

(
1

2
ln (5) + arctan (2)

)
.

5. Montrer que : ∫ 1√
2

0

t3

(1− t2) (1 + t4)
dt =

1

8
ln (2)− 1

4
arctan

(
1

2

)
.

6. Conclure.

25.2 Solution

1. La terme général est majoré en valeur absolue par
8

16n
, la série géométrique

∑ (
1

16

)n

étant convergente.
2. On a :

tq−1

1− t8
=

+∞∑
n=0

t8n+q−1

399
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la convergence étant uniforme sur
[
0,

1√
2

]
, ce qui donne :

∫ 1√
2

0

tq−1

1− t8
dt =

+∞∑
n=0

∫ 1√
2

0

t8n+q−1dt =
+∞∑
n=0

1

8n + q

(
1√
2

)8n+q

=
+∞∑
n=0

1

8n + q

1

16n

(
1√
2

)q

3. Prenons pour valeurs successives de q, 1, 4, 5 et 6, on a :

+∞∑
n=0

1

8n + 1

1

16n

1√
2

=

∫ 1√
2

0

1

1− t8
dt

+∞∑
n=0

1

8n + 4

1

16n

(
1√
2

)4

=
1

4

+∞∑
n=0

1

8n + 4

1

16n
=

∫ 1√
2

0

t3

1− t8
dt

+∞∑
n=0

1

8n + 5

1

16n

(
1√
2

)5

=
1

4
√

2

+∞∑
n=0

1

8n + 5

1

16n
=

∫ 1√
2

0

t4

1− t8
dt

+∞∑
n=0

1

8n + 6

1

16n

(
1√
2

)6

=
1

8

+∞∑
n=0

1

8n + 6

1

16n
=

∫ 1√
2

0

t5

1− t8
dt

et la série qui nous intéresse vaut
∫ 1√

2

0

f (t) dt où on a posé :

f (t) =
(
4
√

2− 8t3 − 4
√

2t4 − 8t5
) 1

1− t8

=
4
√

2 (1− t4)− 8t3 (1 + t2)

(1− t2) (1 + t2) (1 + t4)

=
4
√

2

1 + t4
− 8t3

(1− t2) (1 + t4)

4. On a :
1 + t4 =

(
1 + t2

)2 − 2t2 =
(
1−

√
2t + t2

)(
1 +

√
2t + t2

)

et la décomposition en éléments simples :

1

1 + t4
=

at + b

1−√2t + t2
+

ct + d

1 +
√

2t + t2
.

Par parité et unicité de la décomposition, on a c = −a et d = b. Prenant t = 0, on a

1 = 2b, soit b =
1

2
, puis t = i, donne

1

2
= −ai + b√

2i
+
−ai + b√

2i
= −√2a et a = − 1

2
√

2
. Ce

qui donne :

∫ 1√
2

0

1

1 + t4
dt =

1

2
√

2

(∫ 1√
2

0

t +
√

2

1 +
√

2t + t2
dt−

∫ 1√
2

0

t−√2

1−√2t + t2
dt

)
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avec :
∫ 1√

2

0

t +
√

2

1 +
√

2t + t2
dt =

1

2

∫ 1√
2

0

2t +
√

2

1 +
√

2t + t2
dt +

√
2

2

∫ 1√
2

0

1

1 +
√

2t + t2
dt

=
1

2

[
ln

(
1 +

√
2t + t2

)] 1√
2

0
+

√
2

2

∫ 1√
2

0

1(
t +

√
2

2

)2

+
1

2

dt

=
1

2

[
ln

(
1 +

√
2t + t2

)] 1√
2

0
+
√

2

∫ 1√
2

0

1(√
2t + 1

)2
+ 1

dt

=
1

2

[
ln

(
1 +

√
2t + t2

)] 1√
2

0
+

[
arctan

(√
2t + 1

)] 1√
2

0

=
1

2
ln

(
5

2

)
+ arctan (2)− π

4

et :
∫ 1√

2

0

t−√2

1−√2t + t2
dt =

1

2

∫ 1√
2

0

2t−√2

1−√2t + t2
dt−

√
2

2

∫ 1√
2

0

1

1−√2t + t2
dt

=
1

2

[
ln

(
1−

√
2t + t2

)] 1√
2

0
−
√

2

2

∫ 1√
2

0

1(
t−

√
2

2

)2

+
1

2

dt

=
1

2

[
ln

(
1−

√
2t + t2

)] 1√
2

0
−
√

2

∫ 1√
2

0

1(√
2t− 1

)2
+ 1

dt

=
1

2

[
ln

(
1−

√
2t + t2

)] 1√
2

0
−

[
arctan

(√
2t− 1

)] 1√
2

0

=
1

2
ln

(
1

2

)
+

π

4

En définitive :
∫ 1√

2

0

1

1 + t4
dt =

1

2
√

2

(
1

2
ln

(
5

2

)
+ arctan (2)− π

4
− 1

2
ln

(
1

2

)
+

π

4

)

=
1

2
√

2

(
1

2
ln (5) + arctan (2)

)

5. Le changement de variable x = t2 donne :

∫ 1√
2

0

t3

(1− t2) (1 + t4)
dt =

1

2

∫ 1
2

0

x

(1− x) (1 + x2)
dx

et la décomposition en éléments simples :

g (x) =
x

(1− x) (1 + x2)
=

a

1− x
+

cx + d

1 + x2
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avec a = lim
x→1

(1− x) g (x) =
1

2
, 0 = lim

x→+∞
xg (x) = −a + c, donc c = a et x = 0 donne

d = −a. On a donc :
∫ 1√

2

0

t3

(1− t2) (1 + t4)
dt =

1

4

∫ 1
2

0

1

1− x
+

x− 1

1 + x2
dx

=
1

4

(
ln (2) +

1

2
ln

(
5

4

)
− arctan

(
1

2

))

=
1

8
ln (5)− 1

4
arctan

(
1

2

)
.

6. En conclusion :

S = 4
√

2

(
1

2
√

2

(
1

2
ln (5) + arctan (2)

))
− 8

(
1

8
ln (5)− 1

4
arctan

(
1

2

))

= 2

(
arctan (2) + arctan

(
1

2

))
= 2

π

2
= π

en utilisant l’égalité arctan (x) + arctan

(
1

x

)
=

π

2
pour x > 0.

7. Cette série converge très vite vers π, par exemple, n = 20 donne (avec Maple) :
{

S w 3.141592653589793238462643383251
π w 3.141592653589793238462643383280

soit 28 décimales exactes.


