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Limites a I'infini1 d’une fonction

On garde les notations du chapitre précédent en supposant ici que a = —oo ou a = +00 est
adhérent a ’ensemble I, ce qui signifie que :

Vm e R, |—oco,m[NT # ()

ou :

VM € R, |M,+oo[N1 #

ce qui équivaut a dire que I est non minorée ou non majorée.
Dans la pratique I est un intervalle de la forme |—oo, m[ ou |M, +oo].

9.1 Limite finie en —0o0 ou +o0o d’une fonction
La définition d’une limite & I'infini prend alors la forme suivante.

Définition 9.1 On dit que la fonction f admet une limite finie quand x tend vers —oo [resp.
+oo/ dans I, s’il existe un réel ¢ tel que :

Ve>0,ImeR|(xeletx<m)=|f(x)—{ <e

[resp. Ye >0, IM eR|(z €l etx>M)=|f(x)—{] <ef

(on dit aussi que f (x) tend vers ¢ quand x tend vers —oo [resp. +oof dans I ).

Les deux derniéres inégalités peuvent étre strictes ou larges et il est parfois commode de se
limiter & m < 0 [resp. M > 0] sans que cela ne soit restrictif.

Pour a = +o00 et f définie sur N, on retrouve la définition de la convergence d’une suite
numérique.

Dire que f n’a pas de limite finie en —oo [resp. +oo| équivaut a dire que pour tout scalaire
¢ il existe un réel € > 0 tel que :

VmeR, Jxel|lxz<met |f(z)—L>¢

[resp. VM € R, 3x €I |z > M et |f(x) — (] > €.

Il est parfois commode de traduire la définition précédente, par exemple dans le cas ot
a = +00, sous la forme :

Ve >0, IM e R| Vo € |M,4o0[N1, |f(x)—{] <e
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186 Limites a 'infini d’une fonction

ou encore, pour f a valeurs réelles :
Ve>0, IM e R |Vz € |M, 4[N, f(z)€El—e,l+¢].

Comme dans le cas des limites finies, en utilisant I'inégalité triangulaire dans R ou C, on
montre que si f admet une limite £ en —oco [resp. +oc, alors cette limite est unique.
Onnote alors { = lim f(x) [resp. £ = 1ir+n f ()] ou plus simplement ¢/ = lim f (z) [resp.
r——00 T— 100

zel zel .
(= 1ir+n f (2)], le domaine de définition de la fonction f étant sous-entendu, cette limite. On
écrira aussi f (z) — £ [resp. f(x) = Z.
Exercice 9.1 Montrer que, pour tout entier n > 1, hril — =0.

r—-+oo "
Solution 9.1 Pour ¢ > 0 donné il existe un entier M > 7 est archimédien), ce qui
Ve
implique que pour tout x > M, on a |—| < — < e. On a donc bien lim — = 0.
" Mm z—+00 L™

n—-+00 T—+00

1\" 1\*
Exercice 9.2 En utilisant lim (1 + —) = e, montrer que lim <1 + —) =e.
n x
neN*

1 n
Solution 9.2 De lim (1 + —) = e, on déduit que :
n

n—-+00
neN*
. 1 n+1 . 1 n 1
lim (14— = lim (14— 1+—)=e
n—-4oo n n—-+4oo n n
neN* neN*

et :

. 1
lim (1 +
n—+00 n -+ 1
neN*

donc pour € > 0 donné, il existe un entier ng tel que :

1 n+1 1 n
(1+—) —e (1—1— ) —e’.
n n—+1

Pour x > ng + 1, en notant n = [z] la partie entiére de x, on a :

Vn > nyg, <e,

n<n<z<n-+l1

1 " 1\" 1\°
e—e< |1+ — < (14— <1+ -
n+1 T T
1 x 1 T 1 n+1
(1—|——> S(l—l——) <(1+—) <e+e
x n n

1 xX
‘v’x>M:n0—|—1,e—5<(1+—) <e+e.
x

et :

soit :

D’ou le résultat.
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Quitte a remplacer la fonction f par la fonction z +— f (—x), on peut se contenter d’étudier
les limites en 4-o00.

On peut aussi se limiter & I = ]a,+oo[ avec a > 0 et on a alors lir}ra f(x) = € si, et
T—1T00

1
seulement si, lim f (— = /.
x—0 x
Les résultats obtenus sur les limites finies en un point sont encore valables pour les limites
finies & l'infini.

Théoréme 9.1 S’il existe un réel £, un réel & et une fonction ¢ : J =1, +o00[ NI — R tels
que :

lim ¢(x)=0

r—+00

{ Vo e J, |f (x) = < ¢ (v)
alors xEIEm f(x)="¢

Démonstration. Pour tout réel € > 0 il existe un réel M tel que :
reJCletx>M=|f(x)—{l <yp(x)<e
ce qui donne le résultat annoncé. ]

Théoréme 9.2 Si f, g sont a valeurs réelles et s’il existe un réel 6 > 0 et deux fonction ¢ et
Y définies sur J =10,4+00[ NI et a valeurs réelles tels que :

alors lim f (z) = (.

T——+00

Démonstration. Pour tout réel € > 0 il existe un réel M tel que pour tout x € J C I tel
que x > M, on ait :
l—e<ip(z) < f(z)<p(@)<l+te

ce qui donne le résultat annoncé. ]

sin ()

Exercice 9.3 Montrer que lim =0.

Tr——400 €T

Si 1
in () < — pour x € R*.

]

Théoréme 9.3 Si f admet une limite finie quand x tend vers 4+o0, il existe alors un réel M
tel que la restriction de f a J = |M,4oo[ NI soit bornée.

Solution 9.3 Se déduit de

T

Démonstration. Si lim f(z) = ¢, il existe alors un réel M tel que, pour tout x dans

r——+00
|M,4o00[N 1, on ait :

@) =1(f(@) = O+ <|f (@) =+ 0] <1+l
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Théoréme 9.4 Supposons f a valeurs réelles et que lir}rl f(z)="¢.

1. Si £ >0 [resp. £ < 0] il existe alors un réel M tel que f(x) > 0 [resp. f(z) < 0] pour
tout x € M, +oo[ N I.

2. Sl existe un réel M tel que f(x) > 0 [resp. f(x) < 0] pour tout x € |M,4+o00[NI on a
alors £ > 0 [resp. £ < 0].

Démonstration.

12
1. Poure = 3 > 0 il existe un réel M tel que, pour tout = € |M, +oo[N1, on ait | f (z) — £ <
— et lors :
5 et on a alors

Vo € M, +oo[N 1, f(x)>€—§>§>0.

Pour ¢ < 0, on travaille avec — f.

2. Se déduit facilement du premier point.

Théoréme 9.5 La fonction f admet la limite ¢ quand x tend vers +oo si, et seulement si,
pour toute suite (uy),.y de points de I qui converge vers 400, la suite (f (un)),cn converge
vers L.

Démonstration. Si lim f(x) = ¢, alors pour tout réel ¢ > 0 il existe un réel M tel que
r—+00

x > M dans I entraine |f (x) — £| < € et si (up),y est une suite de points de I qui converge
vers +o0o, il existe alors un entier ng tel que u, > M pour tout n > ng, ce qui implique

|f (up) — €| <e. On a donc bien lim f(u,) =¢.

n—-+00
Pour la réciproque, on raisonne par l’absurde. Si f n’a pas de limite finie en +o00, pour tout

réel /, il existe alors un réel £ > 0 tel que pour tout entier n > 1 on peut trouver u,, € I tel que
U, >n et |f (u,) — €| > . On a donc ainsi une suite (u,), oy de points de I qui converge vers
+o00 pour laquelle la suite (f (uy)),cy De converge pas. [

Exercice 9.4 Montrer que la fonction définie sur R par f(z) = cos(z) pour tout x € R n'a
pas de limite en +00.

Solution 9.4 Si (uy,), -, est la suite définie dans R par u, = nm pour tout n > 1, on a alors

hrf u, = +oo et la suite (f (Un))ps1 = ((—1)”)@1 est divergente, ce qui prouve que f n’a pas

de limite en +00.

Exercice 9.5 Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = x — [z] pour tout v € R n'a
pas de limite en +00.

Solution 9.5 Pour tout réel A € |0,1], la suite (uy),>, définie dans R par u, = n + X\ pour

n >0 est telle que lim w, = 400 et la suite (f (u,)),~; est stationnaire sur X, ce qui prouve
n—-+oo =

que f n’a pas de limite en 4o00.
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9.2 Opérations algébriques

En utilisant la caractérisation séquentielle de la limite a 'infini, on a le résultat suivant
relatif aux opérations algébriques.

Théoréme 9.6 Soient f,g deux fonctions de I dans R ou C telles que lim f(x) = € et

) , T——+00
On a alors :
L lim [f(2)] =, lim (f(2)+g(2)) =L+, lm (f(z)g(z)) =00,
pour f, g a valeurs reelles, 1—1>I-|I-1 min (f (x), g (x)) min (¢,0') et 1_1)1}_1 max (f (x),g(x)) =
max (¢, 0') ;

1
2. sil' #0, il existe alors un réel M tel que la fonction — soit définie sur J =M, +oo[ NI
g

et lim f<x):£;
etoo g () O

3. si f est a valeurs réelles et £ > 0, il existe alors un réel M tel que la fonction \/f soit

définie sur J =M, +oo[N 1 et liI_’I_l V(@) =L

P (2) S apa®
x -
Exercice 9.6 Soit f : = — = k;f une fonction rationnelle, ot P, sont des

Q () S by

fonctions rationnelles non nulles de degrésirespectifs netm (i. e. a, #0 et b, #0).
Montrer que :

1. st m=m, alors lim P () — o
- a—too Q(x) by’
P (z)

2. stn<m, alors lim =0;
z—+o0 Q (2)

3. sin >m, alors [ n’a pas de limite finie en +oo.
Solution 9.6 La fonction f est définie sur un intervalle de la forme I = |M, +o00| puisque Q
n’a qu’un nombre fini de racines réelles possibles.

1. Sin=m, on a pour tout x € I :
ap + a1zt + -+ + aza”
flx) = T ;

bo—i‘bl% +bnl'
W4 At ey,
"0 0 p B gy,

P(x) a,
et lim = —.
T—+00 Q ( ) bn

2. Sin <m, on a pour tout x € I :

f () = ap + ezt + -+ aza”
bo+ byt + -+ byz™

1 24+ a4+ ta,
gmrbe g by g el
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. P(x) an
t 1 =02 =0.
“ e Q (2) b

3. Stn >m, on a pour tout x € I :

ap + et + -+ aza”

f ($) - bo + bl.’El K bm&Tm
nng+m”1+ +anac_l+a”
=7 bo b1 bmfl
bop bty
soit ——f(z) = g(x) avec liIJP g(x) = b_ # 0. Si hIJP f(x) =4, on a alors Z—n =
1 m
lim f(x)=0-£=0, ce qui est impossible. Donc f n’a pas de limite finie en +o0.

r——+o0 gN—mM
Exercice 9.7 Soient m,n deuz entiers naturels. Etudier la limite en +oo de la fonction f

1 1
définie sur I =]1,4o00| par f(x) :xm\/l—f—_ - \/1 - =
xn

xn

Solution 9.7 Pour tout x € I, on a :

m<\/1+x_1”‘\/1‘$n> Wumiﬁ\/l_m_ln)

flz)=2

m x"

- 1 / /
\/1+——|—\/1—— 1+—+ 1——
xn xn

1l en résulte que lirll f(z) =1 pourn =m, hIJ{l f(z) =0 pourn >m et f n'a pas de limite

finie en 400 pour n < m.

Théoréme 9.7 Soient f, g deux fonctions de I dans R telles que hm f(x)="Let lim g(x)=

T—+00 T—+00
0.
1. 8i 0 >0, il existe alors un réel M tel que f (z) > g (x) pour tout x € |M,+oo[N 1.
2. S’il existe un réel M tel que f (x) > g (x) pour tout x € |M,+o0[ NI on a alors { > {'.
3. Si M est un majorant [resp. m un minorant] de f sur I, alors € < M [resp. m < {].

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme 9.4 aux fonctions f —g, f — M et f —m.
]

9.3 Limite a l'infini d’une composée de fonctions

On se contente ici de la limite & 'infini d’une composée go f avec f de limite finie ¢ en +00
et g de limite finie en /. Le cas ol { = 400 ou £ = —oo sera étudié au chapitre suivant.

Théoréme 9.8 Soient f une fonction de I dans R telle que lim f(x) = ¢ et g une fonction

T—+00

définie sur une partie J de R qui contient f (I). Dans ces condition, { est adhérent a J et si,
de plus, lirrég (x) =1, alors lirf go f(x)="1.
y— T—~400
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Démonstration. Si (uy),.y est une suite de points de I qui converge vers +oo, alors
(f (un)),en est une suite de points de J (puisque f (1) C .J) qui converge vers £, ce qui prouve
que /¢ est adhérent a J.

Pour € > 0 donné, il existe un réel 0 > 0 tel que y € J et |y — £] < § entraine |g (y) — | < ¢
et en désignant par M un réel tel que z € I et © > M entraine |f (x) — (| <, on a :

(weleta>M)= (f(x)ef(I)C Jet |f(z)—1] <)
=g (f(z)) =] <e.

Ce qui donne le résultat annoncé. [ |
1 1 1 1

Avec lim — = - pour £ # 0 et lim = v/ pour ¢ > 0, on retrouve que lim = — si
y—Ly l P 7& y—%\/g \/— P 4 z—-+00 f (x) 14

1
lizl_l f(x)=€+#0 (ona f(x)# 0 sur un ensemble J = |M, +oo[N [ et 7 est la composée la

1
restriction de f a J avec la fonction y — —) et que lir}rn V(@) =V si hlll f(x)y=0>0
y T— 100 T—100

(on a f(z) > 0 sur un ensemble J = |M, +oo[ N I et \/f est la composée la restriction de f a
J avec la fonction y — /y).

9.4 Limites a I'infini des fonctions monotones

Le résultat qui suit est analogue a celui obtenu pour les suites monotones bornées.
On se limite aux cas ot I = [a, +o00[ ou [ = |—00, b]

Théoréme 9.9 Si f : I = [a,+o0[ — R [resp. f : I = |—00,b] — R/ est une fonction
croissante et magjorée [resp. décroissante et minorée/, elle admet alors une limite finie en 400
[resp. en —oo] Cette limite est la borne supérieure [resp. inférieure] de f sur I. soit :

lim f(x)=supf(x) |resp. xgglwf () = inf f (z)

T——+400 zel el

Démonstration. On suppose que f : I = [a,+00[ — R est croissante et majorée. L’autre
cas se traite de maniére analogue.

Comme f est majorée sur I, elle admet une borne supérieure ¢ = sup f (x) sur cet intervalle
zel
(f (I) est non vide majorée, donc admet une borne supérieure). Pour € > 0, on peut trouver,

par définition de la borne supérieure, un réel zq > a tel que ¢ — e < f (zg) < £ et comme [ est
croissante, on en déduit que :

Vo € [xg,+oo], L —e < f(xg) < f(x) <l <l+e.
[

Remarque 9.1 Si f est croissante et non majorée sur [a, 400, elle n’a pas de limite finie en
400 puisqu’une fonction admettant une limite finie en +oo est bornée au voisinage de +oo. On
verra plus loin que dans ce cas, on a liril f(z) = +o0.

T—T00

Dans le cas ou I = N, f définit une suite numérique et on retrouve le théoréme sur les suites
croissantes majorées.
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9.5 Le critére de Cauchy

Comme pour les suites numériques, on dispose du critére de Cauchy qui permet de montrer
qu’une fonction admet une limite finie a I'infini sans connaitre nécessairement cette limite.

Théoréme 9.10 La fonction f admet une limite finie quand x tend vers +oo dans I si, et
seulement si pour tout réel € > 0 il existe un réel M tel que :

V(z,y) € (M, +oo[N1)*, |f(z) = f (y)| <& (9.1)
Démonstration. Supposons que liril f (z) = £. Pour tout réel € > 0 il existe alors un réel
M tel que :
Vo€ J =M, +oo[N1, |f(z)— 0] < g

et en conséquence :

V(z,y) € % [f (@) = fI < |f (@) =l +[f(y) -] <e

Réciproquement, supposons (9.1) vérifié pour tout € > 0 donné. Si (uy),,cy est une suite de
points de I qui converge vers +oo, pour € > 0 et M tel que (9.1) soit satisfait, il existe un entier
no tel que u, € |M,+oo[N I pour tout n > ng, ce qui implique que |f (u,) — f (un)| < € pour
tout couple (n, m) d’entiers tels que n > ng et m > ny. La suite (f (un)),,cy est donc de Cauchy
et en conséquence convergente. En désignant par (uy), oy €t (vp), oy deux suites de points de 1

qui convergent vers +oo et en notant £ = lim f(u,), ¢ = lim f(v,), pour e > 0 et M tel
n—-+00 n—-+00

que (9.1) soit satisfait, il existe un entier ng tel que u, v, soient dans |M,+oo[ N I pour tout
n > ng, et en conséquence :

6= 1= lim_|f ()= (0)] <=,

n>ng

Le réel ¢ > 0 étant quelconque, on nécessairement ¢ = {'. C’est-a-dire que pour toute suite

(tn),en de points de I qui converge vers +o0o, la suite (f (u)),y converge vers un réel £, ce

qui équivaut a dire que lirf f(z)="¢. [ ]
T— 100



