23

Variables aléatoires réelles

Pour ce paragraphe, (€2, 5,P) est un espace probabilisé.

23.1 Définition et propriétés des variables aléatoires réelles

Définition 23.1 On dit qu’une application X : Q — R est une variable aléatoire réelle sur
(Q,B,P) si:
VAcBr, X' (A)eB

On dit aussi qu'une variable aléatoire réelle sur (2, B,P) est une application mesurable de
(Q, B) dans (R, Bg) .

Remarque 23.1 Pour B = P (Q) toute application X : Q@ — R est une variable aléatoire
réelle sur (2, B,P). Donc, dans le cas ou ) est dénombrable, en prenant B = P () pour tribu
d’événements, toute application X : Q — R est une variable aléatoire.

En utilisant le théoréme 21.2, on a le résultat suivant.

Théoréme 23.1 Une application X : Q — R est une variable aléatoire réelle sur (2, B,P) si,

et seulement st :
Vz eR, X ! (]—o0,2]) € B

Démonstration. Le théoréme 21.2 nous dit que Bg = o (), ou X} = {]—o00,z] | z € R}.

Si X est une variable aléatoire réelle sur (Q, B,P), on a alors X ! (]—o0, x]) € B pour tout
réel z puisque |—oo, x] € Bg.

Réciproquement, soit X :  — R telle que X! (]—oc0, z]) € B pour tout réel z. On note :

A={AeBr| X (A e B}

et on veut montrer que A = Bg. Pour ce faire, on montre que c¢’est une tribu qui contient X7,
ce qui implique que Bg C A et comme A C Bg, on a I’égalité attendue.
Par hypotheéses, on a X} C A C Bg.
Avec Q = X1 (R) et R € Xy, on déduit que Q € A.
Si A€ A, on a alors :
XTR\A)=0\X ' (4)eB

et R\ Ae A
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Si (An), ey est une suite d’éléments de A, on a alors :

u)-ur

neN neN
et UA" e A
neN
Donc A est une tribu et A = Bg, ce qui signifie que X est une variable aléatoire réelle sur
(Q,B,P). ]

Si X : Q — R est une variable aléatoire réelle sur (2, 5,P), nous noterons :

~ (X €A pour X' (A)={weN]| X (w) €A} ou A€ Bg;

~ (X =z) pour X! ({z}) ={w e Q| X (w) ==z} ou z est un réel;

~ (X <) pour X! (J]—o00,7]) ={w € Q| X (w) <z} ou z est un réel;

-~ (X <) pour X! (]— oo,x[) ={w e Q| X (w) <z} ol x est un réel.
Exercice 23.1 Montrer qu’une application X : Q@ — R est une variable aléatoire réelle sur
(Q,B,P) si, et seulement si :

Vz €R, X' (]—o0,2]) € B

Solution 23.1 Comme les intervalles de la forme |—oo, x| sont des boréliens, la condition est
nécessaire.

Réciproquement, soit X : Q — R telle que X! (|—o0, z]) € B pour tout réel x.

Pour montrer que X est une variable aléatoire réelle, il nous suffit de montrer que X' (]—o0, z]) €
B pour tout réel x, ce qui résulte de :

Xl(]_oo,x]):xl(ﬁo} —00, 7+~ D ﬂX G_OO’“%D

n=1

Exercice 23.2 On suppose que §2 est dénombrable. Montrer qu’une application X : 0 — R est
une variable aléatoire réelle sur (2, B,IP) si, et seulement si :

VzeR, X '({z})€eB
Solution 23.2 Résulte du fait que :
X (=00 2) = pea XX (W)
X(w)<z

la réunion étant dénombrable pour 0 dénombrable.

Définition 23.2 On dit qu’une application X : ) — R est une variable aléatoire réelle discréte
sur (2, B,P) si X (Q) est dénombrable et si X' ({x}) € B pour tout réel x. Dans le cas ou
X (2) est fini, on dit que X est étagée.

Théoréme 23.2 Une variable aléatoire réelle discréte sur (2, B,P) est une variable aléatoire.

Démonstration. On a X () = {z; | i € I} ou I est une partie de N et pour tout réel z,
on a:

X 1(—o00,2]) ={we | X (w) <z}
={we| X (w ):xioﬁieletxigx}

= UX ({x:})

el
r; <z

puisqu’il s’agit d’une réunion dénombrable. ]
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Théoréme 23.3 Si X est une variable aléatoire réelle discrete sur (2, B,P) et f une application
de R dans R, alors f o X est une variable aléatoire réelle discrete sur (2, B,P) .

Démonstration. On a X (2) = {z; |i € I} ou [ est une partie de N et en conséquence
(foX)(Q)={f(x;)|ie€ I} est dénombrable.
SiyeR\ (foX)(Q),ona(foX) ({yh)=0etsiy=/(r)e(foX) (), ona:

(FoX) () = {w € Q| F (X (@) = f ()}
= U X'Uuhes

i€l|f(zi)=f(zr)

Donc f o X est une variable aléatoire réelle discréte sur (2, B, P). [ ]

Théoréme 23.4 L’ensemble Vg (£, B,P) des variables aléatoires réelles définies sur (2, B, P)
est un espace vectoriel sur R stable par multiplication (c¢’est une R-algébre).

Démonstration. Pour la structure d’espace vectoriel, il suffit de prouver que Vg (2, B, P)
est un sous-espace vectoriel de I'espace R de toutes les applications de € dans R.

La fonction identiquement nulle X : w +— 0 est une variable aléatoire réelle sur (Q2, 5, P)
puisque pour tout réel x, on a :

X5t (o) = 0= = { 9550 €5

Soient X,Y dans Vg (2, B,P) et 2 € R. Pour tout w € (X +Y) " (J—o0,z[), on a X (w) +
Y (w) < x et il existe un nombre rationnel 7, tel que :

X(w)<ry,<z—-Y (w)

ce qui entraine X (w) < 7, soitw € X ! (J—oo,r,[) et Y (w) < z—r,, s0itw € Y1 (]—00, 2 — 1,[) .
On a donc :

(X 4+Y) " (J—o0,z)) C A= L_JX_1 (J—o0,r[) N Y (=00, z — 7[)
reQ

Réciproquement si w € A, il existe un rationnel r tel que X (w) < ret Y (w) < & —r, ce qui
entraine (X + V) (w) <z et w € (X +Y) ™" (J—o0,z[) . En définitive :

(X +Y) " (J—00,2) = [ JX ' (=00, /)N Y (J—00,2 —r[) € B
reQ

comme réunion dénombrable d’éléments de la tribu B et X +Y € Vg (2, B, P).
Soient X dans Vg (2, B,P), A € Ret z € R. Si A =0, on a alors AX =0 € Vg (2, 3,P).

Pour A > 0, on a:
x

(AX) ™ (=00, 2]) = X! Q o0, X]) cB

et pour A < 0, on a:

X)) (=00, 2]) = X! ([§,+oo D e B

Donc Vg (€2, B,P) est un R-espace vectoriel.
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1
En écrivant que XY = 2 (X + V) — (X — Y)2) , il nous suffit de montrer que le carré

d’une variable aléatoire est une variable aléatoire pour en déduire que Vg (€2, B,P) est stable
par multiplication.
Pour X dans Vg (Q,B,P) et z € R, ona (X2)™" (J—o0,2z]) =@siz < 0et pour z >0, w € 9,
on a :
X2(w)<re —Vr<X(w) <z

ce qui entraine que :
(X?) " (=oe,a]) = X7 ([, Va]) € B
et donc X? € Vg (Q,B,P). n
On rappelle que si A est une partie de €2, on définit alors sa fonction caractéristique par :

xXa: Q — R

. () = lsiwe A
“ XMW=V 0siwen\ 4

Pour A=0,onaxs=0et pour A=Q, 0ona ys=1.

Exercice 23.3 Montrer que si n est un entier naturel non nul, Ay,--- , A, des éléments de B
n

et A, -+, A\, des réels, alors X = > A\pxa, est une variable aléatoire réelle sur (2, P (2),P).
k=1

Solution 23.3 Il suffit de montrer que, pour tout A € B, x4 € Vr (2, B,P) puisque Vg (2, B, P)
est un espace vectoriel réel.
Pour A=10, on a xa=0¢€ Vg (Q,B,P) et pour A# 0, z €R, on a :

(xa)™ (=00, 2]) = {w € Q| xa (w) < x}
0 siz<0
=< OQ\Asi0<z<1l €B
Qsixz>1

et donc xa € Vi (2, B,P).

Exercice 23.4 Montrer que si X € Vg (2, B,P), alors | X| € Vg (2, B,P). En déduire que pour
X,Y dans Vg (Q2,B,P), max (X,Y) et min (X,Y) sont dans Vg (2, B,P).

Solution 23.4 Pour X dans Vg (Q,B,P) et 2 € R, on a (|X|)™" (|—c0,2]) =0 si z < 0 et
pour x >0, w €, ona:
IX|(w)<ze <X (w) <z

ce qui entraine que :

(1x) ™" (J—o0,a]) = X7 ([~a,2]) € B

et donc |X| € Vr (2, B,P).
1l en résulte que :

1
max (X,Y) = §(X+Y+|X—Y]) € Ve (Q,B,P)

et :
min (X,Y) = %(XJrY— X —Y]) € Ve (2,B,P)
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Exercice 23.5 Montrer que si X est une variable aléatoire réelle discréte sur (2, P (Q),P) et
f une application de R dans R, on a alors :

foX = Zf L({a})

X (Q

Solution 23.5 On a X () ={z; |i € I} ou I est une partie de N.
Pour tout w € Q, il existe un indice k € I tel que X (w) = zy, et :

D f @) Xxi(gmy (W) = f () = fo X ()

el

du fait que X x-1({z;}) (W) = 0 pour i # k (dans ce cas X (w) = xp # x; et w ¢ X (x;)) et
Xx-1({ae}) (W) = 1.

Définition 23.3 On dit qu’une application f : R — R est borélienne si :
VA € By, f_l (A) € Br

Théoréme 23.5 Si X est une variable aléatoire réelle sur (2, B,P) et f une application boré-
lienne de R dans R, alors f o X est une variable aléatoire réelle sur (2, B,P).

Démonstration. Pour tout A € B, on a :

(foX) (A) = {we Q| (foX) (W) € 4)
—{weQ[X(wef T (A}=X"(f"(4)eB

donc f o X est une variable aléatoire réelle sur (€2, B, P). [

23.2 Loi d’une variable aléatoire réelle. Fonction de répar-
tition
Théoréme 23.6 Si X est une variable aléatoire réelle sur (Q, B,P), alors l'application :

IP)XI BR — [0,1]

définit une probabilité sur (R, Bg) .

Définition 23.4 Si X est une variable aléatoire réelle sur (2, B,P), on dit alors que la mesure
de probabilité Px définie par le théoréeme précédent est la loi de X et que la fonction de répartition
de Px est la fonction de répartition de X. On la note Fx

Dans le cas ou Px admet une densité, on dit que c’est la densité de X.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle est donc définie par :

Ve e R, Fx(z) =Px (J]—o00,2]) =P (X < z).
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Exemple 23.1 Si X est étagée avec X (Q) = {x1, - ,2,} 00 x1 < 29 < -++ < @y, alors la
fonction de répartition Fx est une fonction en escaliers croissante, nulle sur |—oo, x1[, égale a
1 sur [z, +oo| et :

Ce qui résulte de :
0stax<x
Fx(z)=P(X <uz)= i]P’(X:xi) St € [Tk, Ty |
Zl_éi T € [Ty, +00|

En effet :
pour x < x1, on a (X <xz)=10;
pour & € [Tg, Tpi1[, on a (X
pour x € [, 400, on a (X

r)=(X=z)U---U(X =x);
r) = Q.

|/\ I/\

Dans le cas ott X est une variable aléatoire a densité, on a :

Vr € R, Fy(z) = P(X <) =P (X < 1) /f

ou f: R — RT est une fonction continue par morceaux telle que f (t) dt

Exemple 23.2 Sin un entier naturel non nul, on dit qu’une variable aléatoire réelle X suit
une loi uniforme discréte si X () ={1,--- ,n} et :

1
ke (L}, P(X=k) =

On note X — U ({1,--- ,n}).

Cette lot permet de décrire les expériences aléatoires ou il y a équiprobabilité.

Exemple 23.3 Si p un réel dans |0, 1], on dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi
de Bernoulli de parametre p si X (Q) ={0,1} et :

P(X=0)=1—-p, P(X=1)=p.
On note X — B(p) .

Exemple 23.4 Sin un entier naturel non nul et p un réel dans ]0,1[, on dit qu’une variable
aléatoire réelle X suit une loi binomiale de paramétres n et p, si X (2) ={0,1,--- ,n} et :

On note X — B(n,p).

Exemple 23.5 Si p un réel dans |0,1[, on dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi
géométrique de parametre p, si X () =N et :

VkeN, P(X = k) =p(1—p)
On note X — G (p).
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Exemple 23.6 Si \ un réel strictement positif, on dit qu’une variable aléatoire réelle X suit
une loi de Poisson de paramétre X\, si X (2) =N et :

X

VkEN, P(X =k) =¢ 7

On note X — P (A).

Exemple 23.7 Si A\ est un réel strictement positif, on dit qu’une variable aléatoire réelle X
suit une loi exponentielle de parameétre A, si X (2) = R et pour tout réel x, on a :

)\/ eMdt=1—e? siz>0
0

0stx<0

On note X — &€ (N).

Exemple 23.8 Si o est un réel strictement positif et o un réel, on dit qu’une variable aléatoire
réelle X suit une loi normale (de Gauss) de paramétres p et o si X () = R et pour tout réel
x, ona:

1 r t—p)?
Fx(z)=P(X <z)= / e~ dt

oV2m
On note X — N (u,0).

Exercice 23.6 Un concours de tir au pistolet entre deux compétiteurs A et B est constitué
d’une suite d’épreuves consistant, pour chacun des compétiteurs, en un tir visant a atteindre
une cible. Les deux compétiteurs tirent simultanément, chacun d’eux disposant de sa cible per-
sonnelle. On associe a ce concours une expérience aléatoire.

On suppose que toutes les épreuves sont mutuellement indépendantes et que pour chaque épreuve :

2
— le compétiteur A a la probabilité 3 de toucher sa cible;

1
— le compétiteur B a la probabilité 3 de toucher sa cible;

— les résultats obtenus par A et B sont indépendants.

A Uissue de chaque épreuwve, il faut avoir touché sa cible pour étre autorisé & poursuivre le
concours, sinon on est éliminé.

Le concours cesse lorsque les deux compétiteurs ont été éliminés.

Pour tout entier n > 1, on considére les événements suivants :

A, :allissue de l’épreuve n, seul A n’est pas éliminé ;
B, : a lissue de ’épreuve n, seul B n’est pas éliminé;
C,, : a lissue de l'épreuve n, aucun compétiteur n'est eliminé ;
7 7
D,, : a lissue de Uépreuve n, les deux compétiteurs sont éliminés;
n ) 7

Co est [’événement certain et Ag, By, Dy sont impossibles.

1. Calculer les probabilités suivantes :

]P)(An-l—l | An)a P(Bn-l—l | An)a P(Cn—i—l | An)y ]P)(Dn-l—l | An)a
]P)(An-l—l | Bn)a ED(Bn—&—l | Bn)a ]P)(Cn—i—l | Bn)a P(Dn—H | Bn)a
]P)(Cn—H ’ Cn>7 ]P)(Bn—i-l | Cn)a ]P)(Cn—i—l | Cn)a ]P)(Dn—H ’ Cn) .

2. On note X la variable aléatoire égale au numéro de l'éprevve a l'issue de laquelle a lieu
la premiére élimination.
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(a) Calculer P(X =1).
On suppose dans les questions suivantes que n > 2.
(b) Calculer P ( N C’k) :
k=1
(¢) Calculer P (X >n).
(d) En déduire P (X =n).
(e) Calculer lim Z P(X =k).

n— OOk

(f) Montrer queIP’(X>n—1):IP(X: )—I—IP)(X>n)

(g) Montrer que nP (X >n) + ikP(X k) = ZP(X>I{:)

k=1 k=0
(h) En déduire ligl Y KP(X =k).
noFo0 k=1
P (A,)
P (B,) . L
3. Pourn € N on note X,, = P(C,) et A € My (R) est la matrice de transition définie
P (D)

par X, = AX,.
(a) Déterminer A.

(b) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que A = PDP.

(¢) Calculer X,, en fonction de Xy pour tout entier naturel n.

(d) Calculer lim X,.

n—-+o0o

Solution 23.6
1. On a :

2
P(Ani1 | An) =

1
P(An—l-l | Bn):(), IP( n+1 | B ): ) P(Cn—l-l | Bn):(], P(Dn-&-l | Bn):

= P(Brs1 [ An) =0, P(Cpir | Ap) =0, P (D | 4n) =

W

[S—y
|
=y

P(On+1|0n>:37 (Bnt1 | Cn) = =, P(Cosa | C) = 7P(Dn+1|Cn)—6'
2

(a)IP(X:1):P(A1)+P(Bl)+]P>(D1):;.

n n—1 1
we(Aa)-r(aiNa)relerE) =g
(c) P(X >n)=P(C,) = [P’(ﬂC’k):g—n.
(d)P(X:n):p()(gn)—ﬂ»()(gn):3:_1—3%:33”.

1

n—-+o0o k— n—-+0o00 k=1

(e) lim ZIP’( =k)= lim i(
(f) Resultede(X>n—1):(X:n
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(9) On a :
Py =nP(X >n)+ Y kP(X =k)
k=1
n n—1
n 1 1 1
:§+Z(57g022§
= k=0
n—1
=Y P(X >k
k=0
(h) On a :
n n—1
> KP(X =k) =) P(X >k)—nP(X >n)
k=1 k=0
n—1
= (P(X >k)—P(X >n))
k=0
avec .

p(X>k)—p(X>n)=pX=k+1ou---

ce qui donne :

s
—
|
%=
3

KP (X = k) = _
k=1 3
et lim zn:k]P’(X—k) _3
3.
(a) On a un processus de Markov avec :
2
g0%0
ot o0
A=10o0 1o
52 5 L
(b) A est diagonalisable avec P"YAP = D et P> =1, ou :
4 0 0 0 -1 0 -1
110300 0 -1 -1
P=%looz20 " 0 0o 1
000 ©6 11 1

(c) X, = A"X, = PD"PX,,.

ou n)

— O O O

563
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(d) On a :
0 (2n —1)3™
X, = A"X, = PD"P (1) = 2 3;3

0 1—273 " 9" 4 3
0
. 0
et m Xn=|
1

23.3 Espérance
Pour ce paragraphe, X est une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, B, P).

Définition 23.5 Si X est a valeurs positives, l'espérance de X est I’élément de RT = [0, +00]
défini par :

IE(X)—/O+OOIP>(X>t)dt

L’application ¢ — P (X >t) = 1 — Fx (t) est décroissante a valeurs positives. Elle est donc
Riemann-intégrable sur tout segment [0, z| avec > 0 et la fonction :

x»—>/ P(X >t)dt
0

qui est croissante admet une limite, éventuellement égale a +00, quand x tend vers +o0.
Avec :
PX>t)=1-P(X<t)=1—-Fx(t)

on a : N N
/ ]P’(X>t)dt:x—/ Fy (£)dt
0 0
Exercice 23.7 Calculer E (X) pour X suivant une loi exponentielle de paramétre \.

Solution 23.7 Si X — &£ (\) alors :

e st >0

IP’(X>t):1—FX(x):{ i

et :

+oo Y 1
0

Lemme 23.1 Si X est une variable aléatoire réelle étagée positive sur (2, B,P) avec X (2) =
{z1, -+ ,2,}, on a alors :

E(X)=) xP(X =)
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Démonstration. On peut supposer que 0 < z; <z < --- < x, et on a :
Osit<um;
Fx (t) = iP(X:%) sit € [Tg, Tpia
11:;1 t € [zn, +00]

donc :
1sit<a
P(X>t)=1—-Fx(t) = 1—iP(X:xi) sit € [vg, Tpia]
OsiZtZIE [, +00]
et :

IE(X):/OxllP’(X>t)dt—|—/x21P(X>t)dt—|—---+/zn ]P’(X>t)dt+/+oo}P>(X>t)dt

Tl Tn—1 Tn
n—1

(1 - P(X = :cl-)) dt
1 =1

=1+ (1 -P(X =m))(xg —21) + -+ <1—2P(X—xi)> (Tp — Tp_1)

Tn

:x1+/m2(1—P(X:x1))dt+‘..+/

1 Tn—

soit en notant pp =P (X = z4) pour 1 <k <n:

EX)=z1+0—p1)(zo—21)+ (1 —p1 —p2) (w3 —22) + -+ - + <1_ipi> (y, — Tno1)

=z (1= =p1))+z2((1=—p1) = (1= p1 —p2))

+ T (L=p1— =paa) = (L=p1— - —pu1))
+$n(1_p1__pnfl)

=Dp17 +p2$2+ +pn—1xn—1 +pnxn

puisque p; + -+ pp_1 +pp = 1. [
Exercice 23.8 Calculer E (xa) pour tout élément A de B.
Solution 23.8 On a x4 (2) = {0,1} et :

E(xa) =P(xa=1)=P(4)

Exercice 23.9 Calculer E (X) pour X suivant une loi uniforme discréte, une loi de Bernoulli,
une lot binomiale.

Solution 23.9 Si X — U ({1,---,n}), alors :

Si X — B(p), alors :
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Si X < B(n,p), alors en tenant compte de kC* = nC*~1 pour 1 <k <n, on a :

= Z kCﬁpk (1-— p)"‘k - npz Csiipszl (1- p)n—l—(k—l)

k=1

=np) Cop (1—p)" T =npp+1-p)"" =np.

Lemme 23.2 Si X|Y sont deux variables aléatoires réelles étagées positives sur (2, B,P) et

un réel positif, on a alors :
EANX+Y)=XE(X)+E(Y)

Démonstration. Soit Z = AX + Y. Pour tout z € Z (), on note :
L={(x,y) e X () xY(Q) [ +y=z}

C’est un ensemble fini puisque contenu dans X () x Y (2) qui est fini.
Pour tout z € Z (), on a la partition :

(z.y)€l:
donc :
P(Z=2)= Y P(X=z)n(Y =y)
(z,y)El
et :
E(Z)= ) P(Z=2)= Y z Y P(X=z)n( =y))
2€Z(Q) 2€Z(Q) (zy)El
=3 Y (X =n)n =y)
2€Z(Q) (z,y)el,
= > ) ey P(X =x)n(Y =y))
2€Z(Q) (z,y)€l,
= > Az +y)P(X =2)n (Y =y))
(z.y)EX(Q)xY ()
Ay ey E DI (Y =y))
z€X(Q) yeY(Q yeY () zeX (0

yeY () yeY ()

—P((X =1))

puisque ((Y =1y)) yev(o est un systéme complet d’événements et :

Y P(X=x)n(Y ( )N (Y =y)
P (Y
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puisque (X = x)),, x(q) st un systéme complet d’¢vénements. Ce qui nous donne :

E(Z)=X ) «P(X=2)+ Y yP(Y=y)

TEX(Q) yeY (Q)

—\E(X)+E(Y).
|

Définition 23.6 On dit qu’une suite (X,,),,cy de variables aléatoires réelles sur (€2, B, P) converge
vers une variable aléatoire réelle X sur (€2, B,IP) si pour tout w € Q, la suite réelle (X, (w)),en

converge vers X (w) (ce qui revient a dire que la suite de fonctions (X,), oy converge simplement
vers X sur Q).

Théoréme 23.7 Une variable aléatoire réelle positive sur (2, B,P) est limite d’une suite crois-
sante de variables aléatoires réelles étagées positives.

Démonstration. Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (2, B,P) et (X)) la

suite de variables aléatoires réelles sur (€2, B,P) définie par :

neN*

n2"—1
k

k=0

ou :

k k+1
A=l —< X < —
n.k <2n_ < on )EB

Chaque X, est une variable aléatoire réelle étagée positive.

Pour w € Q et n > X (w), il existe un unique entier k € {0,--- ,n2" — 1} tel que :

k k+1
— < X

on — (Cd) < on

(pour 0 < X (w) < m,onal <2"X(w) <n2" donc 0 < k = [2"X (w)] < n2" — 1 et
k< X (w) < k+1), ce qui signifie qu’il existe un unique entier k € {0,--- ,n2" — 1} tel que

w € Apy, donc X, (w) = on et :

1
X (@)~ X )| < 5 = 0
La suite (Xp,), cy converge donc simplement vers X.
Il reste & montrer que (X,,), .y est croissante.
Pour w € Q et n > 1, on a deux possibilités.

k k k+1
Soit X (w) < n et alors X, (w) = o ou k = [2"X (w)], c’est-a-dire que o <X (w) < ;;
et :
k. k 2k 2k +1
—si — = <X (w) < rrl
X (LU) o mn on n+1 on+1
ntl o 2k+1 | 2k+1 E+1 2k+2
ont1 o' Ton+1 < X(w) < on gntl

qui donne dans tous les cas X, (w) < X, 41 (w).
Soit X (w) > n et alors X (w) ¢ A, ; pour 0 < k < n2" —1 puisque 2" X (w) > n2" > k+ 1,
ce qui donne X,, (w) =0 < X471 (w). |
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Lemme 23.3 Si X,Y sont deux variables aléatoires réelles positives sur (€2, B,P) telles que
X <Y, onaalrsE(X)<E().

Démonstration. Si X < Y, on a alors (X >¢) C (Y >t) pour tout réel t > 0, donc
P(X >t)<P(Y >t)et

E(X):/0+OO]P>(X>t)dt§/0+ooIP>(Y>t)dt:]E(Y).
|

Théoréme 23.8 (Beppo-Levi) Si (X,),cy st une suite croissante de variables aléatoires
réelles positives sur (2, B,P) qui converge vers une variable aléatoire réelle X sur (2, B,P), on
a alors :

E(X)= lim E(X,)

n—-4o00

dans R+.

Démonstration. Avec 0 < X,, < X,,11 < X ((X,)
déduit que 0 < E (X,) <E(X,11) <E(X), donc (E
donc convergente (éventuellement vers +00) et hm

nen converge en croissant vers X), on

(Xn)),en €st croissante dans RF, elle est
E

(Xn) <E(X).
Jn

D’autre part, pour tout réel ¢ > 0, la suite (( t) cn est croissante et
(X>t) =] X.>1)
neN
(X, (w) > t pour un entier n entraine X (w) = hIE X (w) > Xp(w) >tet X(w) >t

m>n
entraine X, (w) > t pour n grand), ce qui donne :

P(X >t)= lim P(X,>1)

n—-4o0o

donc pour tout m > 1 :

n—-+o0o

/ IP’(X>t)dt:/ lim P(X, > ¢)dt
0 0

= lim P(X, >t)dt

n—-4o00 0

< lim E(X,)

n—-+00

et E(X) < lim E(X,). [

n—-4o0o

Remarque 23.2 L’égalité / liI+Il P(X, >t)dt = liI+H / P (X, >t)dt est justifiée par
0 n—-+0oo n—-—+0oo 0
le théoreme de convergence monotone qui nous dit que : si (fn),cy €st une suite croissante de

fonctions de I = [0,m] dans RT telle que pour tout n € N la fonction f, est continue par mor-

ceaux et lir+n fn = f avec f est continue par morceauz, alors | f (z)dx = lir+n / fn (z) dx.
n—-+o0o I T Jr
Théoréme 23.9 Si XY sont deux variables aléatoires réelles positives sur (2, B,P) et X\ un

réel positif, on a alors :
EANX+Y)=AE(X)+E(Y)
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Démonstration. En désignant respectivement par (X,,), .y et (Y5), oy une suite croissante
de variables aléatoires réelles positives et étagées sur (£, B,P) qui converge vers X et Y, la suite
(AX,, +Y,),.en est étagée positive, converge en croissant vers AX +Y et on a :

EAX +Y)= lim E(\X, +Y,) = lim AE(X,)+E(Y,)

n—-+00 n—-+00

—A\E(X) +E(Y)

[ ]
Pour toute variable aléatoire X sur (£2, B, P), on désigne par X et X~ les variables aléatoires
sur (2, B,P) définies par :

1
— (X +1|X]) et X~ =max(—X,0) =

Xt =max (X,0) = 5

(1X| — X) = — min (X,0)

N —

On peut remarquer que :
X=X"-X et [X|=X"4+X"

Définition 23.7 On dit qu’une variable aléatoire X sur (2, B,P) est intégrable si E (XT) <
+oo et E(X7) < 400.

Définition 23.8 Si X est une variable aléatoire sur (S0, B,P) qui est intégrable, son espérance
est le réel :
E(X)=E (X*) —E (X*)

Théoréme 23.10 Une variable aléatoire X sur (2, B,P) est intégrable si, et seulement si
E (|X|) < 400 et dans ce cas, on a :

E(X) = /O+OO(1 ~ Fy (b)) dt — /;Oo Fy (—t) dt

Démonstration. Supposons X intégrable. Avec |X| = X+ + X~ on déduit que E (| X|) =
E(XT)+E(X7) < 4oc.

Réciproquement si E (| X|) < 400, avec Xt < |X|, on déduit que E (X)) < E (| X|) < +oc.
[

Exercice 23.10 Soient X,Y deux variables aléatoires sur (Q, B,P) . Montrer que si | X| < |Y|
avec Y intégrable, alors X est intégrable.

Solution 23.10 Si |X| < |Y| avec Y intégrable, on a alors E (| X]) <E(]Y]) < +o00 et X est
intégrable.

Théoréme 23.11 L’ensemble Ly (2, B,P) des variables aléatoires intégrables sur (€2, B,P) est
un sous-espace vectoriel de 'espace Vg (2, B,P) des variables aléatoires réelles sur (Q, B, P) e
l'application :

E: LL(Q,B,P) - R

est une forme linéaire.
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Démonstration. On a E (0) = E (xg) = P (@) = 0. Donc 0 € L}, (2, B,P).
Pour A € Ret X,Y dans £}, (Q,B,P), on a :

[AX + Y] < [A][X] + Y]
avec :
E(AX[+Y]) = [AE(X]) + E(]Y]) < +o0
donc E(]AX +Y|) < +oo et AX +Y € L} (Q,B,P).
Il en résulte que L (2, B,P) est un sous-espace vectoriel Vg (2, B, P).
Pour X,Y dans L} (Q,B,P), on a :
X+Y=X+Y)" - (X+Y)”
= (X" -X")4+(Y"-Y")
donc :
(X+Y) 4+ X +Y = (X+Y) + X +Y*

" E(X+Y))+E(X)+E(Y7) =E((X+Y)") +E(X') +E (V")

ce qui donne :
E(X+Y))-E((X+Y))=E(X")-E(X )+E(Y")-E(Y")

soit :
EX+Y)=E(X)+E(Y)

Pour X dans L (2, B,P) et A € R"* on a:

| >

(X =2

X+ X)) = AXF et (AX)” = (1X] = X) = AX

donc :
E(\X) =E ((\X)") —E ((\X)7)
—E(\X") ~E(AX") = A (E(X*) —E (X))
— \E (X))
Pour A € R™* on a :

+_A
2

DO | >

(AX) (X — [X]) = =AX" et (AX)" =2 (—|X|-X) = -AX+

avec —\ > 0, donc :

E(A\X)=E((\X)") —E((\X)")
—E(-AX") —E(-AX*) = A (E(X') —E (X))
— A\E (X)

Pour A = 0 c’est clair. ]

Théoréme 23.12 Si X est une variable aléatoire réelle discréte sur (2, P (2),P) avec X () =
{zi|i €I} oul est une partie de N et f est une application de R dans R*, on a alors, dans
Rt :

E(foX)= Zf(xl)]P’(X = ;)

il
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Démonstration. Si X (£2) est fini, avec :

foX =Y f@xxgen=_Ff@)Xx1((ar)

zeX(Q) i=1

(exercice 23.5) et la linéarité de 'espérance, on déduit que :
E(foX)=) f@)E(xx-rqup) =D [ (@) P (X ({z:}))
i=1 iel
= Zf(xz)IP’(X =),

Si X (2) = {x;; i € N} est infini dénombrable, la suite de variables aléatoires (X,,)
définie par :

neN

n
Xo = f (@) X1 ()
i=0
est croissante (f est & valeurs positives) et converge vers fo X (pour w € €2, il existe un entier

m tel que X (w) = @, et pour n > m, on a X, (w) = f (z,) = fo X (w)), donc le théoréme de
Beppo-Levi nous dit que :

E(foX)= lim E(X,)= lim Zf(mi)P(X:xi)

n—-+o00 n—+00
=3 f@)P(X =x,) = Zf(:vz)P(X = ;)

Exercice 23.11 Montrer que si X est une variable aléatoire réelle discréte sur (2, P (2),P)
qui est intégrable, on a alors :

E((X-E(X)xa)) =) (5 —E(X)"P(X =)

iel
Solution 23.11 On applique le théoréme précédent avec la fonction f définie sur R par :
f(2) = (z —E(X))’
On a alors pour tout w € €1 :
foX(w)=(X(w)-E(X))’= (X ~E(X)xa) @)’
A toute fonction f: R — R, on associe les fonctions f* et f~ définies par :
f* = max (£,0) et f~ = max (—f,0) = —min (f,0)

Ces fonctions sont a valeurs positives.
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Lemme 23.4 Si X est une variable aléatoire réelle discréte sur (2,P (2),P) avec X (2) =
{z;|i €I} oul est une partie de N et f une fonction de R dans R, on a alors :

f+OX Z f xz z)
f(:rl)>0
E(foX)== Y f(z)P(X=u)
fas)<o
E(foX[) = |f(@)|P(X =)
el

Démonstration. Comme f* est a valeurs positives et X discréte, on a :

E(ffoX)=> f"(x) —zi)= Y [lw)P(X =)

el i€l

f(@i)=0
et méme chose pour f~.
Avec :
(foX)" =5 (foX +|foX)= 3 (f +If)oX = f*oX
et : ] ]
(foX) =5 (foX|=foX)=C(fl=floX=f"oX

on déduit que :

E(|foX)=E((foX) " +(foX) )=E(ffoX+f oX)
:E(f+oX)—|—E(f_oX)

Yo f@)PX =x) = Y fla)P(X =)

i€l iel
f(x:)>0 f(z:)<0

= |f (@) P(X =)

i€l

Théoréme 23.13 (de transfert) Si X est une variable aléatoire réelle discrete sur (Q, P (2),P)
avec X () = {x; | i € I} ou I est une partie de N et f une fonction de R dans R telle que

f o X soit intégrable, on a alors :
= Zf(xi)P(X = ;)

iel
Démonstration. En utilisant la démonstration du théoréme précédent, on a :
E(foX)=E((foX)"—(foX) )=E(ffoX—f oX)
:]E(f*oX) —E(f*oX)

Z fla)P(X =z)+ > f@)P(X =)

i€l i€l
f(z)>0 f(zi)<0

=) fla)P(X =)

icl
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[
On en déduit que si X est une variable aléatoire réelle discréte intégrable sur (Q, P (€2),P)
avec X () = {x; | i € I} ou I est une partie de N, on a alors :

= inIP’ (X =)

iel
cette série étant absolument convergente dans le cas ol ’ensemble dénombrable I est infini.

Exercice 23.12 Calculer E (X) pour X suivant une loi géométrique, une loi de Poisson.

Solution 23.12 Si X — G (p), alors :

“+00 n
= Z k(1—p)f=np> Ckipt(1—p ¢

k=1

—an W A=p)" T =npp+1-p)" = np.

Si X — P (N), alors :
A J
R M) S
Lemme 23.5 Si X est une variable aléatoire réelle sur (2, P (Q),P) possédant une densité f,

on a alors :
IE(X*):/ ootf(t)dt, ]E(X):/ —tf (t)dt

B(X) = [ s o

Démonstration. La suite (X,),.y. de variables aléatoires réelles étagées positives définie
par :

et :

n2"—1

k
k=0

1
An7k:(£<X<kL)

ou :

2n = 2n

converge en croissant vers X (voir la démonstration du théoréme 23.7).
Le théoréme de Beppo-Levi nous dit alors que E (X*) = lim E(X,) avec :

n—-+00
ek k+1
E(X.) =) %P(2—n§X< o )

k=0
n2"—1

k k41 k

- (v ()~ ()

k=0
n2"—1 k+1
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On peut alors écrire que :

/ntf(t)dt—]E(Xn)

k=0 Y3
n2"—1 kznl k
< _
<y /k (t 2n)f(t)dt
k=0 2n
1 e 1"
<> [ rwd=g [
2 o 27 Jo
k=0 2
et tenant compte de :
n +oo
0< ft)dt < f)ydt=1
0 —00
on déduit que :
" 1
/ tf (@) dt—E(X,)| <= — 0
0 2" p—4oo0

et :
E(X")= lim E(X,)= lim tf(t)dt:/+ tf (t)dt
0

n—-+o00 n—-+o0o 0

De maniére analogue, on vérifie que la suite (Y,)
positives définie par :

nen+ de variables aléatoires réelles étagées

k
Yn_ Z 2_nXBnk
k=0
ou : 1 "
+
B,.=1— < X< ——
= (o <x=g)
converge en croissant vers X~ et E(X ™) = hrf E (Y,,) avec
n2"—1 k -
SRR S IOY
k=0 PIg
et :
0 n2"—1 _2% k 1
—tf(t)dt —E(Y,)| < -t — = t)dt < —
[ —ua-Ew)| < > [ () roasg

0
ce qui donne E (X ™) = / —tf (t)dt.

Enfin : -
—+o0

E(X)=E(X")+E(X") = / It] £ () dt

Théoréme 23.14 Si X est une variable aléatoire réelle sur (2, P (2) ,P) possédant une densité
f et intégrable, on a alors :

E(X):/+Ootf(t)dt

—00
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Démonstration. En reprenant la démonstration du théoréme précédent, on a pour X pos-
sédant une densité f et intégrable :

“+oo

E(X)=E(X*) —E(X") :/_ 0 () dt

o0

Exercice 23.13 Déterminer [’espérance d’une variable aléatoire a densité qui suit une loi ex-
ponentielle de paramétre X > 0, une loi de Gauss de paramétres o > 0 et p € R.

Solution 23.13 Laissée au lecteur.

Exercice 23.14 Montrer que si X est une variable aléatoire réelle sur (2, P (2) ,P) possédant
une densité f, on a alors :

E (X?) :/_+Oot2f(t)dt

[e.9]

et st de plus X est intégrable, alors :

B(X B W) = [ 4-BOPS (0

oo

Solution 23.14 Laissée au lecteur.
On admet le théoréme suivant.

Théoréme 23.15 Si X est une variable aléatoire réelle sur (2, P (2) ,P) possédant une densité
f, v : R — R une fonction borélienne telle que la variable aléatoire ¢ o X soit intégrable, on a

alors :
“+o00

E(s@oX)z/ o () f (t) dt

—00

23.4 Variance, écart type, covariance

Pour ce paragraphe, X est une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, B,P).
Définition 23.9 On dit que X est de carré intégrable si la variable aléatoire X? est intégrable.

Théoréme 23.16 L’ensemble L3 (Q, B,P) des variables aléatoires de carré intégrable sur (Q, B, P)
est un sous-espace vectoriel de l'espace L (2, B,P) des variables aléatoires réelles intégrables
sur (Q,B,P). Pour X,Y dans L% (Q, B,P) la variable aléatoire XY est dans Ly (2, B,P) et
l'application :
o: (LX(Q,B,P) — R
(X,Y) — [E(XY)

est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur L3 (0, B,P).
Définition 23.10 La variance d’une variable aléatoire X € L3 (Q, B,P) est le réel défini par :
V(X)=E((X -E(X)))

et son écart type de X est le réel :
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Si X # 0 dans L3 (Q, B,P), la variable aléatoire centrée réduite associée a X est la variable
X -E(X)
o(X)

aléatoire définie par X' =

Théoréme 23.17 Si X € L% (Q,B,P) est discréte avec X (Q) = {x; |1 € I} ou I est une
partie de N, on a alors :

V(X) ZZ(%—E(X))QP(XZ%)

Exercice 23.15 Déterminer la variance, apres avoir justifié son existence, d’une variable aléa-
toire discréte suivant une loi uniforme discréte, une loi de Bernoulli, une loi binomiale, une loi
géométrique, une loi de Poisson.

Solution 23.15 Laissée au lecteur.

Théoréme 23.18 Si X € L3 (2, B,P) est une variable aléatoire possédant une densité f, on
a alors :

V<X>—/_+°° (t—E (X)) f ()t

o0

Exercice 23.16 Déterminer la variance, apres avoir justifié son existence, d’une variable aléa-
toire a densité qui suit une loi exponentielle de parametre X > 0, une loi de Gauss de parametres
o>0etpuelR.

Solution 23.16 Laissée au lecteur.
Théoréme 23.19 Pour X € L3 (Q,B,P), ona :
V(X) =E (X?) - (E(X))*

(formule de Kdenig) et :
V(a,b) € R* V(aX +b) = a’V (X)

De la formule de Koenig, on déduit que E(X?) < (E(X))?, 'égalité étant réalisée si, et
seulement si, la variance est nulle. Dans le cas discret avec P (X = x;) > 0 pour tout i € I,
Pégalite E (X2) = (E (X)) équivaut & z; = E (X)) pour tout i € I.

Définition 23.11 La covariance de deuz variables aléatoires X et Y dans L3 (2, B,P) est le
réel défini par :
Cov (X,Y) =E (X - E(X)) (Y —E(Y)))

et le coefficient de corrélation de X et'Y est la réel :

Cov (X,Y)

P XY = e m)

Définition 23.12 On dit que deuz variables aléatoires X et Y dans L% (Q,B,P) sont non
corrélées si Cov (X,Y) = 0.

Exercice 23.17 Montrer que pour X etY dans L2 (2, B,P), on a |p(X,Y)] < 1.

Solution 23.17 Laissée au lecteur.
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Théoréme 23.20 Pour X et Y dans L3 (Q,B,P), on a :
Cov (X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)

et application :
v (LR (BP)° — R
(X,Y) — Cov(X,Y)

est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur L2 (2, B,P).
Dire que X et Y dans L3 (€, B, P) sont non corrélées revient a dire que E (XY) =E (X)E(Y) .
Théoréme 23.21 Soient Xi,---, X, dans L3 (2, B,P) et A\y,--- , \, des réels On a :
Y <Z )\ka> ZA2 (Xp)+2 > Cov(X
k=1 1<j<k<n

et dans le cas particulier ou les variables aléatoires Xy, sont deux a deux non corrélées, on a :
\Y (Z /\ka> Z)\ V (Xy)
k=1

23.5 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 23.22 (Markov) Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (2, B,P). Pour
tout réel € > 0, on a :
E (X)

9

P(X >¢) <
Exercice 23.18 Montrer [inégalité de Markov dans le cas discret.

Solution 23.18 Comme x; > 0 pour tout i € [ CN, on a :

E(X):ZP(X:Ii)IiZ ZP(X:

el i€l
w¢25

zxZP(X:xi)::ﬂP’(XZE).

Théoréme 23.23 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit X € L3 (Q, B,P) . Pour tout
réele >0, on a :

P(X -E(X)|26)< 1.

Démonstration. On applique 'inégalité de Markov a la variable aléatoire réelle positive
Y =(X-E(X))?.Ona:

PUX-E(X)|2e)=p (V> < =77 =
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En prenant ¢ = to (X) avec t > 0, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit :
1
P(X ~E(X)| > to (X)) <
ou encore : .
P(X-E(X)|<to(X))>1— e

et peut s’interpréter en disant que la variance de X est une mesure de la dispersion des valeurs
de X autour de la moyenne E (X).

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev peut étre utilisée pour montrer le théoréeme de Bernstein
relatif & I'approximation uniforme sur [0, 1] d’une fonction continue par une suite de fonctions
polynomiales.

Exercice 23.19 A tout entier naturel non nul n et tout réel x € [0,1] on associe la va-
riable aléatoire X, . qui suit une loi binomiale B (n,x), c’est-a-dire que X, . est a valeurs
dans {0,1,--- ,n} et sa loi de probabilité est définie par :

Vi€ {01, ,n}, P(X,, =j)=Clal (1 —2)"7.

A toute fonction f continue sur [0, 1] et a valeurs réelles, on associe la variable aléatoire Y, , =

an -
f ( : ) . En notant {yo,--- ,yp} les valeurs prises par Y, ., on a :
n

VEe{0, - p}, PVoa=k)= > P(Xua=1j).
0<j<n
1(5)=w
1. Montrer que l’espérance de Y, , est donnée par :

E(Ynz) = Bn(f) (2),

ou B,, est l'opérateur de Bernstein.

2. Pour € > 0, on désigne par n > 0 un réel tel que |f (x) — f (y)| < € pour z,y dans [0, 1]
vérifiant |z —y| < n (uniforme continuité de f sur [0,1]) et, pour x fixé dans [0,1], on

note : ) ol 5}
)—f@>25}

|Ba (f) (@) = f (@) S e+ 2 fllo D P(Xnw=1)-

jEJQ’x

Jl,x:{je{ovlw"' 7n}|’f<

SI>. 3=

JQ,x:{je{Oalv"' 7n}“f(

(a) Montrer que :

(b) Montrer que :

|1Bn (f) () = f (@) S e + 2| [l P (Yoo = f ()] = &)

(c) Montrer que :

1Bo (f) () = f (@) < e+ 2| [l o P (| Xna = na[ Zn-n).
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(d) En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que :

L Ml

B.(F) @)~ F @) et e

et conclure.

Solution 23.19

1. L’espérance de Y, , est donnée par :

k=0 0<_J<n
1(%)=w
k=0 <n 7=0

I
Il 3
o
~
PN :\u_&\}

(les ensembles {j e{0,---,n}|f (%) = yk} forment une partition de {0,--- ,n}).
2.

(a) Avec i Cizl (1 —z)"7 = 3 P(X,.=7j) =1, on peut écrire que :
j=0 Jj=0
By (@) - £ @) = 3 (£ (%) - 1)) Gl (1 =)
=0
<ez Cixd (1—2)"7 +2|fll. Z Ciad (1— )"
J€J1,x J€J2 ¢
<et2(flla D P(Xnw=1).

jeJQ,z

(b) On a :

P([Yio—f(2)|2e)= Y PYo.=k)
0<k<p
lyr—f(z)|>e

= Z Z ]P(Xn,x:j>

0<k<p  0<j<n
lyr—f (@)|2¢ f(L)=ys

0<j<n Jj€J2x
NORTETS
et linégalité précédente s’écrit :

|Bo (f) () = f (@) S e + 2| [l P (Yoo = f ()] = &)
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(¢c) Comme l’événement |Y, . — f (z)| implique

| =mn,ona:

P(|Yee— f(2)| > ¢) <P(|Xpo —nz| >n-n)
et l’égalité annoncée.
(d) Avec nx =E (X, ,) et l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :
V(Xn.) :L'(l—x)< 1

PlXne =zl znen) s =55 == 2 S

ce qui donne :

HfH

<25

B (f) (@) = f@) S e+ 55

pour m > ng ot ng est un entier indépendant de x. La convergence uniforme vers f
sur [0,1] de la suite (B, (f)),s, $’en déduit alors.

Exercice 23.20 Soit I = [0,b] avec b > 0. Si f est une fonction continue sur I, on la prolonge
en une fonction continue sur RY en posant f (x) = f (b) pour x supérieur ou égal a b.

1. Montrer que pour toute fonction [ appartenant o C (I) et pour tout entier naturel n
strictement positif on peut définir une fonction u, (f) appartenant a C (I) en posant :

+o0 k ’I’Lk
Ve e l, u, (f)(z) = e’”IZf (ﬁ) ka
k=0 '

2. Montrer, en s’inspirant de [’exercice précédent, que pour toute fonction f appartenant a
C (1) la suite de fonctions (un (f)), s, converge uniformément vers f sur I (une démons-
tration directe de ce résultat est possible mais peu évidente).

Solution 23.20 Soient n € N, x € [0,b] et f: RT — R uniformément continue et bornée.
Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de paramétre nx.

On a : E(X):m,E(%)zx,V(X):”%V(%):%

=) -2 (3)

Avec l'uniforme continuité de f sur RY, on peut trouver, pour tout réel € > 0, un réel n > 0 tel
que :

et :

V(z1,22) € (R+)+, |21 — 29| < = |f (11) — [ (22)] <&

On a alors pour tout n > 1 et tout x € [0,b], en notant xa la fonction caractéristique de
I’ensemble A et en utilisant linégalité de Bienaymé-Tchebychev :

on0) )~ 7@l =[E (£ (5) - £ @)
<k (| () - 1@ qsoge) +E (1 (3) - 7@
>n) el g

X
<e+2lfl P (|5 - :
n Ui
2 20 1
L2l DI,
nn i n
pour n assez grand (uniformément par rapport a x). Et ¢’est terminé.

—x‘>77)
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23.6 Variables aléatoires réelles indépendantes

Définition 23.13 Soient n > 2 et X1, Xo, -+, X,, des variables aléatoires réelle sur (Q, B, P).
On dit que ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes si pour tous boréliens

BlyBQa"' 7Bna on a
P (ﬂ (X; € Bi)) = [[P(x; € By).

i=1 =1

L’événement ﬂ (X; € B;) sera aussi noté (X; € By, -+, X, € By).

i=1

Théoréme 23.24 Soient n > 2 et X1, Xo, -+, X,, des variables aléatoires réelle discrétes sur
(Q, B,P). Ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes si, et seulement si, pour

tous boréliens (x1, 9, ,x,) dans HXi (Q), ona:

P (ﬂ (X, = asi)> = HIP’(XZ- = ;).

=1

Démonstration. La condition nécessaire est évidente en prenant pour boréliens des B; =

{ai}.
Montrons que la condition est suffisante.
Avec :

ﬁ X, € B;) = U ((Xl—xl)ﬂﬁ(XiEBi))

r1€B] 1=2
:cleBlﬂXl(Q) =2

I'ensemble B; N X; () étant dénombrable puisque X; est discréte, on déduit que :

( = ) Z P ((X1 =2x1)N ﬁ (X; e Bi))

z1€B1NX1(Q) =2
En itérant ce procédé un nombre fini de fois, on obtient :

) B e

T1€EBINX1(Q)  2n€BnNXn(Q)

— Z H[p

{E1€BlﬂX1 (EHGBnﬂXn(

P(X; =) | - Y P(X, =)
xleBlﬂXl(Q)

Tn€BrNXn ()

||D§

- ﬁ]P)(Xi € B;NX; ()= ﬁ]P)(Xi € B).

i=1
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Exercice 23.21 Soient n > 3 et Xy, Xo, -+, X,, des variables aléatoires réelle discretes sur
(Q, B,P) mutuellement indépendantes.

1. Montrer que les variables aléatoires Xi + Xo, X3, -+, X,, sont mutuellement indépen-
dantes.

2. En déduire que pour tout entier v compris entre 2 et n — 1, les variables aléatoires X1 +
4 X X, o0, X, sont mutuellement indépendantes.

Solution 23.21

1. Pour tout réel x, on a :

(X1+X2:JZ>: U (Xlzl'z)ﬂ(XQZI—fEl)

1€X1(Q)

Uensemble X () étant dénombrable puisque X, est discréte. On a donc :

PXi+Xo=2)= Y P((Xi=z)n(X;=0—1))

IleXl(Q)
1€X1(Q)
Pour x réel et (x3,--- ,x,) dans HX on a :
X1+ Xo=o)n[|Xi=z)= | X=z)nX=z—z)n()(X; =)
=3 1€X1(Q) i=3
donc :
i=3 r1€X1(Q) =3
- P(X)=a)P(Xy =2 —z) [[P(X; = ;)
$1€X1(Q i=3

Z IP’Xl_xZ]P’XQ_q:—:Cl ﬁIP’ X, =)

x1€X1 1=3

=P(X;+ X, =) [[P(X; = 2;)

=3
et X1+ Xo, X3,---, X, sont mutuellement indépendantes.

2. Par récurrence fini sur r compris entre 2 et n — 1.

Théoréme 23.25 Si X et Y sont deuz variables aléatoires sur (Q,B,IP) intégrables et indé-
pendantes, elles sont alors non corrélées et on a :

E(XY)=E(X)E(Y)

et :
V(X4+Y)=V(X)+V(X)
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23.7 Convergence en probabilité et en loi

Définition 23.14 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles sur (Q, B,P) et X
une variable aléatoire réelle sur (2, B,P). On dit que la suite (X,)nen converge en probabilité

vers X si:
Ve >0, lim P(|X,—X|)>e=0.

n—-+0oo
Théoréme 23.26 (loi faible des grands nombres) Soit (X,,), .y une suite de variables aléa-

1 n
> Xn)
k=0

n+1

toires réelles dans L3 (Q, B,P) deuz a deur indépendantes et de méme lot X. La suite <
neN
converge en probabilité vers E (X).

En fait, on peut affaiblir les hypothéses X,, € L2 (2, B,P) pour obtenir un résultat plus fort !

Théoréme 23.27 (loi forte des grands nombres) Soit (X,,), .y une suite de variables aléa-

1 n
toires réelles dans L1, (2, B,P) deux a deuz indépendantes et de méme loi X. La suite < > Xn>
neN

n+1i=
converge en probabilité vers E (X) .

Définition 23.15 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles sur (Q, B,P) , (F,,)nen
la suite des fonctions de répartition associées et X une variable aléatoire réelle sur (2, B,PP).
On dit que la suite (X,)nen converge en loi vers X si :

lim F,(x) = F(x)

n—-+o00

en tout point de continuité x de la fonction de répartition F de X.

Exercice 23.22 Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles sur (2, B,P) telle que,

A
pour tout n € N*, la variable aléatoire X,, suit une loi binomiale de paramétres n et —, ou A > 0
n

est donné.. Montrer que (X, )nen converge en loi vers une variable aléatoire X suivant une loi
de Poisson de paramétre X (convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson).

Solution 23.22 Laissée au lecteur.

Définition 23.16 On dit qu’une suite (X,,), oy de variables aléatoires réelles est une suite de
variables aléatoires réelles indépendantes si pour tout n > 2, les variables aléatoires X4, -, X,
sont mutuellement indépendantes.

Théoréme 23.28 (central limite) Soit (X,,), . une suite de variables aléatoires réelles dans

~ (X, —E(X
L2 (Q, B, P) indépendantes et de méme loi X. La suite de variables aléatoire g M
1 o (X) \/ﬁ neN®

converge en loi vers une variable aléatoire X suivant une loi de Gauss de parameétres O et 1.
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