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Espaces probabilisés

21.1 Introduction

De fagon intuitive, une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat ne peut étre
annoncé avec certitude a priori, c’est-a-dire avant la réalisation de cette expérience.

Un schéma concret souvent utilisé, pour rendre intuitif le calcul des probabilités, est celui
d’'un dé dont les six faces sont identiques, c’est-a-dire qui ont la méme probabilité (au sens
intuitif, pour U'instant) de chute.

On dira qu’'un lancé de dé est une expérience aléatoire (aléa est un mot latin signifiant jeu
de dé).

Le résultat d’un tel lancé est une éventualité (on dit aussi une épreuve) et I’ensemble de
toutes les éventualités est appelé I'espace fondamental (on dit aussi 'univers) de I'expérience
et est souvent noté 2. Un événement est une proposition logique susceptible de se produire ou
non a l'issue de la réalisation d’une expérience aléatoire. Enfin & chaque événement on essayera
d’associer un nombre p € [0, 1] qui devra mesurer la probabilité pour que cet événement se
produise.

L’origine du calcul des probabilités se trouve dans les jeux de hasard (le mot « hasard »,
transmis par les espagnols, vient de 'arabe « az-zahr » qui signifie « dé a jouer »).

Pascal et Fermat ont été les premiers, au 17éme siécle, a mathématiser cette théorie. Puis,
a partir du 18éme siécle, de nombreux mathématiciens se sont intéressés a ce calcul (Laplace,
Poisson, Gauss, Poincaré, Borel, Frechet, Levy, Kolmogorov, Khintchine, ...).

C’est Kolmogorov qui est considéré comme le fondateur (en 1933) de la théorie axiomatique
moderne des probabilités.

Le langage de la théorie des ensembles permet de modéliser de fagon efficace la notion
d’expérience aléatoire.

On pourra consulter le chapitre 1 du cours d’algébre pour les notions de base sur les ensembles
et le chapitre 2 pour I'analyse combinatoire.

21.2 Evénements

On désigne par 2 un ensemble non vide dont les éléments représentent tous les résultats
possibles d'une expérience aléatoire donnée £.

Les éléments de (2 sont appelés éventualités ou épreuves, les parties (ou sous-ensembles) de
() sont appelés événements et {2 est appelé univers ou espace fondamental.

Remarque 21.1 La notion d’éventualité dépend de ce qui intéresse [’expérimentateur.
Pour le lancé d’un dé équilibré, si on s’intéresse au résultat de la face supérieure, on prendra
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524 Espaces probabilisés

pour univers Q = {1,2,3,4,5,6}, mais si on s’intéresse a la parité du numéro de cette face, on
prendra Q = {Pair, Impair} ou Q = {0,1} (0 pour pair et 1 pour impair).

Remarque 21.2 L’univers Q n’est pas nécessairement dénombrable (fini ou infini).

St on considére 'exemple d’un lancé de fléchettes sur une cible, en admettant que le joueur lance
la fléchette assez fort pour atteindre le plan de la cible, une éventualité est le point dtmpact de
la fléchette sur le plan de la cible et Q) est une partie de R2.

On peut aussi prendre pour éventualité la distance du centre de la cible au point d’impact de la
cible et on prendra 2 = N si on fait les mesures a un centimétre pres.

On peut aussi prendre pour éventualité, le gain correspondant au point d’impact et dans ce cas
Q ={0,20,50,100} .

On dira qu’'une expérience aléatoire est discréte si I'univers est dénombrable (fini ou infini)
et on dira qu’elle est continue si I'espace fondamental est infini non dénombrable (par exemple,
Q) peut étre R3, un intervalle de R,...).

Exemple 21.1 Sachant que deux candidats Cy,Cs a une élection ont obtenus respectivement
m et n voix, avec m > n, quelle est la probabilité pour que, dans le dépouillement, Cy ait

constamment la majorité ¢
m-—n
On est ict dans le cas discret fini et on peut montrer que la probabilité cherchée est : p =

m+n

Exemple 21.2 Deux entiers positifs étant choisis au hasard, quelle est la probabilité pour qu’ils
sotent premiers entre eux ?
On est ici dans le cas discret dénombrable infini (on peut prendre pour 2 l’ensemble des pged

1 1

de deuz entiers) et on peut montrer que la probabilité cherchée est p = @, ou (k)= —
n>1"T

est la fonction dzéta de Riemann. De maniére plus générale, la probabilité pour que r nombres

entiers positifs soient premiers entre eux est p =

)’

Exemple 21.3 Sur un plan, on trace des droites paralléles distantes de d et on jette une ai-
guille de longueur ¢ < d. Quelle est la probabilité pour que cette aiguille rencontre l'une des
droites ¢

On est ici dans le cas continu et on peut montrer que la probabilité cherchée est p = — (pro-
T

bleme de l'aiguille de Buffon).
En 1777 Buffon réalisa cette expérience avec 2048 essais ce qui lui permit d’obtenir une esti-
mation de m avec une décimale exacte.

On note P (£2) I'ensemble des parties de €.
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Les opérations sur les ensembles s’interprétent, en termes d’événements, comme indiqué dans
le tableau suivant :

Ensemble Evénement
L’ensemble vide () Evénement impossible
L’univers (2 Evénement certain
Un singleton {w} ot w € Q Un événement élémentaire
Un sous-sensemble A de §2 Un événement
weA Le résultat w est une réalisation possible de A
ACB si A est réalisé, alors B est réalisé
Le complémentaire 2\ A de A dans Evénement contraire de A
ANB Réalisation simultanée de A et B
ANB=10 Les événements A et B sont incompatibles
AUB Reéalisation de A ou B
(A;);e; une partition dénombrable de €2 | (A4;),.; est un systéme complet d’événements

21.3 Tribus d’événements, espaces probabilisables
On se donne un univers ().

Définition 21.1 On appelle tribu (ou o-algébre d’événements, ou famille d’événements obser-
vables) sur Q) toute partie B de P(2) telle que :
- QeB;
- VA€ B, Q\ A€ B (B est stable par passage au complémentaire) ;
St (Ap),en st une suite d’éléments de B alors UA” € B (B est stable par réunion

neN
dénombrable).

Remarque 21.3 Si on impose seulement la stabilité de B par réunion finie, on parle alors
d’algebre d’événements (ou d’algébre de Boole). Le préfive o fait référence a la possibilité d’uti-
liser des réunions infinies dénombrables d’événements.

1l est facile de vérifier qu’une o-algébre est une algébre.

Définition 21.2 Si B est une tribu sur ), on dit alors que le couple (€, B) est un espace
probabilisable (ou mesurable).

Exemple 21.4 B = {0,Q} (tribu triviale, c’est la plus petite); B = {0, A,Q\ A, Q} ou A est
une partie non vide distincte de 2 ; B = P(Q) (tribu grossiére, c’est la plus grande) sont des
tribus sur Q.

On vérifie facilement le résultat suivant.

Théoréme 21.1 Si (2, B) est un espace probabilisable, on a alors :
-0eB;
— si A, B sont dans B, alors AUB, ANB, A\ B et AA B sont dans B;
~ 80 (Ap),ey est une suite d’éléments de B alors ﬂAn € B (B est stable par intersection

neN
dénombrable).

Démonstration. On a :
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- P=Q\QeB
—AUB:UAnEBenposantAozA,AlzBetAnzﬂpournZZ
neN

Q\(ANB) = (Q\A)U(Q\B) e B, donc ANB =0\ (Q\ (AN B)) € B.
A\B=ANQ\B)eBet AAB=(A\B)U(B\A) € B.

- Et:
A =Q\ (UQ\An> €B.

neN neN
]
En considérant des suites (A, ), .y d’éléments de B telles que A,, = () pour n assez grand, on
voit qu’une tribu est stable par réunions et intersections finies.
Lemme 21.1 Si (B;),.; est une famille de tribus sur 2, alors B = ﬂBi est aussi une tribu sur
el

el

Q.

Démonstration. On a 2 € B; pour tout 7 € I, donc () € B.
Pour tout A dans B, on a A € B; pour tout i € I, donc Q\ A € B; pour tout i € [ et
Q\AehB.

Si (An), ey est une suite d’éléments de B, on a alors A, € B; pour tout n € N et tout i € I,
donc UA" € B; pour tout 7 € I et UA” e B.

neN neN
On a donc ainsi montré que B est une tribu sur €. [ ]

Définition 21.3 Si X' est une partie de P (Q2), on dit alors que l'intersection de toutes les
tribus sur € qui contiennent X est la tribu engendrée par X.

Comme P () est tribu sur €2 qui contient X, il existe bien de telles tribus.
On note o (&) la tribu engendrée par une partie X de P (2) et on a :

g (X> - ﬂ[)’ tribuB
xXcB

Remarque 21.4 La tribu engendrée par X est aussi la plus petite tribu sur Q0 (pour l'ordre de
Uinclusion sur P (2)) qui contient X.

Exercice 21.1 Soient X, deux parties de P ().
1. Montrer que st X C o (Y), on a alors o (X) C o (V).
2. Montrer que si X C Y, on a alors o (X) C o (Y).
Solution 21.1
1. Résulte du fait que o (X) est la plus petite tribu sur Q qui contient X.
2. Résulte de X C Y Co(Y).

La définition qui suit nous sera utile pour définir les variables aléatoires réelles.

Définition 21.4 La tribu borélienne sur R est la tribu sur R engendrée par ’ensemble des
intervalles réels (finis ou non).
On la note Bg.
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Théoréme 21.2 La tribu borélienne sur R est engendrée par la famille des intervalles de la
forme |—o00, x] ou x décrit R. Elle est aussi engendrée par la famille des intervalles de la forme
|z, y] ot x <y dans R.

Cela signifie que :

Bgr =0 {]—00,z] | x € R}
=o{lz,y] | x <y dans R}

Démonstration. Notons X' 'ensemble de tous les intervalles réels, X; = {|—o0, 2] | z € R}
et Xy = {]z,y] | * <y dans R}.

De X} C X et Xy C X, on déduit que 0 (X)) C 0 (X) = Bg et 0 (X2) C Bg.

L’inclusion réciproque Br C o (X)) se déduit de :

al=U |- 1] e ot

J]—00
~ ]z, +oo[ =R\ |-00,2] € 0 (X))
~ [z, 400[ =R\ |—00, 2] € 0 (A1)
— [z,y] = [z, +00[N]—00,y] € o (X)) pour # < y;
][x, % |z, +oo[N]—o0,y[ € o (&) pour z < y (c’est () pour z = y);

{z} U]z, y| pourx <vy;

o ]x,y] ]I7y[ U {y} pour z < y.

On procéde de maniére analogue pour l'inclusion Bg C o (X3). Ou alors, on peut montrer
directement que o (X;) = o (Xs). [

Lemme 21.2 SiQ = {w; | i € I} est dénombrable avec I C N, alors P (2) est la tribu engendré
par les événements élémentaires {w;} ot i € I.

Démonstration. Soit B C P (Q2) la tribu engendrée par les événements élémentaires. Toute
partie A de Q s’écrivant A = U {w;} avec J C I C Net {w;} C Q, elle est dans B comme
jeJ
réunion dénombrable d’éléments de B. On a donc B =P (Q2). ]
Dans le cas o 2 est dénombrable, on prend usuellement P (€2) pour tribu.

21.4 Espaces probabilisés

Etant donnée une expérience aléatoire £, on s’intéresse a la probabilité de réalisation d’un
événement A. Pour cela, une idée naturelle est de répéter un grand nombre de fois I’expérience
dans les mémes conditions. Si pour n expériences, on note n (A) le nombre de fois ou A est

n(A)
n . . ey . .
Plus n sera grand, plus f (A) se rapprochera d’une quantité qui sera la probabilité de réalisation

de A.
Il est donc naturel de poser :

réalisé, la quantité f (A) = est la fréquence statistique de réalisation de A sur n coups.

P(4) = lim A
n—-+4o0o n

Mais en général cette quantité n’est pas directement calculable.

De plus, si on fait plusieurs séries d’expériences, on aura des évaluations différentes de cette
limite (dont l'existence n’est pas toujours assurée). Un autre inconvénient de cette définition
est qu’il faut faire des expériences pour avoir une idée de la probabilité de réalisation de A,
alors que le but est justement d’avoir une idée de cette probabilité avant toute expérience. D’out
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la nécessité de donner des définitions axiomatiques a partir des résultats sur les fréquences
statistiques.

Avec 0 < n(A) < n, on déduit que P(A) € [0,1], en notant Q 'univers associé a cette
expérience, on a n()) = n et P(Q) = 1 et pour A, B événements incompatibles, on a
n(AUB)=n(A)+n(B),donc P(AUB)=P(A) +P(B).

Ces considérations nous conduisent a la définition suivante, ou (€2, 8) est un espace proba-

bilisable.

Définition 21.5 On appelle probabilité (ou mesure de probabilité) sur l’espace probabilisable
(Q, B) toute application P : B — [0, 1] telle que :
-P(Q)=1;
— pour toute suite (Ay), cy d’événements deux a deux incompatibles dans B (i. e. A,NA,, =0
pour n # m dans N), la série Y P (A,) est convergente et on a :

P (UAH> => P(4)

neN neN
(o-additivité de P).
Avec ces conditions, on dit que le triplet (2, B,P) est un espace probabilisé.

Dans ce qui suit, (€2, 5,P) est un espace probabilisé.

Théoréme 21.3 On a les propriétés suivantes, ou A, B, Ay, désignent des événements dans B :
1.P0)=0;
2. si A et B sont deuzx événements incompatibles, on a alors P(AUB) =P (A)+P(B);

3. 81 (Ak) <<, €St une suite d’événements deux a deux incompatibles, on a alors :

() - Sron
k=1 k=1

4 P@\A) = 1-P(4);
5. 51 AC B alors P(A) <P (B) (P est croissante) ;

6. st (Ak)j<p<, €St un systéme complet d’événements, on a alors pour tout A € B :

P (A) :zn:IP’(AﬂAk)

k=1
7. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB);
8. si (An),ey €St un systéme complet d’événements, alors :

D> P(4,) =1

neN
9. si (Ap),ey st une suite croissante dans B (c’est-a-dire que A, C Any1 pour tout n € N)

alors :
P (U An) = lim P(4,)

neN

(continuité croissante de P) ;
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10. si (Ap), ey est une suite décroissante dans B (c’est-a-dire que Ay, 41 C A, pour toutn € N)

11.

alors :
P = i
(1) = amre
neN
(continuité décroissante de IP);

si (Ap),en st une suite d’événements, alors :

P (U An> <> P(4,)

neN neN

ou Y P(A,) peut valoir +oo (inégalité de Boole). Ce résultat se traduit en disant que P
neN
est sous-additive.

Démonstration.

1.

La suite (A,),cy définie par A, =  pour tout n € N est formée d’événements deux a
deux incompatibles et avec :

OSIP(UAn):Z]P’(Q))gl

neN neN

on déduit P (@) = 0.

. En utilisant la suite (A,), .y formée d’événements deux a deux incompatibles définie par

A=A, Ay=Bet A, =0 pour tout n >3, on a :

]P(AUB):IP(U An> :IP’(A)+P(B)+ZIP>(®):P(A)+IP’(B)

neN n>3

. Par récurrence, on en déduit que si (Ay),.,<, est une suite d’événements deux a deux

n

(00 - S

incompatibles, on a alors :

Résulte de :
1=PQ)=PAUQ\A)=PA)+P(Q\A).

. Pour ACBonaB=AU(B\A)et:

P(B)=P(AU(B\A)=P(A)+P(B\A) >P(A)

Si (Ak),<p<n €St un systéme complet d’événements, on a alors, pour tout A € B :

A=ANN=AnN (OAk> :OAﬂAk

k=1 k=1

les événements A N Ay étant deux a deux incompatibles, ce qui donne :

P(A) =P <0AOAk> :iIP’(AmAk)

k=1
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7. Comme (B,Q\ B) et (A,Q\ A) sont deux systémes complets d’événements, on a :

P(A)=P(ANB)+PANQ\B))=P(ANB)+P(A\ B)
P(B)=P(BNnA)+P(B\A)
et en utilisant la partition :
AUB=(ANB)U(A\B)U(B\A).
on déduit que :
P(AUB)=P(ANB)+P(A\B)+P(B\A)

—P(ANB)+P(A) —P(ANB)+P(B) —P(BnA)
P(A)+P(B)—P(ANB)

8. Résultede Q= |J A, et de P(Q) = 1.

neN
9. ]P’(U Ak) =3 (=) py,
k=1 k=1
10. Comme la suite (A,), oy est croissante, la suite réelle (P (A,)), oy est croissante majorée
par 1, donc convergente. En utilisant la partition :

A =400 [ (Arer \ 4)

neN neN
on a .
<UA> P (Ag) + > P (A, \ Any).
neN n>1
avec

P(A,\ A1) =P(A4,) —P(A,1)
(ona A, ;1 C A, pour tout n > 1), ce qui donne :

n

B(Ao) + S P (A \ Aimt) = B(Ag) + 3 (B(Ay) — P(4 1) = P(A,)

k=1 k=1

n—-+0o n—-+00

(UA) P(4,) + lim n P (A, \ Ap1) = lim P(A,).

11. Si (Ay),cy est décroissante, alors (€2\ A,), oy est croissante et :

(ﬂA ) =1-P (U(Q\An)) =1- lim P(Q\A,)

neN neN
= lim (1-P(Q\A,)) = lim P(A,).

12. De 7. on déduit que, pour tous A, B dans B, on a :

P(AUB) <P(A)+P(B).
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et par récurrence on déduit que :
P (UAk> <3 P (A)
k=0

ce qui donne :

P (U An> = lim P (UAk> < lim P (Ay) = > P4,
k=0 k=0

neN

(la suite (UAk> est croissante).
neN

k=0
|

Exercice 21.2 Soit (2, B,P) un espace probabilisé. Montrer que pour A € B l’égalité P (A) =0
n’entraine pas nécessairement que A est I’événement impossible.

Solution 21.2 On considére l'expérience aléatoire £ qui consiste a lancer une infinité de fois
une piece équilibrée et [’événement :

A = « obtenir Pile a tous les lancés »

On A = ﬂ A, avec :

neN*
A, = « obtenir Pile aux lancés 1 a n »

Comme A,.1 C Ay, ona :

P(A)z[[”(ﬂ An> = lim P(4,)= lim 1

neN
et A+ 0. EnprenantQ:{P,F}N*, onaA={(P,--- ,P---)}.

Théoréme 21.4 (formule de Poincaré) Si (Ax), ;, est une suite d’événements dans B,

on a alors :
P (U Ak) => (D" pin
k=1

k=1

o, on a noté pour 1 <k <n :

pk,n: Z P(A“F‘IHA%)

1< <<, <n

Démonstration. On procéde par récurrence sur n > 1.
Pour n = 1, c’est clair et pour n = 2 c’est fait au 7. du théoréme précédent.

Supposons le résultat acquis pour n > 2 et soit (Ax); ., une suite d’événements dans B.
. <k<

En notant B = J A, le cas n = 2, nous donne :
k=1

P (no Ak) =P (Aps1) + P(B) — P(Aps1 N B)
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et en utilisant I’hypothése de récurrence, cela donne :

n+1 n
P <U Ak> =P(Ap1) + > (1) " ppn —P(Anp1 N B)
k=1 k=1

OU Pgp = > P(A,N---NA;) et:

K
1<i1 << <n

n

P(A,.1NB) =P <U Ap 0 Api

k=1
n

=> (=D T P4 NN A N Ap)

k=1 1<y < <ip<n

On a donc :

n+1 n
P (UAk) P () it S (-1 pi — P (A (1 B)
k=1 k=2

n+1 n

=Y P(A)+Y (D1 Y P4, NN 4)
i1=1 k=2 1<t << <n
n+1

=D EDTE Y P(AL NN A N AL

k=2 1<i < <ip<n
n+1 n
k—
:ZP(Ai1)+Z<_1) ! Z ]P)(AllmﬂAlk)
i1=1 k=2 1<t << <n
+ (=T N P4, NN A, N Ar)
k=1 1< << <n
S EDT Y B n-nAy)
k=1 1<t << <n+1
n+1

+P(Apsr) + ) (1) > P (A, N--NA;)

1§i1<---<i]’,1<i]’=n+1

= fj (D0 D P(Agnendy)

1<y < <ip<n+1l

Exercice 21.3 Montrer qu’une application P : B — [0, 1] est une probabilité sur l’espace pro-
babilisable (2, B) si, et seulement si :
-P(Q)=1;
— pour tous événements A, B incompatibles dans B, on a P(AU B) =P (A) +P(B) (on dit
que application P est additive) ;
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~ 50 (An),en €St une suite croissante dans B, alors :

P (U An) = lim P(4,)

neN

Solution 21.3 On sait déja que la condition est nécessaire.

Montrons qu’elle est suffisante.

Avec la deuziéme condition, on vérifie facilement par récurrence que si (Bi)gcy<, €St une suite
d’événements deuz o deux incompatibles, on a alors : o

P (OBk) = zn:]P’(Bk)

Soit (Ap),cn une suite d’événements deux o deux incompatibles dans B. La suite d’événements
n

(Bn)pen définie par B, = UAk pour tout n € N, est croissante et avec :

k=0
Ja=Un.

neN neN

on déduit que :

P (U An> =P (U Bn> = lim P(B,)

neN neN

n——+00

= lim 2{:1P<z4k)
k=0

ce qui signifie que la série Y P (A,) est convergente avec :

P (UAn> => P(4)
neN neN
Exercice 21.4 Soit B = {Ay, -+, An} une tribu finie sur Q. Montrer qu’une application P :
B — [0,1] est une probabilité sur l’espace probabilisable (2, B) si, et seulement si :
-P(Q)=1;
— pour tous événement A, B incompatibles, on a P(AU B) =P (A)+P(B).
Solution 21.4 On sait déja que la condition est nécessaire.

Montrons qu’elle est suffisante.
Soit (By,),en une suite croissante d’événements dans B. Comme la tribu B est finie, il existe

un nombre fini d’événements B;,, -+, B;,, ou 1 <4y < --- <1 < m, tels que pour tout n € N,
B, soit l’'un des B;; et en notant p = max ij, on a :
! 1<j<k

Vn >p, B, C B, = B;; C B,
donc B, = B, pour p > n et :

p
UB.=JB =B,
j=1

neN
ce qui donne :

]P’(UBn> =P(B,) = lim P(B,)

n—-+400
neN

et P est une probabilité.
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21.5 Espaces probabilisés discrets

On suppose ici que Q = {w; | i € I} est dénombrable avec I C N et on prend B = P (Q)
pour tribu d’événements.

Le théoréeme qui suit nous dit que, dans le cas ot I'univers est dénombrable, une probabilité
est uniquement déterminée par les probabilités élémentaires P ({w}) .

Théoréme 21.5 Une application P : P (Q) — [0, 1] telle que :
> P({wp) =1
wel

est une probabilité sur (Q, P (L)) si, et seulement si :

VA€ P (D => P({w})

wEA

Démonstration. Si P: P (Q) — [0, 1] telle que :

> P({w}) =1

weN

est une probabilité sur (€2, P (€2)), on a alors pour toute partie A de Q2 :

P(A) =P (U {w}> => P({v})

weA w€EA

puisque la réunion est dénombrable et les événements élémentaires {w} sont deux & deux dis-
joints.
Réciproquement, soit P : P (Q) — [0, 1] telle que :

<ZP({w}):1) et (mep => P {w})

weN wEA

On a P(Q) = > P({w}) = 1 et pour toute suite (A,) d’événements deux a deux

we
incompatibles dans B, on peut écrire (a priori dans Rt = [0, 4+00]) :

SPA)=Y YR = Y P

neN

neN neN weA, we An
neN
=P (UAH> € 0,1
neN
et P est une probabilité sur (2, P (2)). [

Exemple 21.5 Pour Q = {wq, - ,wn} fini, la probabilité uniforme est définie par :

Vw e Q, P({w}) = % - cardl(Q)
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ce qui signifie que pour toute partie A de €, on a :

P(4) = L P((e)) = o]

wEA

(c’est le quotient du nombre de cas favorables par le nombre de cas possibles).
Dans cette situation, on dit qu’on est dans le cadre de [’équiprobabilité et les outils de dénom-
brement nous seront utiles pour calculer des probabilités.

Exemple 21.6 Pour p € ]10,1] et Q = {0,--- ,n} fini, on définit une unique probabilité sur
(Q,P () avec :

(loi binomiale de parametres p € ]0,1[ et n € N*).
En effet, on a P ({k}) > 0 pour tout k compris entre O et n et :

SRl = SO R = (k1) — L.

weN

Exemple 21.7 Pour A > 0 et Q = N, on définit une unique probabilité sur (2, P (Q)) avec :
)\k
Vk €N, P({k}) = e—AF

(loi de Poisson de paramétre X > 0).
En effet, on a P ({k}) > 0 pour tout k € N et :

_ AN
ZP({w}) =e )\Zﬁ = et = 1.
wel keN
Exemple 21.8 Pourp € |0, 1] et Q = N, on définit une unique probabilité sur (Q, P (2)) avec :
vk eN, P({k}) =p(1-p)"

(loi géométrique de paramétre p € ]0,1]).
En effet, on a P ({k}) > 0 pour tout k € N et :

k p
;E;P({W}) ZPICGZN(l—p) “Toaop) L.

Exercice 21.5 Soit l'univers Q = {wy,wq,ws,ws}. Laquelle des fonctions P : P (Q2) — [0,1]
sutvantes définit une probabilité sur €1 ?

LP({en}) = L P (fon)) = L, P (fus)) =

5
2 B({wn)) = 5 P({un)) = 3, P(fs}) =

) ]P)({LU4}) =
, P({wa}) =

Ol — x|
ol — Ot

2
1
2
Solution 21.5

1. > P ({w;}) # 1, donc ce n’est pas probabilité.
2. On aP({w;}) >0 et > P({w;}) =1, donc c’est une probabilité.
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Exercice 21.6 Soit ['univers Q) = {wy,ws,ws, w4} et P: P (Q) — [0, 1] une mesure de probabi-
lite.
1. Calculer P ({w1}) et P({wa}) en supposant que :
P ({wi}) = 2P ({w:})

P ({ws)) = P(fur}) = §

2. Calculer P ({w1}) en supposant que :

P({ws)) =
P (fun,a}) = 5
P (fn,n}) = 7

Solution 21.6
1. P({wq}) =

2. P{wi}) =

et P ({ur}) = %

| — O~

5
Exercice 21.7 On considere [’expérience aléatoire qui consiste a jeter 3 fois une piéce de mon-
naie équilibrée.

1. Donner un univers adapté a cette expérience.

2. Calculer la probabilité d’obtenir exactement une fois pile.

3. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois pile.
Solution 21.7 Laissée au lecteur.

Exercice 21.8 On considére lexpérience aléatoire qui consiste a jeter 10 fois une piece de
monnaie équilibrée.
1. Calculer la probabilité d’obtenir 10 pile consécutifs.

2. On répéete Uexpérience 4000 fois. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois 10
pile consécutifs.

Solution 21.8 Laissée au lecteur.

Exercice 21.9 On considére une course de chevaux avec 10 partants numérotés de 1 a 10 et
on s’intéresse a l'ordre d’arrivée. On suppose les concurrents de force égale et qu’il n’y a pas
d’ez-aequo.

1. Donner un univers adapté a cette expérience.

2. Calculer la probabilité pour que le numéro 4 arrive le premier.

3. Calculer la probabilité pour que le numéro 4 arrive dans les 3 premaers.

Solution 21.9 Laissée au lecteur.
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Exercice 21.10 On considere le jeu de loto ot il s’agit de choisir 6 numéros distincts parms
les numéros {1,--- ,49}, les boules portant les 49 numéros étant parfaites.

1. Donner un univers adapté a cette expérience.

2. Calculer la probabilité de gagner le premier prix avec un bulletin.
Solution 21.10 Laissée au lecteur.

Exercice 21.11 On pipe un dé de sorte que la probabilité du résultat obtenu quand on jette ce
dé soit proportionnelle au résultat (par exemple 6 a une probabilité deux fois plus grande que 3
de sortir).

1. Calculer P ({k}) pour tout k compris entre 1 et 6.
2. Calculer la probabilité d’obtenir un nombre pair.

3. Calculer la probabilité d’obtenir un nombre premaier.
Solution 21.11

1 P({1})=p, P

—~

(k) = kp et él?’({k}) 1 donne P({k}) = .

21
2 P({2,4,6}) = ‘;
10
5 B((2,3,5) = oo

Exercice 21.12 Qu’elle est la probabilité pour qu’il y ait au moins deux personnes nées le
méme jour dans un groupe de n > 2 personnes (on fait abstraction des années bissextiles) ?

Solution 21.12 Un univers adapté & la situation est Q = F¥, ou E est ’ensemble des n
personnes et I l'ensemble des 365 jours d’une année non bissextile.

On suppose qu’il y a équiprobabilté des anniversaires.

L’événement qui nous intéresse :

A = « deux personnes ont le méme jour anniverssaire »
est identifié a [’ensemble :

A={fe€Q|3In#m dans E tel que f (n) = f(m)}
={f e Q| [ est non injective}

et la probabilité cherchée est :

P(4) = card(4) . card(2\ A)
~card (Q) card (92)
n 1 s2m > 365
_y e )T e
365™ 1 512 <n <365

365" - (365 — n)!
Par exemple, pour n = 23, on a :

365!

- ~ 0.507
36523 - (365 — 23)!

P(A) =1
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Exercice 21.13 Formule d’inversion de Pascal
Soient (fn),en €t (9n)pen deus suites de réels ou de complexes telles que :

VneN, f,= Zcﬁgk-
k=0

Montrer que :

Vn € N» gn = Z (_1)n_k Cka:

k=0

Solution 21.13 Laissée au lecteur.

Exercice 21.14 On appelle dérangement de l’ensemble I, = {1,2,--- ,n} toute permutation
o de cet ensemble n'ayant aucun point fize (i. e. telle que o (i) # i pour tout i € I,). Pour

tout entier naturel non nul p, on note 9, le nombre de dérangements de I,. On a 6, =0 et, par
convention, on pose g = 1.

1. Montrer que :

Vn e N, nl =Y Cko.
k=0

2. En déduire que :

" ~ (1"
Vn €N, by =nl)
k=0 '

3. On considere n couples qui se présentent a un concours de danse, chaque danseur choi-
sissant une partenaire au hasard.

(a) Quelle est la probabilité p, pour que personne ne danse avec son conjoint ?
(b) Calculer la limite de p, quand n tend vers linfini.

Solution 21.14

n
1. n! qui est le nombre de permutations de I,, peut s’écrire n! = Y m, k, 0U T, 1 est le nombre
k=0
de permutations de I,, ayant exactement k points fives, soit m, = C*5,_x, ce qui donne :

n n n

nl=> Cko,p =Y Ci o= Cko.
k=0 k=0 k=0
2. Awvec la formule d’inversion de Pascal, on a :
n . n _1 k
0n =Y (=1)""CER! = n! ( k!) :
k=0 k=0

(a) En supposant qu’on est dans le cadre de l’équiprobabilité, on a :

On - <_1)k
T Dy

k=0

1

n—-—+o00
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21.6 Probabilités sur (R, Bg)

On rappelle que la tribu borélienne Bg sur R est la tribu engendré par les intervalles. C’est
aussi la tribu engendrée par les intervalles de la forme |—oo, ] ou par ceux de la forme |z, y].
Pour ce paragraphe, P est une mesure de probabilité sur (R, Bg) .

Définition 21.6 La fonction de répartition de la mesure de probabilité P est [’application :

F: R — [0,1]
r — P(]—o0,z|)

Théoréme 21.6 La fonction de répartition d’une mesure de probabilité P sur (R, Br) est crois-
sante, continue a droite en tout point de R et admet une limite a gauche en tout point x de R
avec :

F(z7) = lim F (z) = P(]—o0,z)

t—xr—
On a aussi :
lim F(z)=0, lim F(z)=1

T——00 T——+00

et pour tous réels x <y, on a :
P({x}) = F(x)— F (o)
P(z,y]) = F(y) — F (2)
Démonstration. Pour z <y, on a |—o0, 2| C ]—00,y] et en conséquence F (z) < F (y).

1
Pour x € R, la suite G —00, T + —}) étant décroissante dans Bg, on a :
n n>1

F (2) = P(]~00,2]) Zﬂj’(ﬂ}_”’“%])

n>1

1 1
= lim P(]—oo,a:—l——]): lim F(x+—)
n—-4oo n n—-+oo n

et comme F est croissante, on en déduit que lim F'(x) = F (x), c’est-a-dire que continue a

t—xt

droite en z.
Avec les mémes arguments, on a :

R )

1
= lim F (x— —)
n—-+o0o n

et tl_lg{ F(z)=P(—o00,z]).

Comme (]—00, —n]),, est décroissante et (]—oo,n]), 5, est croissante dans Bg, on a :

0=P@0)=P (ﬂ ]—o0, —n])

n>1

= lim P(]—o0,—n])= lim F(—n)

n—-+o00 n—-+o00
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et :

1=P(Q) =P (U ]—oo,n])

n>1

= lim P(]—oo,n]) = lim F(n)

n—-+o00 n—-+00

soit avec la croissance de F, lim F(z)=0et lim F(z)=1.

Enfin : S e
F(z) =P (]-00,2]) =P (]—00,z[U{z})
=P (l-o0,2)) +P({z}) = F (z7) +P({2}).
et :

Exercice 21.15 Montrer que la fonction de répartition d’une mesure de probabilité P sur
(R, Bgr) est continue en xq si, et seulement si, P ({xo}) = 0.

Solution 21.15 Comme F est continue a droite en tout point, elle est continue en xy si, et
seulement si, F (z5) = F (x0), ce qui équivaut a P ({zo}) = 0.

On admet le résultat suivant, qui nous dit qu'une probabilité P sur (R, Bg) est caractérisée
par sa fonction de répartition.

Théoréme 21.7 Si F' est une application de R dans R qui est croissante, continue a droite en
tout point de R et telle que :
lim F(z)=0, lim F(z)=1
T——00 r——+00

il existe alors une unique mesure de probabilité P sur (R, Br) telle que F' soit la fonction de
répartition de P.

“+oo
Corollaire 21.1 Si f: R — R" est une fonction continue par morceauz telle que f(t)dt =
o0

1, il existe alors une unique mesure de probabilité P sur (R, Bg) telle que la fonction F définie
sur R par :

vz €R,, F(x):/ (1) dt
soit la fonction de répartition de PP.

Démonstration. La fonction F' est croissante, continue a droite en tout point de R avec
lim F(z)=0et lim F(z)=1. [
r——00 r—+00
Définition 21.7 Avec les hypothéses et notations du corollaire précédent, on dit que f est une
densité de probabilité.
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Dans le cas ou P est une mesure de probabilité de densité f, on a, pour tout réels x < y :

P({z}) =0
400

P(-cc.al) = [ FOdt Blleroc) = [ F 00

P ([z,y]) = / () de

Exemple 21.9 Pour A > 0 donné, on définit la fonction f par :

e M sit>0
WER”JC@):{ 0siA<0

et la probabilité P de densité f est dite loi exponentielle de paramétre A\. On a, pour tout réel
x: .

)\/ eMdt=1—eMsit>0
]) = 0

0siA<0

F(z)=P(—o0,x

Exemple 21.10 Pour o > 0, u € R donnés, on définit la fonction f par :

1 _t—w?
e 202

VteR, f(t)=

oV 2T

et la probabilité P de densité f est dite loi normale (de Gauss) de paramétres o et p. On a,
pour tout réel x :

F(2) = P(|—00,2]) = — /_ et

oV 2T
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