2

Quelques inégalités classiques

On se propose de montrer, sous forme d’exercices, quelques inégalités classiques. Les preuves
de ces inégalités ne nécessitent que quelques connaissances élémentaires.

2.1 Exercices classiques et moins classiques
L’inégalité suivante est souvent utilisée.

Exercice 2.1 Montrer que pour tous réels positifs a,b on a :
1
Vab < 5 (a+0).
Dans quel cas I’égalité est-elle réalisée ¢

Solution 2.1 Il suffit de remarquer que :
(f—\/é)zza—zx/%mzo
[’égalité étant réalisée si, et seulement si, a = b.
En en déduit la suivante.

Exercice 2.2 Montrer que pour tous réels strictement positifs a,b on a :

2 < Vab.

1
T

Q=

Dans quel cas ’égalité est-elle réalisée ?

Solution 2.2 Cette inégalité s’écrit :
/11 < 1/1 n 1
ab ™~ 2\a b
et ’égalité étant réalisée si, et seulement si, a = b.

Exercice 2.3 Montrer que :

1. pour tous réels positifs a et b on a Va+b < /a+ Vb :

13
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2. pour tous réels a et b on a \/|a —b| > ‘\/|a] - \/|b]‘.

On étudiera les cas d’égalité.

Solution 2.3
1. On a :

2
Vath =a+b<a+2vab+b< (Va+Vh)

ce qui équivaut a vVa—+b < Ja + Vb puisque toutes les quantités mises en jeuxr sont

positives.
L’égalité est réalisée si, et seulement si, a+b = a+2vVab+ b, ce qui équivaut a a =0 ou
b=0.

2. En utilisant la question précédente, on a :

{ \/m:\/|a—b+b|§\/|a—b|+\/m
VIl = V/Ib—a+al </la =]+ +/]a]

—V]a =0 < Vlal = Vbl < V]a =¥
Vie == |v/lal = VIbl|.

donc :

ce qui équivaut a :

Exercice 2.4

1. Montrer que pour tous réels x,y on a :
(x+y)* > dzy.
2. Montrer que pour tous réels strictement positifs a,b,c, on a (b+ ¢) (c+ a) (a + b) > 8abe.

1 1 1
3. En déduire que (a + b+ c) (— to Tt —) > 0.
a c

Solution 2.4
1. Pour tous réels x,y on a :

2

(+y)* —dzy = (x —y)* > 0,

2. Donc, pour a,b, c positifs :
(b+¢)* (c+ a)? (a + b)* > dbcdcadab = 822>

et (b+c¢)(c+a)(a+b) > 8abe.
3. En notant S =a+b+c, on a :

(b+c)(c+a)(a+b)=(S—a)(S—0b)(S—c)
= 8% —(a+b+c)S*+ (ab+bc + ac) S — abe
= (ab+ bc+ ac) S — abe > 8abe

sout :
(ab + bc + ac) S > 9abe
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et divisant par abc > 0, on obtient :

1 1 1

—+-4+-—|(a+b+c)>9.
a b ¢

On peut aussi utiliser les inégalités entre moyennes harmonique, géométrique et arithmé-

tique (paragraphe 2.4) :

< Jabe < Lb—}-c
- - 3

S OV
+
Q=

Q=

+

1

-+

a
Exercice 2.5 On se propose de généraliser les résultats l’exercice précédent. On se donne un
entier n > 2 et des réels strictement positifs ay,--- , ap.

qui donne directement :

1
+_
c

>

)(a+b+c)29.

1. Déterminer le nombre de couples (i,7) d’entiers tels que 1 < i < j < n.

2. Montrer que, pour tout entier n > 2, on a :

1<i<j<n

3. Montrer que :

n—1

H (Cli + (lj) > (2” Hak> .

1<i<j<n k=1
Solution 2.5

1. L’ensemble de ces couples est :

E={(1,2),(1,3),---,(1,n),(2,3),---,(2,n), -+ ,(n—1,n)}
et le nombre d’éléments de E est :

n(n—1)

(=D (n=2) 4424 1= ——

(pour i fizé entre 1 et n — 1 il y a n — i possibilités pour j).

2. On procéde par récurrence sur n > 2. Pourn =2, on a :

| | a;a; = a102

1<i<j<n

et supposant le résultat acquis au rang n > 2, on a :

n
| | a;a; = | | ;a5 | | A;Ap41
1

1<i<j<n+1 1<i<j<n i=

n n—1 n+1 "
= Hak Ay Aply = Hak
k=1 k=1
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3. Pourl<i<j<mn,ona:
2
(CLi + (Zj) 2 4aiaj.
et :

n n—1
H (ai + CLJ)Q Z 4n(n2—1) H a;a; = <2n H ak>

1<i<j<n 1<i<j<n
ce qui donne :
n )
[[ (@i+a)={2"]]w
1<i<j<n k=1
Pour n = 2, on a l'inégalité a; + as > \/ajas et pour n = 3, on retrouve l’exercice
précédent.

4. En utilisant les inégalités entre moyennes harmonique, géométrique et arithmétique (pa-
ragraphe 2.4), on peut généraliser la deuxiéme inégalité de l'ezercice précédent. De :

on déduit que :

n 1 n
Z a_ Zak > n?.
k=1

=1k

On peut aussi utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz (paragraphe 2.2) pour écrire que :
(S oea) <Xay
n g ~ ayg.
(kl Ok =1 M =1
Exercice 2.6 Montrer que pour tous réels a,b,c, on a b*c* + c*a® + a*b* > abc (a + b+ c).
Solution 2.6 On a :
0<a?(b—c)+b(a—c)+c(a—0b)
=2 (b’ + ?a® + a®b®) — 2abc (a + b+ c)
Exercice 2.7 Montrer que pour tous réels strictement positifs a,b,c, on a :

ab be ca a+b+c
+ + < .
a+b b+c c+a 2

Quand y-a-t’il égalité ¢

Solution 2.7 Pour x,y réels strictement positifs, on a :

Ty < r+vy
r+y 4

qui est équivalent & (z +y)* — day = (x — y)* > 0. Il en résulte que :

ab n be n ca <a~|—b+b—|—c+a—|—c_a—|—b—|—c
a+b b+ec ct+a” 4 4 4 2
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Exercice 2.8 Soit x1,xs,- -+ ,x, des réels dans [0,1]. Montrer que :
[[Ta-20)=1-> o
k=1 k=1

Solution 2.8 Notons : .
H(l—xk) etvn—l—Zxk

Pourn =1, on a u; = vy.
Supposant le résultat acquis au rang n > 1 et tenant compte de 1 — x,.1 >0, on a :

Up41 = Un (1 - xn-l—l) > (1 - Z$k> (1 - xn—&—l)
n+1
>1- Zxk Tnt1 + xn+12mk >1- Zxk = Upt1-
puisque tous les xy sont positifs.

Exercice 2.9 Montrer que siay > ags > -+ > a, >0 et b >by>--->b, >0, alors :

Solution 2.9 On procéde par récurrence surn > 1.

Pour n =1, on a [’égalité a1by = a,b;.

Supposons le résultat acquis aw rang n > 1. On se donne deux suites croissantes (ax); <<, q €t
(bk)1<penys de réels positifs. On a :

() (8) - () (&)

n+1 n
+an+lzbk + bn—i—lzak + Upg1bngt
_ k=1
n+1 n
< nzakbk + an+1zbk + bn—i—lzak + Ung1bngt
k=1 k=1

et linégalité :
n+1 n+1 n+1
(S0) (0] < 0 3an
k=1

sera réalisée si :

an+lzbk + bn—l—lzak + an+1bn+1 < Zakbk + n + 1) an+1bn+1
k=1 k=1

soit s1 -

an-i—lzbk + bn—i—lza'k: < Zakbk + Nap410n11

k=1 k=1 k=1



18 Quelques inégalités classiques

ou :
Zan-i—lbk + an—i-lak < Zakbk + Zan+1bn+1
k=1
ou : . .
Z (g1 —ag) by < an—i-l (@pt1 — ag)
k=1 k=1
ou :

n

Z (bns1 — bk) (@ng1 —ax) >0
=1

qui est bien vérifiée.

2.2 L’inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout entier n > 1, on note x1, 9, -+ , x, les coordonnées d’un vecteur x de R”. Un tel
vecteur sera noté r = (;),;<,, -
L’inégalité de Cauchy-Schwarz se démontre classiquement comme suit.

Exercice 2.10 On se donne un entier n > 2, des réels strictement positifs wy,ws, -+ ,w, et
on désigne par ¢ la fonction définie sur R™ x R™ par :

V(z,y) € R" x R", Zwkxkyk;

On associe a cette fonction ¢ la fonction q définie sur R™ par :
Ve €R", q(z) = ¢ (2,2) = ) wiaj

1. Ezprimer, pour tout réel t et tous vecteurs x,y dans R™ la quantité q (x + ty) en fonction
de t, ¢ (v,y), q(z) et q(y).

2. Rappeler a quelle condition portant sur les réels a, b, c, le réel a étant non nul, un polynome
de degré 2, P (t) = at® + 2bt + ¢, est a valeurs positives ou nulles.

3. En remarquant que pour x,y fixés dans R™\ {0}, la fonction :
Pt q(z+ty)

est polynomiale de degré 2, montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2 n n
() (5
k=1 k=1

Préciser dans quel cas ’égalité est réalisée.

4. En déduire linégalité de Minkowsku :

(o] 5(5) (5

Préciser dans quel cas l’égalité est réalisée.
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Solution 2.10 Laissée au lecteur.

On peut aussi démontrer simplement cette inégalité, dans le cas ou tous les wy valent 1,
comme suit.

Exercice 2.11

1. Montrer que pour tous réels x,y, on a :

—_

xygé(xQ%—yQ).

2. On se donne un entier n > 1, des réels xq,--- ,x, non tous nuls et des réels yi, -+ , Yn

non tous nuls. On note A= [> x% et B= /Y yi.
\/ k=1 \ &=1

(a) Montrer que pour tout entier k compris entre 1 et n, on a :

(B A

(b) En déduire l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n n
Dk S 4| D wky| D vk
k=1 k=1 k=1

Solution 2.11
1. Résulte de (z —1y)* = 2%+ y* — 2zy > 0 pour tous réels x, .

2. Comme les xy, [resp. les yy | ne sont pas tous nuls, on a A >0 et B > 0.

(a) Prenant (x,y) = <:Z€ Zg

) dans l'inégalité précédente, on a :

1 /B A
et multipliant cette inégalité par AB > 0, on en déduit que xpyr < 3 (in + Ey,%) :

(b) En additionnant ces inégalités, on obtient :
SEEEIE) WERE )
k=1

avec Z xi = A% et Z y? = B2, ce qui donne :

Zxkyk ( AQ—I—gB):AB: ixi iyz
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Exercice 2.12 On se donne un entier n > 1 et des réels x,--- ,x, tous non nuls. Montrer
que :
k 22 )=
k=1 k=1
En déduire que :
1 6n
— > ]
k2~ (n+1)(2n+1)

Solution 2.12

1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

encore équivalent a l'inégalité proposée.

2. Prenant x = k pour tout k compris entre 1 et n, on en déduit que :

() () =

n nn+1)(2n+1)
t k? =
e aveckgl 5

, on en déduit que :

- l> 6n
—~ k" (n+1)(2n+1)

Exercice 2.13 Montrer que pour tout entier n > 1, on a :

= n(n+1)
;kﬂg W\/2n+1

Solution 2.13 L’négalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

iw%g ik? ik
k=1 k=1 k=1

n(n—i—l)e noo,  n(n+1)2n+1)
k=1 2 k=1 6

~
g
oy
[\

|

, ce qui donne :

& n?(n+1)?©2n+1) n(n+1)
;kﬁg - == V2n+1.
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2.3 Inégalité de Bernoulli

Exercice 2.14 Montrer que pour tout réel a > —1 et tout entier naturel n, on a (1+a)" >
1 + na (inégalité de Bernoulli). Préciser dans quel cas [’égalité est réalisée.

Solution 2.14 Pourn=0oun=1, on a (14 a)" =1+ na pour tout réel a.
On suppose donc que n > 2.
On désigne par P, la fonction polynomiale définie par :

P (z)=a"-1—-n(z—1)=2"—nz+n-—1.

On a P, (1) = 0 et, en posant v = a + 1, il s’agit de montrer que P, (x) > 0 pour tout
reD=R"™\{1}.
Avec Py (z) = (. — 1) > 0 et :

Poi(z)=PFP,(x)+(z—1)(a" =1)= P, (z) + (x — 1)22xk > P, ()

pour tout n > 2 et tout x € D, le résultat se déduit par récurrence surn > 2.

Une autre démonstration consiste a remarquer que pour tout x € |0, 1] [resp. x € |1, +00[/, on
a P, (z)=n(@""'—1) <0 [resp. P! (x) > 0/]. La fonction P, est strictement décroissante sur
10, 1] et strictement croissante sur |1, 400 avec P, (1) = 0, ce qui implique P, (x) > 0 pour tout
xeD.

On peut ausst écrire que pour tout x € D on a :

n—1
P (x)=a"-1—-n(x—-1)= x—lZw—l
k=

n—1 k—
x—l (Z xj>
k=1 7=0

Pour n > 1 et a > 0, cette inégalité peut se montrer tres facilement en utilisant la formule
du binéme de Newton comme suit :

(1+a)" ZCkak>C’0a0+Cla—1+na
k=0

L’inégalité de Bernoulli peut étre généralisée comme suit.
Exercice 2.15 Pour tout entier n > 2, on désigne par D, la partie de R"™ définie par :
Dy, = (]=1,0))" U (]0, +oc])" .

Montrer que :

Va = (ai,...,a, ﬁ1+ak >1+Zak
k=1 k=1

Solution 2.15 En posant x, = 1 + a; pour tout entier k compris entre 1 et n et :

A, = (]07 1Dn U (]17 +OODn
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il s’agit de montrer que :

Ve = (x1,...,2,) € Ay, Py (x Hmk—2$k+n—1>0
Avec :

Py(x)=xxe — (x1+22) +1=(x;— 1) (22— 1) >0

pour tout x € Dy (si x € (]0,1))* alors 1 — 1 et x5 — 1 sont strictement négatifs et si x €
(1, +00])* alors &, — 1 et x5 — 1 sont strictement positifs) et :

Py (2, Tpi1) = (Tpyr — 1) (ka - 1) + P, (z) > P, (z)

pour tout (x,x,41) € Dyyq le résultat se déduit par récurrence sur n > 2.

2.4 L’inégalité de Cauchy

Pour tout entier n > 1 et tout = (1,...,2,) € (R™*)", on note respectivement :
< n
k=1 z -
k=1 Lk
les moyennes arithmétique, géométriques et harmoniques des réels xy, ..., z,.

Pour n =1, on a A; (x) = Gy (z) = Hy (x) = x1 pour tout réel non nul z;.
On suppose donc dans ce qui suit que n > 2.

Remarque 2.1 On a :

o= ()
ony=|— .
Lk 1<k<n

Le théoréeme qui suit va nous permettre de comparer ces trois moyennes.

Théoréme 2.1 (Cauchy) Pour tout entier n > 2, et tout n-uplet de réels strictement positifs
(X1, ,2,), on a :

avec égalité si, et seulement si, x1 =

Démonstration. En utilisant la stricte concavité de la fonction In sur R™*, on a :

n n

1 1

In (G (x) =) ~n (z) <1In (Zg$k> =In (A4, (z)),
k=1 k=1

I’égalité étant réalisée si, et seulement si tous les z; sont égaux. En utilisant la croissance stricte

de la fonction exp, on déduit que G, (x) < A, (z), I'égalité étant réalisée si, et seulement si

tous les x; sont égaux. ]
T+ T2

Pour n = 2 on retrouve l'inégalité |/rix, < conséquence de la positivité de

(Vo — ).
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Corollaire 2.1 Pour tout entiern > 2, et tout n-uplet de réels strictement positifs (x1,- -+ ,x,),
on a :

H,(z) <G, (z) < A, (2)

n (@
l'une des égalités H, () = G, (z) ou G, (x) = A,, (z) étant réalisée si, et seulement si, tous les
x; sont égaur.

Démonstration. En utilisant la remarque 2.1, on a :

1 1
DLW 6w ) )
L’égalite H, () = G, (z) équivaut a A, (y) = G, (y) soit a 'égalité de tous les x;. [

Exercice 2.16 Déduire [inégalité de Bernoulli de celle de Cauchy.

Solution 2.16 Poura > —1eta#0, on a :

1
n

l+a=A4A,(1,1,...,14+na)>G,(1,1,....,1+na) = (1 + na)
ou encore (1 +a)" > 1+ na.

L’inégalité de Cauchy peut aussi se montrer sans référence a la stricte concavité de la fonction
In comme suit : tout d’abord on montre l'inégalité G, (z) < A, (x) pour les entiers de la
forme n = 2P en procédant par récurrence sur p > 1, puis on en déduit le cas général. Cette
démonstration, due & Cauchy, est détaillée avec ’exercice qui suit.

Exercice 2.17
1. Montrer que, pour tout x = (x1,25) € (RT*)*, on a Gy (x) < Ay (x), Uégalité étant
réalisée si, et seulement si, x4 = Ts.
2. Soitn =2F avecp > 2 etz = (z1,...,2,) donné dans (R**)" . On définity = (y1,...,yz)
et z=(z1,..., z%) dans (R**)2 par :
Tok—1 + Tok
2

2k = /Top_122r = Go (9621%1, xzk) )

Yk = = A (1’21%1,3321@)

soit :

ST g 5
zZ = (\/$1$27 \VIT3T4y -y \/$2n—1$2n)
Montrer que A, (z) = A= (y) et Gy, (v) = Gz (2).

3. On suppose que n = 2P avec p > 2 et que l'inégalité de Cauchy est vérifice avec son cas

B <x1+a:2 T3+ x4 :r;n1+a:n>

d’égalité pour 5= 2r—1,
(a) En utilisant la question précédente, montrer que G, (z) < A, (x).
(b) Etudier le cas d’égalité dans l'inégalité précédente.

4. Sin est un entier supérieur ou égal a 2, on désigne par p un entier naturel non nul tel
. P
que n < 2P et on définit le vecteur y = (Yr),<p<op dans (R*’*)2 par :

| oxpsil <k <n,
Y = A, (z) sin+1<k<2P,
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(a) Exprimer Gop (y) et Aw (y) en fonction de G, (z) et A, (z).

(b) Déduire de ce qui précede le théoréeme de Cauchy dans le cas général.

Solution 2.17

1. Pourn=2,ona:

9 1+ X9 2 Tr1 — Ig 2 T+ T2 2 9
G2 (23) = 21Ty = 9 — 5 < 9 = A2 (33)

X1 — T2

2

2
[’égalité étant réalisée si, et seulement si, ( ) =0, ce qui équivaut a r1 = x5.
2. Pourn =2P aqvecp>2, ona:

1 T1+ Ty T3+ T4 Tp-1+ Ty
( R .S )

or—1

1
= FZA2 (Toh—1, Top) = Ag (y) -
k=1

et :

P P

Gy (x) = H$2k—1$2k = HG% (Tor_1, Tak)
k=1 k=1

soit :

1

2;:»—1 2P 2p71 Qp%l
G (7) = (HG§ (xzk—hx%)) = (HGz ($2k—1,$2k)> =Gn (2)
k=1 k=1

0|3

(a) En utilisant [’hypotheése de récurrence, on a :

avec !

op—1 op—1
1

1
An (2) = = ZGz (Tok—1, Tax) < S ZA2 (Tog—1, T2x) = An (y)
k=1 k=1

(le casm =2) et An (y) = A, (2), ce qui donne G, (x) < A, (z).
(b) Avec :
Gn(z) =Gz (2) < Ay (2) < Az (y) = An (2),

on déduit que si l'égalité G, (v) = A, (z) est réalisée, on a alors d’une part An (2) =
An (y), soit :

op—1

Z (Ag (zok—1, xor) — G2 (op—1,2)) =0

k=1
avec As (Tog—_1,Tar) — Go (Tag_1,Tar) > 0 pour tout k compris entre 0 et n, ce qui
équivaut G As (Tog—1,Tor) = Ga (Tak—_1,Tor) €t en conséquence xop_1 = o (le cas
d’égalité pour n = 2) pour tout k compris entre 0 et n et d’autre part Gz (2) = A= (z)
qui équivaut a l'égalité de tous les zp = \/Top—172r (I'hypothése de récurrence) avec
2k = Top_1 = Tok. Les xy sont donc tous égaur si Gy, (x) = A, (). La réciproque est
évidente.
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/.
(a) On a :
G%i Hyk ka H A, (7) = (Gn ()" (An (5’7)>2p_n )
s01t : . .
G (y) = (Gu (2))* (An (2))
et :

2pA2p Zyk = Zl‘k + Z A

k=n+1
=nA, () + (2” - n) An (x) =2PA, (z),
soit Agp (y) = Ay ().
(b) En utilisant Uinégalité Gop (y) < Aagw (y) et les calculs précédents, on obtient :
(G (@) (A ()% = G (y) < Az () = An (3),
qui entraine G, (x) < A, (x) .
L’égalité étant réalisée si, et seulement si, tous les y, et donc tous les xy,, sont égau.

Les exercices qui suivent nous donnent quelques exemples d’utilisation des inégalités entre
moyennes harmoniques, géométriques et arithmétiques.

Exercice 2.18 Soit x un réel non nul. Montrer, sans utiliser la fonction In et en wutilisant
linégalité de Cauchy, que la suite u = (u,),, définie par :

€T n
Vn>1, u, = <1+—>
n
est strictement croissante a partir d’un certain rang.

Solution 2.18 Pour x =0, la suite u est stationnaire sur 1.
Pour x € R*, il existe un entier naturel non nul n, tel que n, +x > 0 (pour x > 0, n, = 1
et pour x < 0 prendre n, > —x = |x|). En notant n, = E (|z|) + 1, ou E désigne la fonction

x
partie entiere, on a 1 4+ — > 0 pour tout n > n, et :
n

a L 1
o (45 1 2) (42
n n n
— G (1,1+§,...,1+f>
n n
avec . T X
Grir < Ay = Aps (1,1+—,...,1+—>
n n

x
(comme x #0, on a1+ — # 1 et l'inégalité de Cauchy est stricte), et :
n

Apiy = i1(1+(1+%)+---+<1+%>)
1

xT 1
i

=1
+n—i—1 n n+1

1

On a donc u"+1 < u;{fl pour tout n > ng, ce qui équivaut & U, < U,y pour tout n > ny,

puisque la fonction t — t"*1 est strictement croissante. La suite (un)n>m est donc strictement
croissante.
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Exercice 2.19 Montrer que :

., "1 1 1
n(\/n+1—1><zg<n(1— "n+1+n—|—1)'

2 3 4 1
Solution 2.19 L’inégalité G, () < A, (x) pour x = (I’ 33 nt > s’écrit
n
1
SEA1YT 1Kk +1 11
Unii=|J[2) <-S 21452
" (g k > nio k +nk:1k

no1
qui donmen (Yn+1-1) < Hn:ZE.

k—

1 23
De méme Vinégalité G, (z) < A, = (.25,
e méme L inegalite (a:) (x) pour x (2 34 n+1




