12

Espaces préhilbertiens

On désigne par E un espace vectoriel réel non réduit a {0} .

12.1 Produit scalaire

Définition 12.1 On dit qu’une forme bilinéaire symétrique p sur E est :
— positive si ¢ (x,x) > 0 pour tout x dans E ;
— définie si pour x dans E [’égalité p (x,x) = 0 équivaut ¢ x = 0.

Définition 12.2 On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie
positive.

Définition 12.3 Un espace préhilbertien est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.
Un espace préhilbertien de dimension finie est dit euclidien.

Dans le cas ou F est un espace euclidien, on peut aussi dire qu'un produit scalaire sur F est
la forme polaire d’une forme quadratique de signature (n,0).
On notera, quand il n’y a pas d’ambiguité :

(z,y) — (x| y)
un tel produit scalaire et pour y = x, on note :
[zl = v/ {x]z).

L’application z — ||z||* = (z|z) est tout simplement la forme quadratique associée a (- | -).
Les deux égalités qui suivent, expressions de la forme polaire d’une forme quadratique, sont
utiles en pratique.

Proposition 12.1 Pour tous x,y dans E on a :

2 2 2
lz+ 1" = llzl” = lly1I°)

N | —
—~

(x|y) =

(lz + ylI* = llz = 1) ,

A~ =

2 2 2 2
lz+yl" + llz =l =2 (l=lI” + llyl") -
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La deuxiéme identité est ’égalité du parallélogramme. Elle est caractéristique des produits
scalaires dans le sens oll une norme est déduite d’un produit scalaire si, et seulement si, elle
vérifie l'identité du produit scalaire (voir le chapitre sur les espaces normés).

Exercice 12.1 Montrer que Uapplication ¢ : (P,Q) — P (1)@’ (0) + P’ (0)Q (1) définit une
forme bilinéaire sur E' = R [x]. Est-ce un produit scalaire ?

Solution 12.1 Awec la structure de corps commutatif de R et la linéarité des applications
d’évaluation en un point d’un polyndéme et de dérivation, on déduit que @ est une forme bilinéaire
symétrique sur E. Pour P € E la quantité ¢ (P, P) = 2P (1) P'(0) n’est pas nécessairement
positive (prendre P (x) =2 — x par exemple), donc ¢ n’est pas un produit scalaire.

Exemple 12.1 L’espace vectoriel R™ étant muni de sa base canonique (ei)1§i§n7 lapplication :

(2,y) = (| y) =Dz

définit un produit scalaire sur R™. On dit que c’est le produit scalaire euclidien canonique de
R™.

Exercice 12.2 L’espace vectoriel R"™ est toujours muni de sa base canonique (ei)1gign- Soit
w e R™. A quelle condition sur w Uapplication :

¢ (z,y) — Zwkiﬂk?/k
k=1

définit-elle un produit scalaire sur ’espace vectoriel R™ ?

Solution 12.2 L’application @ définit une forme bilinéaire symétrique sur R™ pour tout w €
R™.
Si @ est un produit scalaire, on a alors w; = ¢ (ej,e;) > 0 pour tout j compris entre 1 et n.

n
Réciproquement si tous les w; sont strictement positifs, on a ¢ (x,x) = wix? > 0 pour tout
i=1

r € R" et o (z,x) = 0 équivaut a w;x? = 0 pour tout i, ce qui équivaut a x; = 0 pour tout 1,
soit a x = 0.
En conclusion, ¢ définit un produit scalaire sur R™ si, et seulement si, tous les w; sont stricte-
ment positifs.

Exercice 12.3 Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a,b,c,d pour que
l'application :
(z,y) — (x| y) = az1ys + bx1y2 + cxoyr + dzays

définisse un produit scalaire sur £ = R2.

Solution 12.3 Cette application est bilinéaire pour tous réels a,b,c,d. Elle est symétrique si,

a

et seulement si, sa matrice A = < . ) dans la base canonique de R? est symétrique, ce qui

d
équivaut a b = c.
Pour b = ¢, ¢ est bilinéaire symétrique et pour tout x € R?, on a :

(x| ) = ax? 4 2bx129 + dol.
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Si on a un produit scalaire, alors a = (e; | e1) > 0, d = (ea | e2) > 0 et pour tout vecteur
T = ey + teg, o t est un réel quelconque, on a (x| x) = a + 2bt + dt* > 0, ce qui équivaut &
§=0b*—ad<0.

Réciproquement si b =c, a > 0, d > 0 et b> —ad < 0 alors (- | -) est bilinéaire symétrique et
pour tout x € E/, on a :

(z | 2) = ax] + 2bx 139 + da

b d
=a (x? +2—x179 + —x%)
a a

b\’ ad—1* ,
=a T+ —x9 | + SR >0
a a

b
avec (x| ) = 0 si, et seulement si, x1 + —x9 = 0 et xo = 0, ce qui équivaut a x = 0.
a

Donc (- | -) est un produit scalaire si, et seulement si, b=c, a >0, d >0 et b* — ad < 0.

Exercice 12.4 Soient n un entier naturel non nul, xg,--- ,x, des réels deux a deux distincts
et w € R". A quelle condition sur w 'application :

v (PQ) ZwiP(xi) Q (z:)

définit-elle un produit scalaire sur l’espace vectoriel R, [x] ?

Solution 12.4 L’application ¢ définit une forme bilinéaire symétrique sur R, [x] pour tout
w € R™

Si ¢ est un produit scalaire, en désignant par (L;)yc,<,, la base de Lagrange de R, [z] définie
par :

- T — T .
L;(x) = 0<i<
@ =T[+—% 0<i<n)
k=0
p
(L; est le polynome de degré n qui vaut 1 en z; et 0 en x, pour k # i), on a alors w; =
o (L;, L;) > 0 pour tout j compris entre 1 et n.

Réciproquement si tous les w; sont strictement positifs, on a ¢ (P, P) = > w;P? (z;) > 0 pour
i=1

tout v € R™ et o (P, P) = 0 équivaut a w; P* (x;) = 0 pour tout i, ce qui équivaut a P (x;) =0

pour tout i compris entre 0 et n soit & P =0 (P est un polynome dans R, [z] qui a n+1 racines

distinctes, c’est donc le polynéme nul).

En conclusion, ¢ définit un produit scalaire sur R, [z] si, et seulement si, tous les w; sont

strictement positifs.

Exercice 12.5 n étant un entier naturel non nul, on note P,, l’ensemble des polyndémes trigo-
nométriques de degré inférieur ou égal a n, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions de R dans R
la forme :

n
P:xw— P(x)=aqay+ Z (ay cos (kx) + by sin (kx)) .
k=1
1. Montrer que P, est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

2. Montrer que si P € P, s’annule en 2n+1 points deuzx & deux distincts dans [—m, 7|, alors
P =0 (utiliser les expressions complezes des fonctions cos et sin).
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3. Montrer que si zg,- - ,Ta, sont des réels deux a deuz distincts dans [—m, [, alors l'ap-
plication :

2n
P (P,Q)— Y P(w:)Q(w)
i=0
définit un produit scalaire sur ’espace vectoriel P,.

Solution 12.5

1. Il est clair que P, est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des applications de
R dans R. En notant respectivement cy, et s les fonctions x +— cos(kx) pour k > 0
et v — sin (kx) pour k > 1, P, est engendré par la famille B, = {c; |0 <k <n} U
{sk | 1 <k <n}, c’est donc un espace vectoriel de dimension au plus égale a 2n + 1.
Montrons que cette famille de fonctions est libre. Pour ce faire, on procéde par récurrence
surn > 1 (comme avec lexercice 9.4).

Pour n =1, si agp + aj cos (z) + bysin () = 0, en évaluant cette fonction en 0, g et

successivement, on aboutit au systeme linéaire :

ag +a; = 0
Qo + bl =0
apg — ay = 0
qui équivaut & ag = by = by = 0. La famille {cy, c1,$1} est donc libre.

Supposons le résultat acquis au rangn —1 > 1. Si P = ag + > (arck + brsi) = 0, en

k=1
dérivant deux fois, on a :
P,/ = — Z /{32 (akck + bksk) =0
k=1

1l en résulte que :

n—1

n’P + P" = n’ag + Z (n® — k%) (arck + besy) =0
k=1

et Uhypothese de récurrence nous dit que n*ag = 0, (n* — k*)ay = 0 et (n® — k?) by, pour
tout k compris entre 1 et n — 1, ce qui équivaut a dire que ag = 0 et a = b, = 0 pour
tout k compris entre 1 et n — 1 puisque n® — k? # 0. Il reste alors a,c, + bys, = 0, ce qui
implique a, = 0, en évaluant en x =0 et b, = 0. La famille B,, est donc libre.

On verra un peu plus loin que cette famille est orthogonale, formée de fonctions non
nulles, et en conséquence libre (exercice 12.15).

2. Posant z = €'* pour tout réel x, on a :

- 2k 4+ ZF 2k — Zk
P(x):ao-l-Z(Gk 5 + by, 9 )

(3
1 < 1 1
:&0—1-5 (ak(zk+g)—ibk(zk—;))
k=1
= +1n ( ib) 2F + ( +‘b)1
= Qo 9 Q. 10k ) 2 Qe 10k Zk
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oU encore :
1 < , : _
2"P(2) = apz™ + 5 Z ((ax — iby) 2" 4 (ay, + iby) 2" k) =Q(2)
k=1
1l en résulte que si P s’annule en 2n + 1 points deux a deux distincts, xq, - -+ , Top, dans

[—7, ], alors le polynome complexe Q@ € Cs, [2] s’annule en 2n + 1 points distincts du
cercle unité, e ... e ce qui revient o dire que c’est le polynéme nul et P = 0.

3. On vérifie facilement que @ est une forme bilinéaire symétrique et positive. L’égalité
¢ (P, P) = 0 entraine que P € P, s’annule en 2n + 1 points deux & deuz distincts dans
[—7, 7| et en conséquence P = 0.

Exercice 12.6 Montrer que, pour toute fonction o € C° ([a, b] ,Ri) , Uapplication :

b
ot [ fOg@ad
définit un produit scalaire sur l’espace vectoriel E = C° ([a,b] ,R).

Solution 12.6 Avec la structure de corps commutatif de R et la linéarité et positivité de l’inté-
grale, on déduit que ¢ est une forme bilinéaire symétrique positive sur E. Sachant que l'intégrale
sur [a, b] d’une fonction continue et a valeurs positives est nulle si, et seulement si, cette fonction
est nulle, on déduit que @ est une forme définie. Donc ¢ est un produit scalaire sur E.

Exercice 12.7 Montrer que l’application :
(fg)= [ f)g(t)dt

définit un produit scalaire sur l’espace vectoriel F des fonctions définies sur R a valeurs réelles,
continues et périodiques de période 2.

Solution 12.7 Ce sont les mémes arguments qu’a [’exercice précédent compte tenu qu’une
fonction de F est nulle si, et seulement si, elle est nulle sur [—m, x| .

12.2 Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski

Dans tout ce qui suit £ désigne un espace préhilbertien.
Théoréme 12.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tous x,y dans E on a :
[z o) <zl lyll,
[’égalité étant réalisée si, et seulement si, x et y sont liés.

Démonstration. Si x = 0, on a alors 1’égalité pour tout y € F.
Six#0ety=Aravec A € R, on a encore I'égalité.
On suppose donc que = est non nul et y non lié & z. La fonction polynomiale P défini par :

2 2 2
P(t) = lly +tz]|” = lzl** + 2z | y) t + |y
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est alors & valeurs strictement positives, le coefficient de #? étant non nul, il en résulte que son
discriminant est strictement négatif, soit :

(@ y)” = el IlylI* <o,

ce qui équivaut a |(z | y)| < ||z [yl - [ |
Sur R™ muni du produit scalaire canonique, 'inégalité de Cauchy-Schwarz prend la forme

suivante : )
k=1 k=1 k=1

On peut déduire de cette inégalité quelques inégalités intéressantes sur les réels.

Exercice 12.8

1. On se donne un entier n > 1 et des réels x1,- -+ ,x,. Montrer que :

n 2 n
k=1 k=1

Dans quel cas a-t’on égalité ¢
2. En déduire une condition nécessaire et suffisante, sur les réels a et b, pour que l’application

o (xy)—ad xy+b > xy; définissent un produit scalaire sur R", ou n > 2.
i=1 1<i£j<n

Solution 12.8

1. L inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, tous les xy sont égaut.

2. L’application ¢ est bilinéaire et symétrique. Pour x € R", on a :

q(x) =¢(z,x) :aZx?—O—Qb Z T;T;
i=1

1<i<j<n

n n 2 n
=aq 22 +b i | — 22
e (Son) -3
=1 =1 =1
n n 2
=(a—b)) 27+ <Zx>
=1 =1

Si @ est un produit scalaire, on a alors a = q(e;) > 0, a —b = q(eg —ez) > 0 et

q(i@) =n(a+(n—1)b) > 0.

i=1
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Réciproquement sia >0, a—b >0 eta+ (n—1)b > 0, on a alors pour v € R"\ {0}

ayant au moins deuxr composantes distinctes :

= (a—b)Zx?—l—b <sz>

(a—b) = (Z%):b (ix>2

i(a%— n—1)b (Z%)

et ¢(z) > 0. Six e R"\ {0} a toutes ses composantes égales a A # 0, on a alors :

q () :q<)\Zei> =n\(a+ (n—1)b) > 0.

i=1

Donc ¢ est un produit scalaire.

Exercice 12.9 Montrer que pour tout entier n > 1, on a :

- n(n+1)
;k\/ég W\/zwﬂ

Solution 12.9 L’négalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

zn: kVE < Zn: k2 Zn: k
k=1 k=1 k=1

n(n+1)2n+1)

n 1 n
avecZk:wetZkQZ
k=1 2 k=1

12 23

, ce qui donne :

S ki < \/”2<n+1>2<2n+1> _nlntl)

Exercice 12.10 On se donne un entier n > 1 et des réels x1, - - -

1. Montrer que :

Dans quel cas a-t’on égalité ¢

2. Montrer que :

Solution 12.10

, T Strictement positifs.
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1. L inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

n

- 1 - 1
”:;\/x_k\/—x—kﬁ kz:;fk kz:;x—k

encore équivalent a ["inégalité proposée.

1

L’égalité est réalisée si, et seulement si, il existe un réel \ tel que \/r = \——= pour tout
Tk

k compris entre 1 et n, ce qui équivaut a x = X pour tout k compris entre 1 et n, ot A

est un réel strictement positif.

2. Prenant x, = k* pour tout k compris entre 1 et n, on en déduit que :

() ()=

ot avec z":kQIn(n—i-l)(Qn—i—l)

k=1

, on en déduit que :

z”:i> 6n
kK~ (n+1)2n+1)

Exercice 12.11

1. Montrer que pour tous réels a,b et X\, on a :
2\ — 1) a® — 2Xab = A (a — b)* — A\b* + (A — 1) a?

2. Soit q la forme quadratique définie sur £ =R"™ par :

n

n—1
q(z) = Z (2k — 1) 22 — 2 Z kw1
k=1

k=1

(a) Effectuer une réduction de q en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes.

(b) Préciser le rang le noyau et la signature de q.

3. Onnote (z,y) = (T1,"+ , Tn, Y1, "+, Yn) un vecteur de H = R*™ et Q la forme quadratique
définie sur H par :

n

Q(x,y) =D (i — 2zan)

k=1

(a) Effectuer une réduction de () en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes.

(b) Préciser le rang le noyau et la signature de Q.

4. Pourn>1etx= (x1, - ,2,) dans R", on définit y = (y1,- - ,Yn) par :

1 k
Y = sz]
7=1
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(a) Montrer que :

{ 1 =4
Vke{2,--- ., n}, xp =kyr — (k— 1) yp_1
(b) Montrer que :

Q(z,y) =—q(y)-

(c) En déduire :
Zyi < Z 221 Y-
k=1 k=1
puis montrer que :
S p<aya
k=1 k=1
(d) En déduire que si (2,),5, est une suite de réels telle que la série Y 7, soit conver-

1 .
gente et si (yn),~, est la suite des moyennes de Césaro définie par y, = — Y x;
> n ;=1

+oo +oo
pour tout n > 1, alors la série > y2 est convergente et Zyi < 4in
n=1 n=1

Solution 12.11

1. Ona:

(2A —1)a® — 2Xab = A (a® — 2ab) + (A — 1) @
:A((a—b)z—b2)+()\—1)a2
=XAa—=02 =N+ (\—1)a?

2.

(a) En utilisant le résultat précédent, on a :

n—1
q(x)=(2n—1)22 + Z ((2k — 1)z — 2kapwyr)
k=1
n—1 n—1 n—1
=(2n— 1):pi+2k3(a¢k — Tpp1)” _kai+1+2(k_ 1) 2}
k=1 k=1 k=1
n—1 n—2 n—1
= (2n —1)a;, + Z k(o — ap1)” + Z kg — Z kxi—&-l
k=1 k=1 k=1
n—1
=(2n— 1):pi+2k3(a¢k —zp)’ — (n—1)22
k=1

—

3

= k(zp — Tppr)” + na’,
1

=
Il

soit :
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ot les formes linéaires () sont définies par :

{Ek(x):xk—xkﬂ (1<k<n-1)
by (z) = x,

1l est facile de vérifier que ces formes linéaires sont indépendantes.
(b) On en déduit que rg(q) = n, ker (¢) = {0} et sgn(q) = (n,0).

3.
(a) On a :
Qry) =) (e —zx) = >
k=1 k=1
soit
Q(w,y) =) Li(z,y) Z Lj (z,y)
k=1 k=n+1
ot les formes linéaires Ly sont définies par :
Ly (z,y) =yp — 2 (1 <k <n)
L (z,y) =ar (k+1<k<2n)
1l est facile de vérifier que ces formes linéaires sont indépendantes.
(b) On en déduit que rg (Q) = 2n, ker (Q)) = {0} et sgn (Q) = (n,n).
4.

k
(a) On axy =y et pour k> 2, de ky, = > x;, on déduit que :
j=1

v =kyp — (K — 1) yp—1.

(b) En posant y_; =0, on a :

3

Q(z,y) =) (yp — 21) Yr
k=1

(yr — 2 (kyx — (K — 1) yk—1)) Ux

M- 11

(1 =2F)yp +2(k = 1) Yx—1) Y

k=1
(1 —2k) yk+22 — 1) yr—1Yk
k=1 k=1
so1it :
n n—1
Q(z,y) =) (1—2k) 3/13+22kyk1/k+1 =—q(y).
k=1 k=1
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(¢) Comme q est positive, on a :

soit :

3
3

yp < 2Tk Y-
k=1

B
Il
—_

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™, on a :

Zyi < QZLEkyk <2 Z$z Zyl%
k=1 k=1 k=1

k=1

et :

n

Zyz < 4ixi
k=1

k=1

(d) Résulte de ce qui précede.
On peut montrer que l’égalité est réalisée si, et seulement si, (ar:n)nZl est la suite
nulle (voir RMS, Mai-Juin 1996, page 973).

Dans l'espace CY ([a, b] ,R) des fonctions continues de [a,b] dans R muni du produit scalaire

b
(f,q) — / f(t) g (t)dt, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

(/ Fa dt>2 < [rou[¢wa

De cette inégalité, on peut déduire des inégalités intéressantes.

Exercice 12.12 Soit f € C°([a,b],R). Montrer que :

b 2 b
([row) <o-o [ ro
Solution 12.12 L’%négalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

</abf(t)-1dt)2 < /abe(t)dt/abldt: (b—a)/abfz(t)dt

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, la fonction f est constante.

Dans quel cas a-t’on égalité ¢

b1 b
Exercice 12.13 Soit f € C° ([a,b],R%) . Montrer que (/ mdt) (/ f@) dt) > (b—a)’.

Dans quel cas a-t’on égalité ¢
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Solution 12.13 L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

(b — a)? (/\/' ) /j‘ ﬂ/———ﬁ

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, il existe un réel \ tel que /f = \

—, ce qui équivaut
v f

a dire que f est constante.

Exercice 12.14 Soit f € C' ([a,b],R) telle que f (a) = 0. Montrer que :

/|f|dt< /!f )P d.

Solution 12.14 Pour tout t € |a,b], on a :

t 2 t t
([ r@a) < [1a [ ere<e-ao [ 170k
et en intégrant :

/ab‘f(t)‘thS/ab’f/(t)|2dt/ab(t—a)dt:@/j‘f’(t”?dt'

Une conséquence importante de I'inégalité de Cauchy-Schwarz est I'inégalité triangulaire de
Minkowski.

Théoréme 12.2 (Inégalité de Minkowski) Pour tous x,y dans E on a :
lz +yll < llzll +llyll,

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, x =0 ou x # 0 et y = A\x avec A > 0 (on dit que x
et y sont positivement liés).

Démonstration. Si x = 0, on a alors 1’égalité pour tout y € F.
Six#0ety=Aravec A€ R, ona:

[z +yll = [+ Azl < (4 A =] = [zl + llyll,
I’égalité étant réalisée pour A > 0. Pour A < 0, l'inégalité est stricte puisque dans ce cas
T+ A <1+[A=1-A
On suppose que x est non nul et y non lié & z. On a :
2 2 2
[l +yll” = [lz]” + 2z [ y) + [yl

et avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

e+ ylI* < lll* + 21|z 1yl + lyl* = (=]l + [lyl)®

ce qui équivaut a ||z + y|| < ||| + ||yl - ]
L’inégalité de Minkowski ajoutée aux propriétés de positivité (||z|| > 0 pour tout = # 0)
et d’homogénéité (|| x| = |A| ||z|| pour tout réel A et tout vecteur x) se traduit en disant que

lapplication = +— ||z|| = /(z|z) définit une norme sur F.
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Par récurrence, on montre facilement que pour tous vecteurs zy,--- ,x,, on a :
[z + - A apl| < ]+ 4 ]

Sur R™ muni du produit scalaire canonique, I'inégalité de Minkowski prend la forme suivante :

Dty < D> a4 | D v
k=1 k=1

k=1

Dans I'espace C° ([a,b] , R) des fonctions continues de [a,b] dans R muni du produit scalaire

b
(f,q9) — / f(t) g (t)dt, I'inégalité de Minkowski s’écrit :

b b b
\// (f(t)+g(t))2dt§\// f?(t)dt+\// g2 (t) dt.

12.3 Orthogonalité

Définition 12.4 On dit que deux vecteurs x et y appartenant o E sont orthogonauz si (x | y) =
0.

Théoréme 12.3 (Pythagore) Les vecteurs x et y sont orthogonaux dans E si, et seulement
St
2 2 2
[l +yll” = [l=” + llylI”-

On montre facilement par récurrence sur p > 2, que si xy, - - -, z, sont deux & deux orthogo-
naux, on a alors :

P 2 p

2
2 ek =2 Ml
k=1 k=1

Définition 12.5 On appelle famille orthogonale dans E toute famille (e;),., de vecteurs de E
telle que (e; | e;) = 0 pour tous i # j dans I. Si de plus ||e;|| = 1 pour tout i € I, on dit alors
que cette famille est orthonormée ou orthonormale.

Définition 12.6 L’orthogonal d’une partie non vide X de E est l’ensemble :
Xt={yeE|VreX, (z|y) =0}.
Il est facile de vérifier que X' est un sous espace vectoriel de E.
Théoréme 12.4 Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.
Démonstration. Si (e;),.; est une telle famille et si ) Aje; = 0 ot J est une partie finie

jet
de I on a alors pour tout k£ € J :

0= <Z Aje; | 6/~c> = flexl®,
Jj€J

avec |leg|| # 0 et nécessairement A\, = 0. |
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Exercice 12.15 Montrer que la famille {cos (nt), sin (mt) | (n,m) € N x N*} est orthogonale
dans espace vectoriel F des fonctwns continues et 2mw-périodiques sur R muni du produit

scalaire (f,g) — (f | g) / f(t)g(t)dt défini sur

Solution 12.15 Pour n # m dans N, on a :

/: cos (nt) cos (mt) dt = % /: (cos ((n+m)t) + cos((n—m)t))dt =0,
pour n #=m dans N*, on a :

/_: sin (nt) sin (mt) dt = % /_: (cos((n —m)t) —cos((n+m)t))dt =0
et pour (n,m) € N x N* on a

/_7; cos (nt) sin (mt) df — %/_W (sin ((n + m) ) — sin (n — m) 1)) dt = 0.

Pourn =20, on a :

et pourn >1:

s 1 s
/ cos?® (nt) dt = 5/ (cos (2nt) + 1) dt =,

s 1 ™
/ sin? (nt) dt = / (1= cos (2nt)) dt = .

De 'exercice précédent, on déduit que la famille de fonctions :

{\/LQ_W} U {%cos (nt), %sin(mt} | (n,m) € N* x N*}

est orthonormée dans F.
Pour tout n € N*, la famille :

est une base orthonormée de 'espace P,, des polyndémes trigonométriques de degré inférieur ou
égal a n.

Exercice 12.16 FEtant donnée une famille (mi)ogign de n 4+ 1 réels deux a deuz distincts, on
munit R, [z] du produit scalaire :

(P’Q) P|Q ZP xz 7,-

Montrer que la famille (Li)ogign des polynomes de Lagrange définie par :

est une base orthonormée de R, [z].
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Solution 12.16 Pour 1,7 compris entre 1 et n, on a :

. 1lsit=7
L|L ZL xk ) L( ) 61]_{05ii7éj

La famulle (Li>ogz‘§n est orthonormée, donc libre et comme elle est formée de n+ 1 polyndomes,
c’est une base de R, [x].

12.4 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 12.5 (orthonormalisation de Gram-Schmidt) Pour toute famille libre (z;),<;<,,
dans E, il existe une unique famille orthonormée <ei)1gi§p dans E telle que :

Vect {ey, -+ ,er} = Vect {xy, -+, 21},
<$k | 6k> > 0.

Vk e {1,2,--- p}, {

Démonstration. On procéde par récurrence sur p > 1.
) . 2 2
Pour p = 1, on a nécessairement e; = A\jx; avec A\; € R* et 1 = |ley||” = A3 |lz1|”, donc

Al = —— ce qui donne deux solutions pour A;. La condition supplémentaire (z; | e;) > 0

| 1H

entraine A; > 0 et on obtient ainsi I'unique solution e; = le
T

Supposons p > 2 et construite la famille orthonormée (e;), <i<p-1 vérifiant les conditions :

Vect {e1, - ,ex} = Vect {xq, -+, a2},

Vk e {1,2,--- ,p—1}, {

<Ik | €k> > 0.
Si (6'1, €yt s ep) est une solution a notre probléme on a alors nécessairement e, = e, pour
tout k compris entre 1 et p — 1 (unicité pour le cas p — 1). La condition Vect{e;, - ,e,} =

Vect {xy,--- ,z,} entraine :

p—1
ep = E Ajej + App.
i=1

Avec les conditions d’orthogonalité :
VjE {17 7p_1}7 <€P | €j> =0,

on déduit que :
Aj+Ap(aple)=0(1<j<p-1)

et :
p—1
ep =Ny (xp - (x| ;) ej) = A\pUp-
j=1
Du fait que x,, ¢ Vect {z1, -+ , 2,1} = Vect {ey, -+ ,e,_1} on déduit que y, # 0 et la condition
llep|| = 1 donne :

1
Dyl = —.
T sl

La condition supplémentaire :

1 G 1
0< <xp | ep> = </\_ (613_ E :)‘jej> |€p> :)\_
'y j=1 D
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entraine A, > 0. Ce qui donne en définitive une unique solution pour e,. ]
La construction d'une famille orthonormée (e;),;., peut se faire en utilisant I'algorithme
suivant :

Y=, €= G
k—1

Yr = T — Zl<xk|ej)ej, ek:mf’f’ (k=2,---,p)
j:

Le calcul de |lyx|| peut étre simplifié en écrivant que :

k—1
lyell* = <yk |2 =D (o | e)) 6j>

=1
k—1
= (yk | z1) = < =) (x| eg) eglxk>
7j=1
k—1
2 2
= llael* =) (e | e5)
j=1

(yx est orthogonal a e; pour 1 < j <k —1). Les (x| €;) étant déja calculés (pour obtenir yy),
il suffit donc de calculer ||zx|* . En fait le calcul de (y | 23) est souvent plus rapide.

Corollaire 12.1 Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie ou infinie dénombrable
de E, alors il existe une base orthonormée pour F.

Démonstration. On raisonne par récurrence en utilisant le théoréme de Gram-Schmidt. =

Si E est un espace euclidien de dimension finie et B = (e;);;-,, une base orthonormée de
. <i<

n
E, alors tout vecteur x € E s’écrit x = ), (x| ex) ex = > wxex et on a pour tous vecteurs z,y
k=1 k=1
dans F, en notant X la matrice de x dans la base B :

n

gy =3 (] ey | ex) = zxkyk X

k=1

et :

n

lzl* = (e | en)? Zxk

k=1
Ces égalités sont des cas particuliers des égalités de Parseval valables de maniére plus générale
dans les espaces de Hilbert.

Théoréme 12.6 Si E est un espace euclidien de dimension n > 1, B = (€;),;, et B =
(e )1<Z<n sont deuz bases orthonormées de E, alors la matrice de passage P de B a B’ est telle
que P~' = 'P. En particulier, on a det (P) = +1.

Démonstration. Les colonnes de la matrice P sont formées des vecteurs colonnes Ef, - - , E! |
ot E est la matrice de ¢ dans la base B et on a :

tE!
‘PP=| (B, E) = (("EE))
tE;L
- ((<e/z | €;>))1gw’§n - ((6ij))1§i,jgn =1

1<i,j<n
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ce équivaut & dire que P~ = 'P.
On a alors :
1 = det (I,) = det ( "PP) = det ( "P) det (P) = det” (P)
et det (P) = £1. ]

Définition 12.7 On appelle matrice orthogonale toute matrice réelle d’ordre n inversible telle
que P~t = tP.

La matrice de passage d’une base orthonormée B de F & une autre base orthonormée B’ est
donc une matrice orthogonale et réciproquement une telle matrice est la matrice de passage
d’une base orthonormée de E & une autre.

Exercice 12.17 Soient (E, (- | -)) un espace euclidien et u un automorphisme de E.
1. Montrer que [’application :
o (z,y) = (u(@) | u(y))
définit un produit scalaire sur E.
2. Dans le cas ou E est de dimension finie, donner la matrice de ¢ dans une base orthonor-

mée de E en fonction de celle de u.

Solution 12.17

1. De la linéarité de u, on déduit que ¢ est bilinéaire symétrique.
Pour x € E, on a ¢ (z,z) = |lu(z)|]> > 0 et ¢ (x,2) = 0 équivaut & x € ker (u), soit a
x =0 puisque u est bijectif. Donc ¢ est un produit scalaire sur E.

2. Soit B = (ei),<;<, une base orthonormée de E et A la matrice de u dans cette base. Pour
x,y dans E, on a :

ploy) = (u(@)|uly) = "(AX)(AY) = "X ('44)Y
et la matrice de ¢ dans B est 'AA.

2
Exercice 12.18 Montrer que lapplication (P,Q) — (P | Q) = / (2—1t)P(t)Q(t)dt définit
0
un produit scalaire sur Ry [x]. Donner une base orthonormée.

Solution 12.18 La fonction t — 2 — t étant a valeurs strictement positives sur |0,2[, il est
facile de vérifier que (- | -) est un produit scalaire.
En utilisant algorithme de Gram-Schmidt, on définit la base orthonormée (Pi)og§2 par :

(

2
1

Q:LQQ:/24M:ZP:—
0 Qo 0( 2 b=75
Ql—x—<x|P0>P0—x—§,

4 3
HQ1|’2:<Q1|1‘>:§7 P1:§$—1,

2

Q2:I2—<$2|P0>P —<$2|P1>P1_x2——ﬂ?+

8
L 1Q:|” = (Q2 | 22) = 75’ P, =

Une base orthonormée de Ry [z] est donc :

13 V6,
<E7§x_ 1’T (595 —81:—1—2))
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1

Exercice 12.19 Montrer que lapplication (P, Q) — [ P (t)Q (t) dt définit un produit scalaire
-1
sur R [x] . Donner la matrice dans la base canonique et déterminer une base orthonormée.

Solution 12.19 On sait déja que (- | -) est un produit scalaire.
En utilisant l’algorithme de Gram-Schmidt, on définit la base orthonormée (P;)yc;<5 par :

(

1
1
1 Q= [ dt=2 =
Qo =1, Qo] =5

1
Q1:$—<$|P0>P0:$>

QU = (@1 | 2) = v3

2
—P:—
3 ! \/§x’ X
Q2:$2—<l’2|P0>P0—<I2|P1>P1:ZE2—§,
8 3 1
2 2 2
107 = (@2 4% = . P = VIO (52— 5)

Une base orthonormée de Ry [x] est donc :

(i fmivm(-3))

Exercice 12.20 On note (- | -) le produit scalaire défini sur R[X] par :

R

1. Montrer que :
2n)! =«

1 t2n
dt = .
/0 V1I—12 221 (n))? 2

2. En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, déduire de la base canonique
(1, X, X?) de Ry [X], une base orthonormée de Ry [X].

Vn € N,

Solution 12.20

1. Pour tout entier naturel n, on note :

1 t2n
T, = dt.
=

1
La fonction a intégrer est positive et équivalente au voisinage de 1 a la fonction ———,
f 9 g f NN
elle est donc intégrable sur [0,1].
On a :
) T
dt = arcsin (1) = 5

1
1
O
0 V1I—12

et pour n > 1, une intégration par parties donne :

1
dt = (2n — 1)/ 2*2/1 — t2dt
0

0 V1—1t? (1 =#) dv = (2n—1)(Ts = T,).



Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt 233

On a donc la relation de récurrence :

et avec la valeurs initiale Ty, on déduit que :

2n—1 2n—3 317w

T, = .22

2n 2(n—1) 422

_2n2n—1 2n—2 2n—3 3217w

T2 2n 2(n—1)2(n—1) 4222

2. On pose Qy =1 et on a

1 1
2 1 / 1
= dt =2 | —=dt =.
@l = | =it =2 [ =t ==

Donc :
1 1

Py= Qo= —=.
1Qoll VT
Puis Q1 (X) = X — APy ou A est tel que (Py | Qo) = 0, ce qui donne :
1

)\:<P0]X>:/_1 1’5_752

par parité. On a Q (X) =X et :

dt =0

—T = _.

5 1 t2 1 t2 T
= dt =2 dt =
1ol / L / L= =]

1 2
Pl= Q=X
= o \[r

Puis Qq (X) = X? — APy — puPy ou A\, ju sont tels que (Py | Qo) = (P | Q2) = 0, ce qui

Donc :

donne : . )
1 t 1 = T
A= (P | X = — [ Ly T _ VT
(P X5) Vvl avi-¢ VT2 2
et :
) \/5 Lo
p=tm ) =2 =
1 1
té. X=X ap—x YL e L
par parité. On a Qy (X) 0 > 7 5 €

Q] = (Q2] X? = APy) = (Q2 | X?)

1 t4 1 1 t2
:/ —dt——/ P g
11 —t2 2/ 4v1—¢2

4] Ilr w

T 012" T 95 T g
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Donc :
1 2
PQI—QQI\/j 2X2—1 .
] S
Conclusion, une base orthonormée de Ry [X| est donnée par :
(P07P17P2 \/7X\/72X2_]-)
\/_
Exercice 12.21 Pour tout entier n positif ou nul, on note my, () = (2> —1)" et R, = 7r2n).

On munit E = R [z] du produit scalaire défini par :
1

V(P,Q) € E*, <P|@>=/_ P(2)Q () dx.

1

1. Montrer que R, est un polynéme de degré n de la parité de n.

2. Calculer, pour n > 1, les coefficients de ™ et 2"~ ! dans R,,.

3. Montrer que, pour n > 1, pour tout entier k compris entre 1 et n et tout P € Rz|, on
a:

/}Q@P@ﬁ:—/ﬁgnwpwm.

4. Montrer que, pour n > 1 et tout polynome P € R,,_y [x], on a (R, | P) = 0.
5. En déduire que la famille (R,,), oy est orthogonale dans E.

6. Calculer |R,||, pour tout entier n positif ou nul. Les polynémes P, = ——R,, sont les

IIR I

polynomes de Legendre normalisés.
Solution 12.21

1. Pour n =0o0n a Ry = my = 1. Pour n > 1 le polynéme :
Ton (1) = 30 (1) Ol
k=0

est de degré 2n et sa dérivée d’ordre n :

5 Sren "(2k — n)

est un polynoéme de degré n.
Le polynoéme w5, est pair donc sa dérivée d’ordre n, R, est de la parité de n.

2n)!
2. Le coefficient dominant de R,, est @(L") = # et le coefficient de 2™~ ! est nul du fait que
n!
R, est de la parité de n.
3. Une intégration par parties donne, pour tout entier £ compris entre 1 et n et tout P €

R[] :
/_l Wéfz)( t)P(t)dt = [71'27]2 2 (1) P(t)] 11 — /_l ﬂ-g:;l) (t) P (t) dt

Et utilisant le fait que —1 et 1 sont racines d’ordre n du polynéme 7y, () = (z — 1)" (z + 1)",

on a Wé’; b (£1) =0, de sorte que :

/}Q@P@ﬁ:—/ﬁglwp@ﬁ.
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4. En effectuant n intégrations par parties, on obtient :

/ "o (0 P (0) dt = (—1)" / o (1) PO (8) dt

1

Pour P € R, ;[X],ona PM™ =0 et :
(B | P) = (m53) | P) = (man | P*) = 0.

5. Chaque polynoéme Ry, étant de degré k, on déduit de la question précédente que (R, | R,,) =
0 pour 0 < n < m et par symétrie (R, | R,) = 0 pour n # m dans N. La famille
{R,, | n € N} est donc orthogonal dans R [z].

6. En utilisant 4. on a :

iRl = [ w0 R @i =1 | o () B (1) dt

= (—1)"@5”)7%!/ o (£) dt = (2n)! (—1)" I,

-1

In_/_l Wgn(t)dt—/_l (£ —1)"at.

1 1

ol :

Pour n > 1, on a:

1 1
n=[ eyt e - na= [ ey e

1 -1

et une intégration par parties donne :

/_1 (£ = 1)"" - tdt = thL (t2—1)”} —/_1 i(z&z—l)”dt

1 n 12n
1
=5 In
soit la relation de récurrence : .
Iy=——1I,— I,
2n
. 2n
soit [, = — I,_1. Il en résulte que :
2n+1
on) (2(n—1))---2 22n ()2
L 2RE=D) 2 )
2n+1)(2n—1)---1 (2n + 1)!
et :

22" (p!)?
1R = (2 )

! — 22" (n!)?
S R T R

soit || R, || = 2"n!

on—+1
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12.5 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimen-
sion finie

(E, (-] -)) est toujours un espace préhilbertien de dimension finie ou non.

Théoréme 12.7 (projection orthogonale) Soit F' un sous espace vectoriel de dimension
finie de E non réduit a {0} . Pour tout vecteur x € E, il existe un unique vecteur y dans F' tel
que :
—yl|=d(z, F) = inf ||z — 2||.
e —yll = d(e.F) = inf |}z 2|

Ce vecteur est également 'unique vecteur appartenant a F tel que v —y € F+.
Son expression dans une base orthonormée (e;),,., de F' est donnée par :

n

y=) (tlere

k=1

et on a :
n

2 2 2 2 2
lz =yl = ll2ll* = lyl* = ll=]* = Y (= | en)?. (12.1)

k=1
Démonstration. Soit (e;),,., une base orthonormée de F (le théoréeme de Gram-Schmidt
nous assure l'existence d’une telle base). Pour x dans E, on définit le vecteur y € F par :

n

y:Z(x|ek)ek.

k=1
On a alors (x — y | e;) = 0 pour tout j € {1,--- ,n}, c’est-a-dire que x —y € F*-. Le théoréme
de Pythagore donne alors, pour tout z € F':

lz = 2|* = Iz —y) + (y = 2)II”

= [lz = yll* + lly — =[* = [|l= — y||*

et on a bien ||z —y|| =d(x, F).
S’il existe un autre vecteur u € F' tel que ||z — u|| = d (z, F) = 0, de :

2 2 2 2
0% = llz —ull” =z — ylI" + lly — ull” = 6" + [ly — ull",

on déduit alors que ||y — u|| =0 et y = u.
On sait déja que le vecteur y € F est tel que x — y € F'*. Supposons qu’il existe un autre
vecteur u € F tel que x —u € F+, pour tout z € F, on a alors :
2 2
o —z[]" = |[(z — u) + (u — 2)|

= |l —al® + flu—2|* > [lo —ul|”

?

donc ||z — u|| = d(z, F) et u =y d’aprés ce qui préceéde.
La derniéere égalité se déduit de :

2 2 2 2
)™ = [Itz =) +ylI” = llz = y[I” + lyllI”-
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Si z est un vecteur de E, alors le vecteur y de F' qui lui est associé dans le théoréme précédent
est la meilleure approximation de x dans F. En considérant la caractérisation géométrique
x —y € F*, on dit aussi que y est la projection orthogonale de x sur F'.

On note y = pp (). On a donc :

(y=pr(@) e yeFetr—yeF ) (yeFet |z—y|=dF))

et dans une base orthonormée de F', une expression de pp est :

n

Ve e E, pr(z) = Z(x | ex) ex.

k=1
On dit que 'application pg est la projection orthogonale de E sur F.
Remarque 12.1 Si F' = {0}, on peut définir pr et c’est Uapplication nulle. On suppose donc,

a priori, F' non réduit a {0} .
Dans le cas ou E est de dimension finie et F = E, pr est l'application identité.

Remarque 12.2 pp(x) = z équivaut & dire que x € F et pp(x) = 0 équivaut & dire que
r e Ft.

1
Exemple 12.2 Si D = Ra est une droite vectorielle, une base orthonormée de D est (Wa)
a
(z]a)

et pour tout x € E, on a pp (x) = ||CL||2

a.

De l'inégalité (12.1), on déduit que pour tout vecteur x € F, on a :

n

lpr (@)I* = {z [ e < ||zl

k=1

Cette inégalité est I'inégalité de Bessel.

Exercice 12.22 On munit l'espace vectoriel R [x] du produit scalaire :

(P,Q)— (P|Q)= /0 - P(t)Q(t)e dt.

1. Justifier la convergence des intégrales (P | Q) pour tous P,Q dans R [z] et le fait qu’on a
bien un produit scalaire.

2. Construire une base orthonormée de Rs [x].
3. Soit P =1+ x +a®. Déterminer QQ € Ry [z] tel que |P — Q| soit minimal.

Solution 12.22

1. On vérifie par récurrence que :
+oo
Vk € N, / the tdt = k!
0

et de ce résultat on déduit que Uapplication (- |-) est bien définie sur R[z]. On vérifie
ensuite facilement que c’est un produit scalaire.
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2. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt sur la base (1,x,2* %) de R3[x], on a :
(
Qo
Q=1 [Ql* =1, P = =1
1Qoll
Pi=o=(@|B)B=o =1 @ =1 P = & —a =1,
1
Q2:$2—<$2|P0>P0—<5L’2’P1>P1:.I‘2—433+2,
1
1Qa)P =4, o= —- == (22 — 4z +2),
1@l 2
Q3:$3—<ZC3|P0>P0—<.%’3’P1>P1—<$3|P2>P
= 2% — 922 + 18z — 6,
Q3 1
||Q3||2:36, Py=—"-=—(2°—92° + 187z — 6).
\ 1Qsll 6

3. Le polynome Q est la projection orthogonale de P sur F = Ry [x] donnée par :

Q:Z<P|Pk>P

Le calcul des (P'| Py) peut étre évité en remarquant que dans la base orthonormée (Py, Py, Ps, P3)
de E=R3(x], on a:

3
P=) (P|P)P,=Q+(P|P;)P
k=0

le coefficient (P | P3) s’obtenant en identifiant les coefficients de x* dans cette égalité (P
est de degré 2 au plus), soit :

(P| P3) =6.
On a donc :
Q=P —(P|P)P; =92 — 170+ 7
et :
d(P,Ry[z]) = [P = Q[ = [(P | P5)| =6.

Il est parfois commode d’exprimer (12.1) sous la forme :

r — Z)\kek

k=1

2 n

2 2 2
= o —yl* = llz)* = Y _(z]ew)’,

k=1

mf
(A1, n)ER™

ol (€;);<;<,, est un systéme orthonormé dans £ et z € E.

1
Exercice 12.23 Calculer inf / (22 — az — b)* dx.
(a,b)€R2 1

Solution 12.23 En munissant 'espace E = C° ([—1,1]) du produit scalaire :

- [ @s@a
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on a :

1
M= inf / (¢~ oz~ ) do= int ] - QI

(a,b)eR? J_4 QER [z

ou f (z) = 2% Le théoréeme de projection orthogonale donne :
2 2 2

M =|lf=PI"=lfI" =PI

ou P est la projection orthogonale de f sur Ry [x], soit P = (f, Po) Po + (f, P1) P, ou (Py, P)
est une base orthonormée de Ry [x]. Le procédé de Gram-Schmidt donne :

Py (x) = 75 P (z) = Ex
eton a :
U R) = 2\ (f, ) =0
y 40 _3\/57 y41) —
donc :
P@) =+
3
et : 5 5 g
M=-_--=_—
5 9 45

Remarque 12.3 Si (e;),.,., est une base (non nécessairement orthonormée) de F, alors la
n
projection orthogonale d’un vecteur x de E sur F est le vecteur y = ) y,e;, ou les composantes

Jj=1
yj, pour j compris entre 1 et n, sont solutions du systeme linéaire :

(t—yle)=0(1<i<n),

soit :

3

(eilej)y; = (x]e) (1<i<n).
j=1
Ce systéeme est appelé systéme d’équations normales.
Pour exercice précédent, (1,x) est une base de Ry [z] et le systéme d’équations normales est :

{ (L Dy + (1] 2)y2 = (2* | 1)
(| Dy + (x| 2)yo = (2 | x)

soit :
2 22
9 3
§y2 =0
ce qui donne y; = E et yo =0, soit P = ! et M =|fII”=|P|* = E
3 3 45

1
Exercice 12.24 Calculer inf / 22 (In (z) — ax — b)* dx.
(a,b)ElRQ 0
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Solution 12.24 On munit 'espace vectoriel E = C ([0, 1]) du produit scalaire :

1
(F9) = (19 = [ F@)gle)ds
0
et on note f la fonction définie sur [0,1] par :

f(x) = { :gl;(;c):sgx €10,1],

Avec lirr(l)xln (x) =0, on déduit que f € E.

Avec ces notations il s’agit donc de calculer :

P =d(f,F)’= inf |f—az®—bz|"

(a,b)ER2
ou F = Vect {x, 22} . On sait que si (Py, Py) est une base orthonormée de F, alors :

= |f—(f| PP~ (f| PP
= [IfIIP = (f | P)* = (f | B)°.

Une telle base orthonormée s’obtient avec le procédé de Gram-Schmudt :

Plz\/§$7
{ Py = +/5 (42% — 32).

Puis avec : )
1
VneN, (/]2 = @ @) de =~
1an) = @ =~
2
= [ 2?In® () de = —
17 = [ ot @y do = -
on obtient : 3
3
(f | Pr) = ~9
V5
Py =—
(1P ="
et :
2 1 _ 1
o433 432
La projection orthogonale de f sur I étant donnée par :
5 19
P:<f|P>P1+<f|P2>P2=§IE2—E$-

On peut aussi déterminer cette projection orthogonale P = ax? + bx en utilisant le systéme
d’équations normales :
{ (f=P|x)=0,

(f =P|z*) =0,

soit : 4
3 4b = ——

a + 3’

5
4a+5b = —=
a + 1
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19

ce qui donne a = 3 et b= I3 Le minimum cherché est alors :

2 31 1
F =l - IPI = = - o = 5

Sur I'espace vectoriel F des fonctions continues et 27-périodiques muni du produit scalaire

mmwuwz/ﬁuw@w

la meilleure approximation, pour la norme déduite de ce produit scalaire, d’une fonction f € F
par un polynoéme trigonométrique de degré inférieur ou égal & n est donnée par

S0 =1 552) v fo“%>%:§§@”%§5%

—2i |C0 Co+ Z ‘C]g Ccr + — Z |Sk

ol ¢ : x + cos (kx) pour k > 0 et s :  +— sin (kx) pour k > 1. Soit

S (f) () = 2

ai (f) cos (kx) —I—Zbk sin (kx)
k=1

ot les ay (f) et by (f) sont les coefficients de Fourier trigonométriques de f définis par

ak(f):%/wf(t)cos(k;t)dt et bk(f):%/ﬁf(t)sin(kt)dt

L’opérateur S,, de projection orthogonale de F sur ’espace P,, des polynémes trigonomé-

triques de degré inférieur ou égal a n est 'opérateur de Fourier
La série :

+Z an (f) cos (nz) + by, (f)sin (nx))

est la série de Fourier de f .
L’inégalité de Bessel s’écrit :

@wé%f+!l@«%§2k<ﬂvry§ww

ou encore : ) "
1 K
D @nrim s [ rFod

k=1

1
Il en résulte que la série numérique aj (f) + = > (a2 (f) + b2 (f)) converge avec :

ag (f)

+o00 1 -
+) (ax (H)+B() < %/_ F2 (1) dt
(théoréme de Bessel).

On peut monter qu’on a fait 1'égalité (théoréme de Parseval).
De I'inégalité de Bessel, on déduit que lirf a, (f) = lirf b, (f) = 0 (théoréme de Riemann-
Lebesgue).
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Exemple 12.3 Si f € F est la fonction 2w-périodique, paire valant x (7w — x) sur [0,7], on a
by (f) = 0 pour tout n > 1 puisque f est paire et :

2 [T i
ao(f):;/o t<7r_t)dt:%
() =2 [ 1t~ cos )
0
) ) 0sin=2p+1
= -1+ (-1)") = — s sin=2

pour n > 1.
Lidentité de Parseval nous donne :

4 —+o00 T 4
12
S —:—/ 2 (1 —t)dt = —
p= 0

18 - pt o 15
soit :
—=—
= P 90

Du théoréme de projection orthogonale, on déduit le résultat suivant valable en dimension
finie.

Corollaire 12.2 Pour tout sous espace vectoriel F de dimension finie de E on a E = F @ F*
et (F L)L =F

Démonstration. Pour tout z € F N FY on a |[z]|> = (z|z) = 0 et 2 = 0. Donc F N
F+ = {0}. Soit # € F et y € F sa projection orthogonale dans F. On a z —y € Ft et
r=y+ (xr—y) € F+ F*+. Doulégalitée E = F @ F*.

Il en résulte que dim (F*) = dim (F) — dim (). On a donc dim <(FL)L> = dim (F) et

avec 'inclusion F' C (F L)l , on déduit qu'on a I'égalité. ]
Remarque 12.4 Pour F de dimension infinie, on a toujours F'N F+ = {0} mais pas néces-
sairement E = F @ F*, ni méme (FL)L = F. On considére par exemple l’espace vectoriel
E =C°([0,1],R) muni du produit scalaire {f | g) = /1f (t) g (t)dt. Pour F =R [z], du théo-
reme de Weierstrass on déduit que F+ = {0} et pourta;)zt onaFE #FOF: et (FL)l =FE#F

Avec le théoréme qui suit, on donne les principales propriétés des projections orthogonales.

Théoréme 12.8 Soit F' un sous espace vectoriel de dimension finie de E.
1. Pourz € E, on a x € F si, et seulement si, pr (x) = .

2. pr OpF = pF.

3. La projection orthogonale pr de E sur F' est une application linéaire surjective de E sur

F.
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/

Le noyau de pp est F-.

5. Pour tous x,y dans E, on a :

(pr (2) [ y) = (@ | pr () = (pr (2) | pr (y))

(on dit que pr est auto-adjoint).

6. Pour E de dimension finie, on a pr + ppr = Id.

7. Pour E de dimension finie, on a pg o ppi = ppr o pr = 0.

Démonstration.

1.

Si 2 = pr(x), on a alors x € F. Réciproquement si z € F, avec x — 2z = 0 € F*, on
déduit que pp (z) = .

2. Résulte de pp (z) = = pour tout = € F.

3. Si (€)<;<, est une base orthonormée de F, on a alors :

n

Vo e F, pF(x):Z<x|ek>ek

k=1

et pp est linéaire puisque chaque application x — (z | e) e est linéaire.
L’égalité pr (x) = z pour tout € F nous dit en particulier que pr est surjective de E
sur F.

Siz € ker (pr),onapp () =0etx = z—pp (r) € F+. Réciproquement siz = z—0 € F*,
on a pr () = 0 puisque 0 € F.

. Pour z,y dans E, on a pp () € F et y — pp (y) € F+, donc :

(pr (x) [ y) = (pr (2) [y —pr (y) +pr () = (r () | PP (Y))

I'expression (pr () | pr (y)) étant symétrique en z,y. Il en résulte que (pr(x)|y) =

(z | pr(y)).

En utilisant une base orthonormée (e;), .., de F' on peut aussi écrire que pp(v) =

S (o | ex) en pr(y) = 32y | ex) e et -

k=1 k=1

n

(r (@) [y) =) (w]en){ylex) = (x| pr ) = or (@) | pr @)

k=1

. Dans £ = F @ F*, on a les deux écritures :

v = (z = pr () +pr (2) = (x = ppr (2)) + ppe (2)

avec (pr (z),2 —pp(x)) et (v —ppr (x),ppo (z)) dans F' x F, ce qui entraine z —
pr () = ppo (x) du fait de I'unicité de I'écriture dans une somme directe. On a donc
bien pr (z) + ppo (z) = x pour tout x € E.
On en déduit que :

pr (¢ = pps (7)) = pr (pr (v)) = pr ()

et pr (ppr (z)) = 0. L’égalité ppi o pr = 0 se montre de maniére analogue.
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Exercice 12.25 On suppose que E est euclidien et on se donne une base orthonormée B de

E.
1. Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale sur la droite D = Ra engendrée
par un vecteur non nul a.

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur un hyperplan H de E dans B.

Solution 12.25
(| a)

Wa. En écrivant que a =
a

1. Par définition de pp, on a, pour tout x € E, pp (x) =

n
> aze;, on a, pour tout j compris entre 1 et n :
i=1

ei|la " aa;
pD(ej):<J|2>a:Z ]e

P
ol i llal
. a;a; . L,
D = 9
et la matrice A de pp dans B est A (( 2)) ce qui peut aussi s’écrire
. all 1<i,j<n
= C 'C, ou C est le vecteur colonne formé des composantes de a dans B.
lal
a
ol 1 . (z]a)
2. On a H = {a}” = (Ra)™ avec a # 0 et pour tout v € E, py(x) = x Tl a. La
a

matrice de py dans B est donc :

1 i
B=1I,—A=1I,——C'C= ((@—“—“@))
all all 1<i,j<n

12.6 Caractérisation des projecteurs orthogonaux dans un
espace euclidien

On rappelle que, sur un espace vectoriel F, un projecteur est une application linéaire p de
E dans F telle que pop = p.

Il est facile de vérifier que si p est un projecteur de FE, alors ker (p) et Im (p) sont en somme
directe et pour tout z =y + z avec (y, z) € ker (p) x Im (p), on a p(z) = y.

En effet, si x € ker (p) NIm(p),onaxz =p(y) et 0 =p(x) =pop(y) =p(y) =z, donc
ker (p) N Im (p) = {0} et tout x € E s’écrit x = x — p(z) + p(x) avec x — p(z) € ker (p) et
p(x) € Im(p), donc E = ker (p) + Im (p) . On a donc bien E = ker (p) & Im (p) et pour tout
r=y+z€ F avec (y,z) €ker(p) x Im(p),onap(x)=py)+p(z) =p(z) =z

On dit que p est le projecteur sur F' = Im (p) parallélement a ker (p) .

Réciproquement si £ = F @ G, application qui associe & x = y + 2, ou (y,2) € F x G, le
vecteur y est un projecteur sur F' parallélement & G.

Les projecteurs orthogonaux sont des cas particuliers de projecteurs. Ce sont en fait les
projecteurs de E caractérisés par la propriété 5. du théoréme 12.8 ou par ||p (z)|| < ||z|| pour
tout x € L.

Théoréme 12.9 Soit p un projecteur d’un espace euclidien E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. p est un projecteur orthogonal ;
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2. pour tous x,y dans E, on a : (p(x) |y) = (z|p(y));
3. pour tout x € E, on a ||p(x)] < ||z .

Démonstration. Si p = pg est un projecteur orthogonal, on sait déja qu’il est auto-adjoint,
c’est-a-dire que 1. implique 2.

Si p est un projecteur qui vérifie 2. on a, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour
tout x € E :

lp @)II* = {p (2) | p(2)) = (& | p(p (2)))

= (| p()) < |zl ()]

et [[p(x)]| < ||z|| pour = # 0, I'égalité étant réalisée pour z = 0.

Supposons que p soit un projecteur vérifiant 3. On a E = ker (p) ® Im (p) et si p est un
projecteur orthogonal sur F, on a nécessairement ker (p) = FX et Im(p) = F = (ker (p))*
Réciproquement si Im (p) = (ker (p))", on a alors pour tout = € E, p(z) € F = Im(p) et
x —p(x) € ker (p) = F*, ce qui signifie que p (x) est le projeté orthogonal de z sur F. Il s’agit
donc de montrer que Im (p) = (ker (p))"* . Pour z € ker (p) et y € Im (p) , en notant z = y — Az
ol A est un réel, on a p(z) =p(y) =y et :

lyl® = llp ()17 < 1= = [lyll* = 2A (o | ) + A% ]|

soit :

A ll® =2z [y)) =0

ce qui entraine A|jz|* — 2 (z | y) > 0 pour A > 0 et A||z|* — 2 (x | y) < 0 pour X < 0. Faisant
tendre A vers 0 par valeurs positives et négatives respectivement, on obtient (x |y) < 0 et
(x| y) >0, s0it (z | y) = 0. Le projecteur p est donc un projecteur orthogonal. [

12.7 Reéduction des matrices symétriques réelles

Pour ce paragraphe, (E, (- |-)) désigne un espace euclidien de dimension n > 1 et B =
(€i),<i<, st une base orthonormée de F.

Définition 12.8 On dit qu’un endomorphisme u de E est symétrique si :
V(z,y) € EXE, (u(x)|y) = (z|u(y).

Théoréme 12.10 Un endomorphisme u de E est symétrique si, et seulement si, sa matrice A
dans la base orthonormée B de E est symétrique.

Exemple 12.4 Un projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique et on a vu que
réciproquement si un projecteur est symétrique, c¢’est alors un projecteur orthogonal (théoréme

12.9).

Définition 12.9 Si u est un endomorphisme de u, on dit qu’un réel \ est valeur propre de u
si l’endomorphisme u — Al d n’est pas inversible.

Dire que u — Ald n’est pas inversible équivaut & dire que son noyau ker (v — AId) n’est pas
réduit a {0}, ce qui équivaut & dire qu’il existe un vecteur z # 0 tel que u (z) = Az. Il est
encore équivalent de dire que det (u — AId) # 0.
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Les valeurs propres de u sont donc les racines du polynéome P, (\) = det (u — AId). Ce
polynoéme est appelé polyndéme caractéristique de u.

Comme P, est de degré n, 'endomorphisme u a au plus n valeurs propres réelles.

Pour toute valeur propre réelle A d'un endomorphisme u de E, le sous-espace vectoriel
E\ = ker (u — AId) est appelé 'espace propre associé a la valeur propre \.

En désignant par A la matrice de v dans une base de u, on a det (u — AId) = det (A — AI,) .
Le polynome P4 (\) = det (A — AI,,) est appelé polynéme caractéristique de A et les racines de
ce polyndme (réelles ou complexes) sont appelées les valeurs propres de A.

0 —
1 0
a deux racines complexes i et —i.

Par exemple, pour A = ) ,on a Py (A\) = A2+1 qui n’a pas de racines réelles, mais

Théoréme 12.11 St u est un endomorphisme symétrique de E, alors son polynéme caracté-
ristique a n racines réelles distinctes ou confondues.

Corollaire 12.3 Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle sont toutes réelles.

Théoréme 12.12 Soient u un endomorphisme symétrique de E, A, deuzr valeurs propres
(réelles) distinctes de u et Ey, E,, les espaces propres associés. Pour tout x € Ey ety € E,,, on
as (x| y) = 0. C’est-a-dire que les espaces propres associés a des valeurs propres distinctes de
u sont orthogonauz.

Théoréme 12.13 Si u un endomorphisme symétrique de E, il existe alors une base orthonor-
mée de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Corollaire 12.4 Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre n, il existe alors une matrice
inversible P telle que P~* = 'P (une telle matrice est dite orthogonale) et P~*AP = 'PAP
est une matrice diagonale.

Ce corollaire s’exprime en disant que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans
une base orthonormée de R™.

Corollaire 12.5 Si q une forme quadratique sur E, il existe alors une base orthonormée de E
dans laquelle la matrice de q est diagonale.

On retrouve ainsi le théoréme de réduction de Gauss relatif aux formes quadratiques réelles.



