
Fib onacci et les paquerettes

JOLY Romain & RIVOAL Tanguy

1 In tro duction

Quand on entend dire quel'on peut trouver le nombre d'or et la suite deFibonaccidansles

eurs et lespommesde pin, on est au d�epart bien sceptique.Mais si on tente l'exp�erience,
on estsurpris deconstaterquecelasemble sev�eri�er. Voici par exempleunesimplepomme
de pin :

Si l'on comptele nombre de spiralesgaucheset le nombre de spiralesdroites, on tombe sur
deux termescons�ecutifs de la suite de Fibonacci :
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On pourra retenter l'exp�erienceavec un chou :

De mani�ere g�en�erale, le meilleur moyen de se convaincre qu'il ne s'agit pas d'une simple
co•�ncidenceest de compter les spiralesdans tout ce que l'on peut trouver : pommesde
pin, paquerettes,artichauds, tournesol etc. Voyez-vous les s�equencesde 21 et 34 spirales
danscette 
eur ?

NB : Toutes les illustrations pr�ec�edentes proviennent du site web de Ron Knott
http://www.mcs.surrey.ac. uk/Pers onal /R.Knott /
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2 Mo d�elisation du probl �eme

Le but de cette note est de montrer le lien entre fractions continueset nombresde spirales
visibles. Nousallonsfaire deshypoth�esessur la croissancedela plante a�n denousramener
�a un mod�eletr �essimple. Les�el�ements v�eg�etaux formant lesspirales(
eurs, feuilles,�ecailles
etc.) seront mod�elis�espar descerclesde rayon a. Nousallons consid�erer que la croissance
de la plante correspond �a l'apparition autour d'un point central d'�el�ements s�epar�es d'un
angle 2� � et �a distance � n du centre. Autrement dit, le v�eg�etal seraune suite de cercles
de rayon a centr �esen xn = � ne2i� n� . On supposerala suite (� n ) croissante.

La constancede l'angle entre deux ronds est une hypoth�esetr �es simpli�catrice qui
m�eriterait unevraie justi�cation qui ne serapasfaite ici. On supposequela plante cherche
�a mettre le plus d'objets dans le moins de placepossible. Ainsi, on peut prendre � n �egal
au plus petit � � � n� 1 tel que le cerclede rayon a et de centre xn ne recoupe aucun autre
cercled�ej�a pr�esent (la tangenceest admise). On pourrait aussi chercher �a prendre (� n )
sousforme d'une suite plus r�eguli�ere(arithm�etique par exemple). On remarqueraqu'il est
plus simpled'imaginer unecroissancepar l'ext�erieur �a int�erieur �x �e commenousle faisons.
Mais en r�ealit�e, c'est bien l'inversequi se produit : la plante poussedepuis le centre de
mani�ere centrifuge.
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Le probl�emede la vision desspiralesest qu'elle est relativement subjective. En e�et,
on voit desspiralesqui ne correspondent pasdu tout �a la croissancede la plante. En fait,
on voit lesspiralescorrespondant �a dessuitesde ronds ayant juste un petit d�ecalageentre
eux. On consid�erera qu'il y a une spirale si deux �el�ements aux points xn et xn+ p sont
assezprochespour setoucher (pour se�xer un crit �ere,mais l'oeil rep�ereaussidesspirales
du moment qu'une s�erie de cerclessont assezproches,sansqu'il y ait forc�ement contact).
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Les cerclescentr �es en xn+ k et xn+ k+ p vont alors se toucher tant que k est assezpetit et
former p spirales. Au bout d'un certain temps, la distanceau centre de la formation � n+ k

grandissant, les �el�ements xn+ k0 et xn+ k0+ p ne se toucheront plus. On perdra alors les p
spiralesli�eesau contact entre xn et xn+ p, mais d'autres apparâ�tront.

Il faut noter que dans une situation tr �escompacte,on peut voir simultan�ement deux
famillesde spirales,gaucheset droites. Voir par exempleles illustrations de l'in troduction.

3 Spirales et fractions contin ues

Suivant la discussiondu paragraphepr�ec�edent, le nombre despiralescorrespond au nombre
de fois que la rotation d'angle 2� � doit être e�ectu�eeavant de retomber assezproche du
point de d�epart pour qu'il y ait contact. On peut alors �etablir le r�esultat central de cette
note. Les rappelssur les fractions continuessont regroup�esen annexe.

Prop osition 3.1. Le cardinal d'une famil le de spiralesvisiblesest un d�enominateurd'une
r�eduite de � .

D �emonstration : On cherche �a placer le plus de cerclesde rayon a espac�esd'un angle
2� � le long d'un cerclede rayon � > 0. On supposerabien ŝur que � > a. On note â
l'angle souslequelest vu un cerclede rayon a et �a distance� , c'est-�a-dire â = 2arctg(a=� ).
Notons que â < � . On cherche le plus petit entier q > 0 tel que j2� � q mod(2� )j < â.
Autrement dit, on choisit q commele plus petit q 2 N� v�eri�an t

9p 2 N; jp � � qj <
â

2�
: (1)

Montrons que p=q est une meilleure approximation de � et donc une r�eduite de � (voir
annexe). Supposonsque p0=q0 avec q0 � q approche mieux � i.e.

jp0 � � q0j � jp � � qj <
â

2�
<

1
2

: (2)

Commeq est le plus petit entier v�eri�an t (1), q0 � q et donc q0 = q. Or (2) montre que
p et p0 sont deux entiers �a distanceinf�erieure �a 1=2 du mêmenombre � q. Donc p = p0 et
p0=q0 = p=q. �

V�eri�ons visuellement ceci sur quelquesexemplesg�en�er�es par un petit programme
Maple que l'on peut trouver sur le web et rappel�e ici en annexe. Le plus simple est de
prendreune fraction comme 31

56. On voit au centre une famille de 9 spiralescorrespondant
au 9 de 5

9 qui approche notre fraction, et bien ŝur 56 spiralesensuite.
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Voici un autre exemple,avec � �a gauche et 1=� �a droite, o�u on voit apparâ�tre lesapprox-
imations 3, 22

7 et 355
113.

Pour �nir,
p

2 nousdonnetous lesnombrespairs.
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4 L'apparition de la suite de Fib onacci

On ne va pas justi�er ici de fa�con rigoureusequel est le meilleur � possiblepour la plante.
On ne donnesimplement qu'un argument intuitif. On observe sur lesexemplespr�ec�edents
que mieux une r�eduite approche � , plus longueest la vision desspiralescorrespondantes.
Or cecin'est pasbon pour le remplissagedu volume par les cercles.En e�et, tant qu'une
spirale restevalide, les distances� n au centre croissent r�eguli�erement alors que le nombre
d'�el�ements mis sur chaquecercleresteconstant. Du coup, lesplantes ont int�er̂et �a utiliser
le nombre � 2 [0; 1] le moins bien approch�e par sesfractions continues,c'est-�a-dire

� =
1

1 + 1
1+ 1

1+
...

:

On retrouve l'angle d'or 2� � = 2� =� o�u � est le nombre d'or. Lesr�eduitesde� = 1=� sont
de la forme Fn

Fn +1
, o�u (Fn ) est la suite de Fibonacci (voir annexe). Le nombre de spirales

sur les v�eg�etaux est donc un nombre de Fibonacci ! De plus, les approximations sont
tellement mauvaises,que l'on peut voir deux sortesde spirales: lesdroites et lesgauches,
correspondant �a deux nombres de Fibonacci cons�ecutifs, puisque les fractions continues
successivessont de chaquecot�e de � .

V�eri�ons que le choix � = 1=� donne ce qu'on attend, c'est �a dire un magni�que
tournesol :
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On pourra s'amuser �a compter les spiralessur la �gure pr�ec�edente pour retrouver la
suite de Fibonacci.

34

13

55

21
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Annexe sur les fractions contin ues

Les r�ef�erencesqui ont servi �a la r�edactionde cette annexesont :
M. Demazure,Cours d'alg�ebre, Cassini.
A. Khinchin, Continued fractions, Phoenix ScienceSeries.

A.1 D�e�nitions et premiers r �esultats

Dans la suite � d�esigneraun irrationel a�n de ne pas avoir �a sepr�eocuper de la division
par 0. Il s'agit du cas qui nous int�eresseici et de plus le principe est le même pour un
rationnel, sauf que la fraction continue est de taille �nie.
On d�e�nit deux suites(� n )n2 N et (qn )n2 N par:

� 0 = � ; q0 = b� 0c et � n+1 =
1

� n � qn
; qn+1 = b� n+1 c

Une r�eduite de � est une fraction de la forme

rn = q0 +
1

q1 + 1
...+ 1

qn

On appelle d�eveloppement en fraction continue de � l' �ecriture

� = q0 +
1

q1 + 1
q2+ 1

q3 +
...

Prop osition A.1. Lesr�eduitesr n s'�ecrivent r n = un
vn

avec (un ) et (vn ) deuxsuitesd'entiers
d�e�nies commesuit.

�
u0 = q0; u1 = q0q1 + 1
v0 = 1; v1 = q1

et
�

un+1 = qn+1 un + un� 1

vn+1 = qn+1 vn + vn� 1

D�emonstration : On introduit lespolynômesd'Euler d�e�nit par

Q0 = 1; Q1(x1) = x1 et Qi +1 (x1; : : : ; x i +1 ) = x i +1 Qi (x1; : : : ; x i ) + Qi � 1(x1; : : : ; x i � 1) :

La proposition revient �a montrer que r n = Qn +1 (q0 ;:::;qn )
Qn (q1 ;:::;qn ) . On proc�edepar r�ecurrence.C'est
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bon pour r0, puis

rn+1 = q0 +
1

q1 + 1
...+ qn + 1

qn +1

=
Qn+1 (q0; : : : ; qn + 1

qn +1
)

Qn (q1; : : : ; qn + 1
qn +1

)

=
qnQn (q0; : : : ; qn� 1) + 1

qn +1
Qn (q0; : : : ; qn� 1) + Qn� 1(q0 : : : ; qn� 2)

qnQn� 1(q1; : : : ; qn� 1) + 1
qn +1

Qn� 1(q1; : : : ; qn� 1) + Qn� 2(q1; : : : ; qn� 2)

=
qn+1 Qn+1 (q0; : : : ; qn ) + Qn (q0 : : : ; qn� 1)
qn+1 Qn (q1; : : : ; qn ) + Qn� 1(q1; : : : ; qn� 1)

=
Qn+2 (q0; : : : ; qn+1 )
Qn+1 (q1; : : : ; qn+1 )

�

Prop osition A.2. Les suites (un) et (vn ) sont strictement croissanteset tendent donc
vers + 1 . En outre un+1 vn � unvn+1 = (� 1)n et en particulier PGCD(un ; vn ) = 1 et
rn+1 � rn = (� 1)n +1

vn +1 vn
.

D �emonstration : Une fois fait le calcul

un+1 vn � unvn+1 = qn+1 unvn + un� 1vn � unqn+1 vn � unvn� 1

= un� 1vn � unvn� 1 = � � � = (� 1)n (u1v0 � u0v1)

= (� 1)n

le restede la proposition est �evident. �

Prop osition A.3. La suite (r n ) tend vers � en se pla�cant alternativement de part et
d'autre de � . Plus pr�ecisemment,

rn � � = (� 1)n+1 1
� 0:::� n

1
vn

; (3)

et par cons�equentj� � r n j < 1
vn vn +1

.

D �emonstration : L'expression(3) se d�emontre simplement par r�ecurrencepuisquesi
(3) est vraie pour n et n � 1 alors

un+1 � � vn+1 = qn+1 un + un� 1 � � qn+1 vn � � vn� 1

= (� 1)n+1 qn+1

� 0:::� n
� (� 1)n+2 1

� 0:::� n� 1

= (� 1)n+2 1
� 0:::� n� 1� n

(� n � qn+1 ) = (� 1)n+2 1
� 0:::� n � n+1
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Comme� k > 1 et vn ! + 1 , celamontre que (r n ) tend vers � . En�n, commeon vient de
montrer que� estentre r n et rn+1 , l'estimation de j� � r n j vient simplement de l'estimation
de jrn � rn+1 j de la proposition A.2. �

A.2 R�eduites et meilleures appro ximations

On appelle meilleureapproximation de � une fraction u
v telle quepour toute autre fraction

u0

v0 6= u
v approchant mieux � au sensque ju0 � � v0j � ju � � vj, on a forc�ement v0 > v.

Autrement dit une meilleureapproximation est une fraction approchant au mieux � pour
un d�enominateursoumis�a une borne �x �ee.

Prop osition A.4. Toute meilleure approximation de � est une r�eduite r n de � .

D �emonstration : Soit r = u=v une meilleure approximation de � qui ne soit pas une
r�eduite r n . On rappelle que les r�eduitesde � sont ordonn�eesainsi : r 0 < r2 < r4 < ::: <
� < ::: < r3 < r1.

Si r < r0 = u0=v0 = b� c=1 alors ju � � vj � j u
v � � j > jr0 � � j = ju0 � � v0j. Comme

v0 = 1 � v cecicontredit le fait que u=v est une meilleureapproximation.
Si r > r1 = u1=v1 = q0 + 1=q1 alors

j� � r j > jr 1 � r j =
ju1v � uv1j

vv1
�

1
vv1

;

et donc ju � � vj > 1=v1 = 1=q1. Mais q1 = b1=(� � � 0)c � 1=(� � � 0) donc puisque
r0 = � 0=1, ju0 � v0� j � 1=q1 < ju � � vj. Commev0 = 1 � v cecicontredit le fait que u=v
est une meilleureapproximation.

On enconclut qu'il existedonck tel quer soit strictement entre r k� 1 et r k+1 . On a jr �
r k� 1j = juvk� 1 � vuk� 1j=(vvk� 1) � 1=(vvk� 1). Commejr � r k� 1j < jr k � r k� 1j = 1=(vkvk� 1),
on trouve que v > vk . Or j� � r j � jr k+1 � r j � 1=(vvk+1 ) et donc ju � � vj � 1=vk+1 .
Puisquejuk � vk � j � 1=vk+1 d'apr�esla proposition A.3, on conclut quejuk � vk � j � ju� � vj.
Comme par ailleurs on a vu que v > vk , cela contredit le fait que u=v est une meilleure
approximation.

On vient de montrer par l'absurde qu'il n'existe pas de meilleure approximation de �
qui ne soit pasune r�eduite r n . �

Mêmesi celanesert pas�a notre expos�e, on peut signalerquela r�eciproqueestquasiment
vraie.

Prop osition A.5. Toute r�eduite r n est une meilleure approximation �a l'exception du cas
de r0 = b� c si � est de la forme � = N + 1=2 avec N 2 Z.
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A.3 Exemples

Donnonsquelquesexemplesde d�ecomposition desirrationnels lesplus connus:

� = 3 +
1

7 + 1
15+ 1

1+ 1

292+
...

Notons que l'on retrouve lesapproximations :

� '
22
7

'
333
106

'
355
113

La derni�ere approximation �etant tr �esbonnegrâceau 292qui suit.
Pour e la suite des(qn ) est tr �esparticuli �ere : 2 1 2 1 1 4 1 1 6 1 1 8 1 ....
Remarquonspour les int�eress�esque l'on peut d�emontrer qu'un nombre poss�edeune suite
(qn ) p�eriodique �a partir d'un certain rang si et seulement s'il est quadratique. Ainsi, par
exemple,

p
2 = 1 +

1
2 + 1

2+ 1
2+ 1

2+
...

A.4 Les r �eduites du nom bre d'or

On appellenombre d'or le nombre � = 1+
p

5
2 ' 1; 618qui est la racinepositivedel' �equation

x2 � x � 1 = 0. En particulier, on note que

� 2 = � + 1 et
1
�

= � � 1

Sad�ecomposition en fraction continue est remarquable.

Prop osition A.6. Le d�eveloppementen fraction continue de � est

� = 1 +
1

1 + 1
1+ 1

1+
. . .

D �emonstration : q0 = b� c = 1 puis q1 =
�

1
� � 1

�
= b� c = 1 etc. �

La fameusesuite de Fibonacciest d�e�nie par F0 = 1, F1 = 1 et Fn+1 = Fn + Fn� 1. Les
premiers termes de cette suite sont donc : 1 1 2 3 5 8 13 21 34 ... Il est bien connu que
Fn = 1p

5

�
� n+1 � (� 1

� )n+1
�

et donc que Fn+1 =Fn � ! �. En fait, on peut pr�ecisercette
convergence.
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Prop osition A.7. Les fractions r n = Fn +1

Fn
sont exactementles meilleuresapproximations

de � .

D �emonstration : Comme(qn ) � 1, lessuites(un) et (vn ) de la proposition A.1 ont des
r�ecurrencesdu mêmetype que la suite de Fibonacci. �

Corollaire A.8. Les meilleuresapproximations de 1=� sont de la forme Fn � 1

Fn
.

D �emonstration : Soient r n = Fn +1

Fn
les r�eduitesdu nombre d'or �. On a 1=� = � � 1.

Les meilleurs approximations de 1=� sont donc de la forme r n � 1 = Fn +1 � Fn

Fn
= Fn � 1

Fn
. �

Programme Maple

Voici un petit programmeMaple, qui n'est pas de nous, qui a permis de faire les �gures
desspiralespr�esent�eesdanscette note.

[>with(plots);
[>growpts:=(n,TpS)->growp ts1( n,TpS,CIRCLE):
[>growpts1:=proc(n,Turnpe rSeed,s ymb) local i,a,r,s,phi2pi: s:=null;
phi2pi:=2*Pi*TurnperSeed;
listplot([seq([sqrt(n-i)* cos( phi 2pi* i),s qrt( n-i )*si n(phi2pi *i)] ,i= 1..n )],
style=point,axes=NONE,sca ling =CONSTRAINED, symbol=symb) end;

Pour obtenir par exemplela �gure avec � = � , il su�t alors de lancer

[>growpts(500,Pi);
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