Fib onacci et les paquerettes
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1 Intro duction

Quandon entend dire quel'on peut trouver le nombre d'or et la suite de Fibonaccidansles

eurs et lespommesde pin, on estau depart bien sceptique. Mais si on tente I'experience,
on estsurpris de constaterquecelasenble severi er. Voici par exempleune simplepomme
de pin :

Sil'on comptele nombre de spiralesgaudeset le nombre de spiralesdroites, on tombe sur
deux termes consecutifs de la suite de Fibonacci:




On pourra retenter I'experienceavec un chou :

De maniere gererale, le meilleur moyen de se corvaincre qu'il ne s'agit pas d'une simple
cencidenceest de compter les spiralesdans tout ce que I'on peut trouver : pommesde
pin, paquerettes,artichauds, tournesol etc. Voyez-wous les sequencesie 21 et 34 spirales
danscette eur ?

NB : Touteslesillustrations preaderies proviennert du site web de Ron Knott
http://www.mcs.surrey.ac. uk/Personal/R.Knott /



2 Mo delisation du probl eme

Le but de cette note estde mortrer le lien erire fractions cortinueset nombresde spirales
visibles. Nousallonsfaire deshypothesessur la croissancalela plante a n denousramener
a un modeletressimple. Leselemerns vegetaux formarnt lesspirales( eurs, feuilles, ecailles
etc.) serort modelisespar descerclesde rayon a. Nous allons consicerer que la croissance
de la plante correspnd a l'apparition autour d'un point certral d'elemens separesd'un
angle2 et adistance , du certre. Autrement dit, le vegetal seraune suite de cercles
derayon a certresenx, = ,€" " . On supposerala suite ( ,) croissare.

La constancede lI'angle erntre deux ronds est une hypothesetr es simpli catrice qui
meriterait unevraie justi cation qui ne serapasfaite ici. On supposequela plante cherche
a mettre le plus d'objets dansle moins de place possible. Ainsi, on peut prendre , egal
au plus petit n 1 tel quele cerclede rayon a et de certre x, ne recoupe aucun autre
cercledeja presem (la tangenceest admise). On pourrait aussicherdher a prendre ( )
sousforme d'une suite plus reguliere (arithm etique par exemple). On remarqueraqu'il est
plus simpled'imaginer une croissancepar l'exterieur ainterieur x e commenousle faisons.
Mais en realite, c'est bien l'inversequi se produit : la plante poussedepuisle certre de
maniere certrifuge.
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Y
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Le problemede la vision desspiralesest qu'elle est relativemen subjective. En e et,
on voit desspiralesqui ne correspndert pasdu tout a la croissancede la plante. En fait,
on voit lesspiralescorrespndart a dessuitesde rondsayant juste un petit decalageerire
eux. On consicereraqu'il y a une spirale si deux elemers aux points X, et X,., sort
assezprochespour setoucher (pour se xer un critere, maisl'oeil repere aussidesspirales
du momen qu'une serie de cerclessort assezproches,sansqu'il y ait forcemen contact).



Les cerclescertresen X,k et Xn+x+p VOt alors setoucher tant que k est assezpetit et
former p spirales. Au bout d'un certain temps, la distanceau certre de la formation .+«
grandissam, les elemens Xn.k, €t Xn+k+p N€ Setoucherort plus. On perdra alors les p
spiraleslieesau cortact ertre x, et X,.,, mais d'autres appardtront.

Il faut noter que dans une situation tres compacte,on peut voir simultanemen deux
familles de spirales,gaudeset droites. Voir par exemplelesillustrations de l'introduction.

3 Spirales et fractions contin ues

Suivant la discussiondu paragraphepreceden, le nombre de spiralescorrespnd au nombre
de fois que la rotation d'angle2  doit etre e ectueeavant de retomber assezproche du
point de depart pour qu'il y ait cortact. On peut alors etablir le resultat certral de cette
note. Lesrappelssur lesfractions cortinuessort regroupesen annexe.

Prop osition 3.1. Le cardinal d'une famille de spiralesvisiblesestun denominateurd'une
reduite de

Demonstration : On cherdhe a placer le plus de cerclesde rayon a espaesd’'un angle
2 lelong d'un cerclede rayon > 0. On supposerabien s0r que > a. On note 4
I'angle souslequelestvu un cerclede rayon a et a distance , c'est-a-dire & = 2arctg(a= ).
Notons que & < . On cherde le plus petit ertier g > 0 tel quej2 g mod(2 )j < &
Autrement dit, on choisit g commele plus petit g2 N veri ant

. A
9p2N; jp <5 (1)

Montrons que p=gest une meilleure appraximation de et donc une reduite de (voir
annexe). Supposonsque p=cf avec® q approche mieux i.e.

a 1
P d e d< o< (2)
Commeq est le plus petit ertier veriant (1), ° qgetdoncg’= g Or (2) montre que
p et p° sort deux ertiers a distanceinferieurea 1=2 du m&émenombre q. Doncp = p°et

p=cf= p=q

Verions visuellemen ceci sur quelquesexemplesgeneres par un petit programme
Maple que I'on peut trouver sur le web et rappele ici en annexe. Le plus simple est de
prendre une fraction comme%. On voit au certre une famille de 9 spiralescorrespndart
au 9 de g qui approche notre fraction, et bien s0r 56 spiralesensuite.



Voici un autre exemple,avec agaudeet 1= adroite, ou on voit appardtre lesapprox-
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4 L'apparition de la suite de Fib onacci

On neva pasjusti er ici defacon rigoureusequel estle meilleur possiblepour la plante.
On nedonnesimplemern qu'un argumert intuitif. On obsene sur lesexemplesprecederis
gue mieux une reduite approche , plus longueest la vision desspiralescorrespndartes.
Or cecin'est pasbon pour le remplissagedu volume par les cercles.En e et, tant qu'une
spirale reste valide, les distances ,, au certre croissemn regulieremei alors que le nombre
d'elemeris mis sur chaquecerclereste constart. Du coup, lesplantes ont interét a utiliser
le nombre 2 [0; 1] le moins bien approche par sesfractions cortinues, c'est-a-dire

1

1 -
1+ 1+ —1

1+

Onretrouvelangled'or2 =2 = ou estlenombred'or. Lesreduitesde = 1= sort
de la forme FEL , ou (F,) estla suite de Fibonacci(voir annexe). Le nombre de spirales
sur les vegetaux est donc un nombre de Fibonacci! De plus, les appraximations sort
tellemert mauvaises,que l'on peut voir deux sortesde spirales: lesdroites et lesgaudes,
corresppndart a deux nombres de Fibonacci conscutifs, puisque les fractions cortinues
successi@s sort de chaquecote de

Verions que le choix = 1= donnece qu'on attend, c'est a dire un magni que
tournesol:




On pourra s'amuser a compter les spiralessur la gure preaderie pour retrouver la
suite de Fibonacci.



Annexe sur les fractions contin ues

Lesreferencesqui ont servi a la redaction de cette annexesort :
M. Demazure,Cours d'algebre, Cassini.
A. Khinchin, Continued fractions, Phoenix ScienceSeries.

A.1 Denitions et premiers resultats

Dansla suite  designeraun irrationel an de ne pasavoir a se preacuper de la division
par 0. Il s'agit du casqui nousinteresseci et de plus le principe est le m&me pour un
rationnel, saufque la fraction cortinue est de taille nie.

On de nit deuxsuites( ,)n2n €t (Gh)n2n par:

1

0= ; @=DboCc et 4 = ; Che1 = b nuacC
n
Une reduite de estune fraction de la forme
1
=g+t ———

G+

On appelle deweloppemern en fraction cortinue de I'ecriture

a3+ .

Prop osition A.1l. Lesreduitesr, s'ecriventr, = U—n avet (up) et (v,) deuxsuitesd'entiers
de nies comme suit.

Un+1 = Ch+1Un + Up 2

Uozcb, ul:qul+1 et
Vo= 1L vi=q Vher = CGherVn + Vi 1
Demonstration : On introduit lespolynémesd'Euler de nit par

La proposition reviert a montrer quer, = W On procedepar recurrence.C'est



bon pour rg, puis

rn+1:OD+ 1

1
qn+1

Qnea (G235 0h + 5o7)
Qn(t:::5th + 5o)

totgnt

hQn (i th 1)+ 55 Qn 1(Chiiiiith 1)+ Qn 2(Gh 015G 2)

Prop osition A.2. Lessuites (u,) et (v,) sont strictement croissanteset tendent donc
vers+1 . En outre Up+1Vn  UnVasr = ()" et en particulier PGCD (u,;vy) = 1 et

_ ( l)n+1
fer T = N
Demonstration : Une fois fait le calcul

Un+1 Vn UnVn+r = Q1+l UnVn + Un 1Vn Uan.an UnVn 1
= Un 1Vn  UpVon 1= = ( 1)"(uvo  Uova)
=( "

le restede la proposition est evidert.

Prop osition A.3. La suite (r,) tend vers en se placant alternativement de part et
d'autre de . Plus precisemment,

1 1
=1t —=; 3)
0::: n Vn
et par consequentj  rpj < g
Demonstration : L'expression(3) sedemortre simplemen par recurrencepuisque si

(3) estvraiepournetn 1 alors

Un+1 Vh+1 = Ch+rUn + Uy 2 Oh+1 Vn Vh 1

:( 1)n+1 Ch+1 ( l)n+2 1
0. n O+ n 1
" 1 + 1
=( D" ———(n Ga)=( Y
0--- n 1 n 0.+ n n+l



Comme (> letv,! +1, celamontre que(r,) tendvers . Enn, commeon vient de
morntrer que estertre r, etr,.q, I'estimation dej rnj vient simplemen del'estimation
dejr, rn+1] dela proposition A.2.

A.2 Reduites et meilleures appro ximations

On appelle meilleureapproximation de  unefraction ¢ telle que pour toute autre fraction
3_‘; 6 Y approchant mieux ausensqueju’ Vv§ ju  vj, on a forcemern v°> v.

Autrement dit une meilleure appraximation est une fraction approchant au mieux pour
un denominateursoumisa une borne x ee.

Prop osition A.4. Toute meilleure approximation de estune reduiter, de

Demonstration : Soitr = u=v une meilleure approximation de qui ne soit pas une
reduite r,. On rappelle quelesreduitesde sort ordonneesainsi: ro < r, < ry < :i: <
< i< rz<ri.

Sir<rg= U=V = b c=1alorsju Vi oy ] > jro J = juo Voj. Comme
Vo= 1 v cecicortredit le fait que u=v estune meilleure appraximation.

Sir>ry=u=vy = @+ 1=q alors

| rj>jry rj= Julv. uva) i :
V1 V1

et donc ju vj > 1=v; = 1=q. Mais @ = blx( o)c 1= o) donc puisque
rh= o=l,jup Vo j 1= < ju vj. Commevy =1 v cecicortredit le fait que u=v
est une meilleure appraximation.

On enconclut qu'il existedonck tel quer soit strictemert ertre r ; etrys;. Onajr
re 1 = Juvk 1 VU 1jJ=(vWk 1) 1=5(vw 7). Commejr  ry 4 < jre e 2 = 15(Vievke 1),
on trouve quev > vi. Or | rji jrksr rj 1=(vvk1) et doncju Vi 17V
Puisquejuy vk | 1=w.; d'apresla proposition A.3, onconclutquejux vk j ju Vj.
Comme par ailleurs on a vu que v > vy, celacortredit le fait que u=v est une meilleure
appraximation.

On vient de mortrer par I'absurde qu'il n'existe pas de meilleure approximation de
qui ne soit pasune reduite r,.

Memesi celane sert pasa notre expose, on peut signalerquela reciproqueestquasimet
vraie.

Prop osition A.5. Toutereduiter, estune meilleure approximation a I'exception du cas
derg=b csi estdelaforme =N+ 1=2ave N 2 Z.

10



A.3 Exemples
Donnonsquelquesexemplesde decompsition desirrationnels les plus conrus:

1
=3+ I
7+ 15+ 1
P E—

292+ T
Notons que I'on retrouve les approximations :

22, 333, 355

7 106 113

La derniere appraximation etant tresbonnegraceau 292 qui suit.

Pour e la suite des(q,) esttresparticuliere: 2121141161181....
Remarquonspour lesinteresgs que lI'on peut demortrer qu'un nombre pos®de une suite
(o,) periodique a partir d'un certain rang si et seulemen s'il est quadratique. Ainsi, par
exemple,

p_
2=1+

A.4 Les reduites du nombre d'or

p_
On appellenombre d'or lenombre = “2 ' 1;618qui estla racinepositive de!' equation

X2 X 1= 0. En particulier, on note que

1
2= +let== 1

Sadecompsition en fraction cortinue estremarquable.

Prop osition A.6. Le developementen fraction continue de  est

Demonstration : ¢=b c=1puisqp= —1; =b c= letc.

La fameusesuite de Fibonacciestde nie parFo= 1,F;, = letF,. = Fo+ F, 1. Les

premierstermes de cette suite sort donc: 112358132134 ... Il estbienconru que
Fo= s "™ ()™ etdoncqueFn.1=F, ! . En fait, on peut precisercette
corvergence.
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Prop osition A.7. Lesfractionsr, = F”:l sont exactementles meilleures approximations

F
de

Demonstration : Comme(q,) 1, lessuites(u,) et (v,) dela proposition A.1 ont des
recurrencedu mémetype que la suite de Fibonacci.

Corollaire A.8. Lesmeilleuresapproximationsde 1= sont de la forme %

Demonstration : Soien r, = FF—l lesreduitesdu nombred'or . Onal= = 1.
Les meilleurs appraximations de 1= sort doncdela former, 1=t o= Foi

Programme Maple

Voici un petit programme Maple, qui n'est pas de nous, qui a permis de faire les gures
desspiralespresemeesdans cette note.

[>with(plots);

[>growpts:=(n,TpS)->growp ts1l( n,TpS,ARCLE):

[>growptsl:=proc(n,Turnpe rSeed,symb) local i,a,r,s,phi2pi: s:=null;
phi2pi:=2*Pi*TurnperSeed;

listplot([seq([sqrt(n-i)* cos(phi2pi* i),s qgrt( n-i )*si n(phi2pi *)] ,i= 1..n)],

style=point,axes=NONE,sca ling =CQISTRINED, symbol=symb) end;
Pour obtenir par exemplela gure avec = il sut alorsdelancer

[>growpts(500,Pi);
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